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Plan d’expériences et estimation en régression sparse
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Cadre de travail
On considère un modèle de régression scalaire où la réponse est du type

Y = 〈α∗, φ(x)〉+ ε, (x ∈ U), (1)

où
– U est l’espace des variables exogènes (variables d’entrée). Typiquement U est un

sous-ensemble de Rl (l ≥ 1) avec l grand. Par exemple U := {−1, 1}l dans le cas
des modèles factoriels à deux niveaux ou U := [0, 1]l dans le cas de la régression
polynomiale multidimensionnelle sur un compact.

– φ : Rl 7−→ Rk (k ≥ 1) est une fonction donnée. Par exemple, dans le cas d’un
modèle factoriel à deux niveaux les composantes de φ sont des monômes obtenus par
multiplication d’un sous-ensemble des variables d’entrée. Dans le cas de la régression
multidimensionnelle sur un compact, les composantes de φ sont des polynômes.

– ε est l’erreur de mesure qui peut par exemple être modélisée par une variable aléa-
toire gaussienne.

Le modèle est observé sur n points de l’espace des variables exogènes : x1, . . . , xn. On se
place dans le cas où le nombre d’observations n est beaucoup plus petit que le nombre de
fonctions de régression l. Sans hypothèse supplémentaire, il est évidemment vain d’espérer
pouvoir développer des méthodes de statistique inférentielle sur le paramètre inconnu α∗.
On se place ici dans le cadre dit sparse ou le nombre de composantes non nulles du
paramètre α∗ est moindre qu’une fraction du nombre des obsevations. C’est-à-dire que
l’on suppose que l’ensemble des paramètres est :

Θ :=
{
α = (α1, · · · , αk)T ∈ Rk : ]{j ∈ {1, · · · , k} : αj 6= 0} ≤ κn

}
, (2)

où 0 < κ < 1, est une constante donnée. Le calcul de l’estimateur des moindres carrés
contraint à cet ensemble est malheureusement un problème numérique de complexité expo-
nentielle et il n’est pas possible de mettre en oeuvre directement de l’inférence statistique
sur cet ensemble de paramètres. Il est néanmoins possible de contourner cette difficulté
en considérant l’estimateur des moindres carrés non contraint de norme l1 minimum. En
effet, Candes et al ([4]) et Donoho ([8]) ont montré que la résolution exacte ou stable d’un
système linéaire sous-déterminant sur Θ pouvait souvent être obtenu en minimisant la
norme l1. Souvent signifie ici que si la matrice du système linéaire est choisie au hasard,
alors il est possible de résoudre exactement ou de façon stable ce système pourvu que l’on
s’intéresse à une solution appartenant à Θ. En fait, on est dans le cadre d’un phénomène
connu dans les problèmes inverses mal posés appelé Super-résolution (voir [7], [9], [11],
[10]).
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Programme de recherche

Plan d’expériences adaptés

Un premier axe de recherche s’articulera autour du problème de la détermination et
la construction effective de plan d’éxpériences adaptés au problème d’estimation dans un
modèle de régresssion paramétrique sparse.

Problème inverse mal posé

On replacera le modèle linéaire sparse précédent dans le cadre des problèmes inverses
mal posés rencontrés en traiterment du signal et développés dans [11] et [10]. Dans ce
contextes, on étudiera les qualités de la reconstruction par la méthode l1.

Algorithmes pour la recherche d’une solution sparse

Les problèmes de minimisation convexe avec une contrainte de type `1 peuvent se ré-
soudre à partir d’algorithmes itératifs qu’on retrouve sous l’appelation algarithmes greedy
ou méthodes d’aggrégation dans la littérature. Ces algorithmes ont été à l’origine dévelop-
pés dans la communauté des problèmes inverses [6] et connaissent actuellement un large
développement en statistique mathématique [1], [5]. Dans le contexte des plans d’expé-
riences, ce type d’algorithme pour la recherche d’une solution sparse reste à développer
et à étudier théoriquement.

Application aux métamodèles par chaos polynomial

Les développements par chaos polynomial permettent de représenter la réponse aléa-
toire Y = M(X) d’un modèleM : RM −→ RN dont les entrées sont modélisées par un
vecteur aléatoire X de densité pX donnée [12] :

Y =M(X) =
∑
α∈NM

yα Ψα(X) (3)

Le calcul des coefficients {yα, α ∈ NM} peut se poser comme un problème de régression
[2], qui s’avère la plupart du temps sparse [3].

On propose d’investiguer la possibilité d’appliquer les algorithmes de régression l1

(Dantzig selector, LARS, etc.) à ces problèmes, pour lesquels le nombre de régresseurs est
potentiellement infini. Le choix de plans d’expériences adaptés à ce problème rejoint le
premier point du programme de recherche.

EDF R&D s’intéresse aux métamodèles pour la propagation d’incertitudes dans la
modélisation de systèmes industriels complexes, notamment mécanique. La mise en œuvre
d’approches sparse en régression pourrait être appliqué aux calculs par éléments finis
stochastiques de structures industrielles (enceintes de confinement de centrales nucléaires,
organes de robinetterie, etc.).
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