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Problématique

Soient

m X est une variable aléatoire a valeurs dans E c RY de loi connue,
simulable

m g sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue.
m f: E c RY — R, une fonction “boite noire” coliteuse
m R={xcECR?:f(x)<p}olp> 0 estfixé.

{X € R} est un événement redouté et rare.

Objectif : Borner supérieurement t, = P(X € R) = P(f(X) < p) avec un bon
niveau de confiance.

Compte tenu de son co(t d’évaluation, on dispose d'un “budget’maximal de
N appels a f.
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Limite de I'estimateur de Monte-Carlo

Pour un N-échantillon (X4, ..., Xy) de copies de X, I'estimateur de
Monte-Carlo est

N
B =1/N> " Ia(X)).

i=1
E(°) = P(XeR)=t,
Var(e) = 1th(1—fp).

Sit, << 1/N, ?S”C sera nul, trés probablement et I'intervalle de confiance
associé a I'estimateur, de forme [0, t}] pourra ne pas étre assez précis.

Exemple :sit, =4.7-10"* et N = 100,
m #¥° = 0 avec probabilité (1 — t,)¥ = 0.95,

m le cas échéant, l'intervalle de confiance a 99% est
[0;1 — (1/100)"/N] = [0;0.045].
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Modeéle

La fonction f est considérée comme la réalisation d’'un processus gaussien
(YX)XEE :
P
Yo=Y Bibi(X) + Z(x) = H(x)T 8 + Z(x),
i=1
avec
m h; des fonctions de régression choisies,
m 3; des paramétres réels,

®m Z un processus gaussien centré caractérisé par sa fonction de
covariance cov(Z(x), Z(x")) = K (x,x’) ol K est un noyau symétrique
positif tel que pour tout x, K(x,x) = 1.
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Loi conditionnelle

On dispose des évaluations {y1 = f(X1),...,¥n = f(Xn)} aux points du plan
d’expérience fixé D = {X1,...,X,} C E".

Processus a posteriori

On note (Y;?)xck le processus gaussien correspondant au processus gaus-
sien a priori ( Yx)xee conditionné a I'observation de yx,, - . ., ¥x,-

m VX, E(Y?) = ?(x; Yxir- oY) = HX)'B + T 50 (Yo — HpB),

m vx, X', cov( Yy, Vi) = o (K(X,X') — Z1p% ;5 %),
ol Hp = (H(X1),... H(Xn))", (Zpp)i1<ij<n = K(Xi,X;) = corr( Yy;, Yx)1<ij<n
et Typ = (corr( Yy, , Yx))!

1<i<n®

Remarque

vx, cov(Yy, YY) = MSE(x)
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Validation

Jones et al. (1998) proposent une méthode de validation croisée loo afin de
valider le modéle réduit.

On note 7_; I'approximation de f par krigeage construite sur

{X1,...,Xi—1,Xi+1,...,Xn} €t s_;(.) = v/MSE_;(.) la fonction racine carrée
des erreurs quadrathues de predlctlon correspondante.

On vérifie pour tout 1 </ < n,

F(x:) — Fix)

S %) €[-8,3].
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Paradigme bayésien

On souhaite effectuer une estimation ensembliste de

b= Px(X) < ) = | Tues) 900)c = P ({ulFX()) < p})

m Le processus ( Yx)xee est une loi a priori pour f(+).
m On suppose que le processus ( Yx)xee est indépendant de X.

m On considere ainsi que (( Yx)xee, X) est une application mesurable de
(QxT,AxB,P, xP,)sur(F x E,F x Bg, Py, x Px).

Dans ce cadre bayésien, t, est une variable aléatoire :

thPx(Yx<p).

Obijectif : construire un intervalle de crédibilité sur t,. On cherche la
valeur 0 < a < 1 fixée telle que la probabilité que ¢, < a soit égale a
1 — « (avec «a petit).
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Estimateur

Lestimation bayésienne de {, associée a la fonction de perte quadratique est
donnée par la moyenne de la loi a posteriori de ¢, :

E(voxee (tolyxys -3 V) = E(vi)xee (Px (Yx < o) [¥xqs- -3 Yxa)
= E(Yx)er (EX (HYX<P) ‘yX17~--7_an)
= Ex (Eviyer Irplars- - Yn))

= Fx (E(YXD),EE (HY>?<P))

— B (F(W <))

B <¢ (p—?(x;}’xm...,YXn)))
MSE(X) 7

ou & est le fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
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Calcul de I'estimateur

Une intégration numérique sur la variable X est possible par une méthode de
Monte-Carlo. Il n’est pas nécessaire d’appeler la fonction f.

Remarque

D’apres l'inégalité Markov, nous avons

P(tﬂ < a|yx17' oo aan) Z 1= IE(Yx)xgE (tP|yx1" °o ’yxn)/a’

Ainsi avec une probabilité supérieure a 1 — o, nous avons

tP < E(Yx)xef (tP|yx1 st 7yxn) /a 0
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Réalisations de t,

Nous pouvons simuler des réalisations de {, suivant sa loi a posteriori.

Nous utilisons ces trois étapes pour obtenir une réalisation de
tpsz(Yx <,’)):

E Simulation de points du champ gaussien \4a (% )1<i<n est simulé

suivant la loi du processus a posteriori Y2 o les points %1, ..., X
forment une grille dans E.

Reconstruction du champ gaussien : Grace a une méthode de
krigeage, nous interpolons les points (yx,)1<i<i U (¥x)1<i<n C'est a dire
les réalisations du processus a posteriori et les évalutions de la fonction
f. Nous considérons que cette interpolation est la réalisation du
processus Y7 sur E.

Intégration numérique : Nous pouvons alors calculer ¢, pour cette
trajectoire grace a une méthode de Monte-Carlo massive sur X.
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Essai sur une fonction jouet

On utilise la fonction f : [-10, 10]> — R, suivante :

_sin(xq)  sin(x2 +2)

f(x1, %) = +2;

X1 Xo + 2

On veut estimer la probabilité t, = P(f(X) < p) pour p = 0.01.
Par Monte-Carlo intensif, on obtient t, = P(f(X) < p) = 4.7 -10~*.
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Exemple n= 100

E Moyenne estimée : 5.3 - 10~* avec 10° copies de X.

A = 50, 10* trajectoires simulées, 10° copies de X simulées.

m Moyenne estimée : 5.9 - 10—%,
m Variance estimée : 1.3- 107,
® Quantile 899% : 1.8 - 1073,

Lestimateur de Monte-Carlo proposait au mieux I'intervalle de
confiance [0; 0.045].
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Exemple n =20

El Moyenne estimée : 1.3 - 1072 avec 10° copies de X.

A = 144, 10* trajectoires simulées, 10° copies de X simulées.

m Moyenne estimée : 1.3- 1072,
m Variance estimée : 2.0 - 10—4,
® Quantile 899% :5.4 - 102,

Lestimateur de Monte-Carlo proposait au mieux I'intervalle de
confiance [0;0.21].
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Echantillonnage préférentiel grace au modeéle réduit

m Modele réduit construit sur N/2 points : .

m Onnote R = {x : f(x) < p—3y/MSE(X)}.
mPx(Xe /??) est calculée grace a un Monte-Carlo intensif.
m On propose d'utiliser la distribution instrumentale

h:x— 15(x)g(x)P(X € R)~".
Si(Z,...,2y)2) estun N/2-échantillon simulé suivant h,

N/2 N/2

B = R @G = T @),
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Propriétés de I'estimateur

m Ex(#%) = P(X € RN R)
m Vark(#%) = 2P(X € RN R)(P(X € R) — P(X € RN R))

Notre estimateur souffre d’un biais négatif

biais = Px(X € RN R) — Px(X € R) = —Px(X € RN X € R°).

Inégalité de concentration

Avec probabilité 1 — ¢ X
t, < bs (1) — biais. (1)

Il faut controler le biais !
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Controle du biais

f est considérée comme une réalisation du processus gaussien Y. pour un
wo donne, dont on a obverseé les valeurs yi, ..., yn/2 prises en des points
X1...,Xn/2. Ainsi
D
X, f(X) = Yx(wo) = Yx (wo)-

On définit la variable aléatoire B : (w, A) — (R, B(R))

b -
B =Px (X e RN YE < H(X) = 3y/MSE(X)) = Ex (Ixenl,p i . /e -

E(Y)P)er (B) =0.23% - Px(x S R) .

Par l'inégalité de Markov, B étant presque slrement positive ou nulle, on a

0.23%Px(X € R)

SRR S YY) 0
1/2Px(X € R) Bl

Piyp)ee (B> 1/2Px(X € R)) <
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On rappelle que R est défini ainsi R = {x : f(x) < p} = {X: Y{?(wo) < p}. On
a alors I'inégalité,

Py (x € RN p < f(X) — 3,/MSE(X) ) < Px (x € RN f(X) < #(X) — 3v/MSE(X) )
< Py (x €RNXe T?C) < Py (x € RN Yx(wo) < F(X) — 3\/MSE(X)>

& Py (XG RNX e ﬁC) < B(wp).

Avec probabilité 99.54%, B < 1/2Px(X € R), donc on a
Avec une confiance de 99.54%,

—biais = Px (x €RNXe ﬁc) < 1/2Py(X € R).
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Conclusion

Par conséquent, il y a deux niveaux de confiance
Avec probabilité 99.54%, —biais < 1/2Px(X € R) = 1/21,,

le cas échéant, avec probabilité 1 — §, d’aprés l'inégalité (1),

t, < bsn(1) —biais < bsn(i) +1/2t,
t, 265 n(19).

A
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100 estimations

50 points pour construire le modéle réduit, 50 points pour I'estimateurs ?LS.

a1 . .
”’

= ——
En rouge le domaine R, En rouge la probabilité P(X € R),
En bleu le domaine R. En bleu les estimations 7/

En cyan, les bornes supérieures.

P. Barbillon Estimation de la probabilité d'événements rares



Krigeage
Vision bayésienne
Echantillonnage préférentiel

Conclusion

On a présenté 2 méthodes pour estimer la probabilité d’'un événement rare :

Estimation bayésienne :
m Une seule série d'appels a f;
m Richesse donnée par la loi a posteriori;
m Résulats intéressants avec peu de points tant que le modele a priori est
“validé”;
m Simulation co(teuse de processus en “grande” dimension;

Echantillonnage préférentiel :

m Simulation de I'échantillon simple (possible en dimension plus grande) ;
m Deux niveaux de confiance ;
m Deux séries d’'appels a f;
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