Echantillonnage préférentiel pour estimer la probabilité
d’événements rares.

Yves AUFFRAY*, Pierre BARBILLON, Jean-Michel MARIN?

2 janvier 2010

Je (Pierre Barbillon) suis étudiant en troisieme année de these & 'université Paris-sud 11 sous la
direction de Jean-Michel Marin. Ma these concerne les méthodes d’interpolation par noyaux pour
les fonctions boite noire cotiteuses. Nous nous intéressons aux aspects théoriques de l'interpolation
par noyaux et a des applications dans le cadre de problémes industriels faisant intervenir des
fonctions boite noire cotliteuses. Ici nous présentons avec Yves Auffray une méthodologie pour
traiter un probléeme d’événement rare dépendant d’une fonction boite noire cotiteuse.

Soit

— X, une variable aléatoire & valeurs dans R? de loi connue, simulable

— g sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

— f:R% — R, une fonction “boite noire”

~ R={z €Re: f(z) < p} ot p> 0 est fixé.
{X € R} est un événement redouté et rare, dont on souhaite borner supérieurement la probabilité
p avec un bon niveau de confiance.
Compte tenu de son cotut d’évaluation, on ‘dispose d’'un “budget” maximal de N appels a f.

Pour traiter ce probleme une méthode Monte Carlo standard consiste & produire un N-échantillon
(X1,...,Xn) de X et a proposer l'estimateur :

N
1
AMC _ ,
P =N ;:1 Ir(X;).

Sip << 1/N, pM¢ sera nul, trés probablement et I'intervalle de confiance associé & 'estimateur,
de forme [0, p™] pourra ne pas étre assez précis.
Par exemple, si p = 107° et N = 100, l'estimateur p¢ vaut 0 avec probabilité (1 — p)™ = 0.999.
L’intervalle de confiance & 99% est [0;1 — (1/100))*/N] = [0;0.045].

Pour remédier a cela nous proposons de modifier le schéma précédent en y incluant une méthode
d’échantillonnage préférentiel (Kahn and Marshall, 1953).
Cela consiste :
— & considérer la loi de probabilité sur R?® définie par le biais d’une “densité instrumentale” h
— produire un n échantillon (Z1, ..., Z,) selon cette loi
— a proposer ’estimateur :

s v L 9(Zi)
pS = ;]IR(ZZ)h(Zi) .

La densité instrumentale idéale serait
z — Tg(x)g(x)P(X € R)™,

puisqu’elle permettrait d’obtenir un estimateur de variance nulle. Elle est évidemment inaccessible
car elle dépend de P(X € R) inconnue.
Cependant, on peut viser une densité “proche” en se servant, a la place de f, d’une approximation
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par krigeage (Cressie, 1990) f d’évaluation quasi instantanée, & laquelle on consent & consacrer la
moiti¢ du budget d’appels N.
Cela étant fait, définissant Ry = {«x : f (z) < A} pour un A réel quelconque, nous proposons la loi
instrumentale : R

ha = Tg (2)g(x)P(X € Ry) ™.

qui est simulable, puisque, du fait du faible cotit de calcul demandé par f ,P(X € R A) est estimable
trées finement.

On peut donc simuler selon la loi associée & hy pour produire un %—échantillon (Z1,...,Zy,) (on
note n = N/2). L’estimateur s’écrit alors :

> hg/\((ZZZ)) 1r(Z:) = @ > 1r(Z).
t i=1

11 a
~ pour espérance E(p'S) = P(X € RN R)), donc pour biais —P(X € R — Ry), nul si R C R),
— et pour variance Var(p'®) = ZP(X € RNR)) (IP’(X € R\ —-P(X RN ﬁﬂ), qui, comparée
a celle de pMC

Var(pM©) = %IP’(X €R)(1-P(X € R))

peut étre bien plus faible si P(X € Ry) est proche de P(X € R).
Par ailleurs, I'inégalite de Hoeffding (Hoeffding, 1963) fournit la borne suivante avec une probabilité
1-96:
In(1/0)
2n

p—p'S <P(X € R—Ry)+P(X € Ry)

En cas de biais nul, Pécart entre p et 'S peut étre d’'un ordre comparable & P(X € EA) : ainsi,
& supposer que A a été choisi de fagon que R C Ry et P(X € Ry)) < 10 - p, la configuration de
I'exemple précédent (i.e p =107, N = 100 donc n = 50) donne, avec probabilité 99%,

p—pl¥ <215-107°.
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