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Résumé

Dans le cadre de la simulation numérique, la these aborde le probleme posé par la construc-
tion de modeles simplifiés de codes de calcul généralement complexes et lourds a mettre en
oeuvre. La problématique de construction des modeles simplifiés rappelle celle des surfaces de
réponse et des plans d’expériences. Dans le cadre de la simulation numérique, les expériences
"lourdes” correspondent aux calculs a réaliser. Il est donc important de disposer de méthodes
permettant d’optimiser la planification des expériences simulées.

Les méthodes que nous proposons s’appuient essentiellement sur la théorie de ’apprentis-
sage statistique. Les modeles simplifiés sont construits en utilisant la famille des réseaux de
neurones et les techniques statistiques d’estimation de I'erreur de généralisation pour controler
Papprentissage (leave-one-out, validation croisée, bootstrap). Il est montré que le bootstrap per-
met de controler le sur-apprentissage (compromis Biais-Variance) et d’étendre la notion de levier
(mesure de I'influence des expériences sur I'estimation des parametres), introduite en régression
linéaire, aux modeles non linéaires par rapport aux parametres.

La these propose une procédure itérative de planification d’expériences numériques, LDR
(acronyme de Learner Disagreement from experiment Resampling). Elle est fondée sur appren-
tissage actif en procédant a la construction de plusieurs modeles simplifiés a partir de répliques
bootstrap. Par une approche de type Bagging (Bootstrap Aggregating), la variance des pré-
dictions des modeles est analysée. Les nouvelles simulations sont planifiées de facon a réduire
cette variance des prédictions. Cette procédure est comparée aux approches classiques des plans
d’expériences optimaux et en particulier avec la D-optimalité.

Mots-clés: Apprentissage, réseaux de neurones, bootstrap, bagging, active learning, plans d’ex-
périences, D-optimalité.






Abstract

This thesis adresses the problem of the construction of surrogate models in numerical simula-
tion. Whenever numerical experiments are costly, the simulation model is complex and difficult
to use. It is important then to select the numerical experiments as efficiently as possible in order
to minimize their number. In statistics, the selection of experiments is known as optimal ex-
perimental design. In the context of numerical simulation where no measurement uncertainty is
present, we describe an alternative approach based on statistical learning theory and resampling
techniques. The surrogate models are constructed using neural networks and the generalization
error is estimated by leave-one-out, cross-validation and bootstrap. It is shown that the bootstrap
can control the over-fitting and extend the concept of leverage for non linear in their parameters
surrogate models. The thesis describes an iterative method called LDR for Learner Disagree-
ment from experiment Resampling, based on active learning using several surrogate models
constructed on bootstrap samples. The method consists in adding new experiments where the
predictors constructed from bootstrap samples disagree most. We compare the LDR method
with other methods of experimental design such as D-optimal selection.

Keywords: Active Learning, Bagging, Bootstrap, Non linear design of experiments, Neural
Networks, D-optimality.
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La simulation numérique est devenue un outil incontournable en recherche et développement
pour évaluer par exemple des modeles d’expansion de I'univers, ou pour approcher des solutions
optimales d’'un stockage de déchets radioactifs ou d’une architecture d’un barrage. Les études
de simulation mettent en jeu des outils appelés codes de calcul. Les codes sont constitués de
modeles numériques reliant des variables, descriptives de I’état du systeme simulé, a un certain
nombre de parametres caractérisant, par exemple, les conditions initiales du systeme ou bien
certaines lois ou relations utilisées dans la modélisation. Le simulateur prend ces parametres
en entrée et délivre en sortie les réponses sur les variables d’état du systéeme. Une simulation
consiste a fixer un ou plusieurs jeux de variables d’entrée, a réaliser les calculs, puis a analyser
les réponses fournies par le simulateur. Malgré les progres toujours croissants de I'informatique,
ces codes de calcul sont complexes et souvent tres longs a exécuter. L'utilisateur souhaite, dans
ce cas, obtenir un modele plus simple, plus rapide et qui rende compte le mieux possible des
réponses du simulateur. C’est le cas, par exemple, dans les études d’analyses d’incertitudes et
de conception robuste ou le code de calcul doit étre exécuté un tres grand nombre de fois.

Parmi les différentes approches de construction de modeles simplifiés, nous n’évoquerons
dans ce mémoire que celles fondées sur les méthodes de construction de méta-modeles, mo-
deles de modeles numériques, fondées sur ’apprentissage statistique en relation avec les plans
d’expériences pour surfaces de réponse. La construction du modele simplifié est fondée sur la
réalisation d’un certain nombre de simulations appelées expériences numériques. Les expériences
simulées étant cotiteuses en temps calcul, il est important de disposer de méthodes permettant
d’optimiser leur planification. Pour une famille de fonctions retenues pour construire le modele
simplifié, la qualité de représentation du modele simplifié dépendra principalement du choix de
ces expériences.

Des méthodes de planification d’expériences ont été étudiées par des auteurs comme Fisher
[F1sHER 25] [FISHER 35], Kiefer [KIEFER 59|, Box [BoX & DRAPER 87] ou Fedorov [FEDOROV 72].
Leurs travaux ont donné lieu & une nouvelle branche des statistiques connue sous le nom de mé-
thodologie des plans d’expériences. La plupart des criteres de ces plans utilisent le bruit de
mesure qui existe dans le cadre d’expériences réelles. Les expériences simulées ne rentrent pas
dans ce contexte de planification d’expériences car les simulations que I'on considére pour créer
le modele simplifié sont déterministes. Si 'on effectue plusieurs simulations avec des jeux de
variables d’entrée identiques, on obtient la méme réponse. On ne peut donc pas utiliser direc-
tement la méthodologie des plans d’expériences. On peut toutefois 'adapter en considérant que
ce bruit expérimental tend vers zéro.

D’autres méthodes de planification d’expériences ont été étudiées dans le domaine de ’ap-
prentissage statistique sous le nom d’apprentissage actif [COHN 94] [MACKAY 924]. Cette ap-
proche est fondée sur la notion de comité d’experts (Query by Committee) introduite par
[SEUNG et al. 92]. L’apprentissage actif peut étre qualifiée de méthode a posteriori et aucune
hypotheése de bruit expérimental sur les données n’est nécessaire. La plupart des méthodes en
apprentissage actif ont été développées en classification supervisée. Dans ce mémoire nous déve-
lopperons 'apprentissage actif dans le cadre de la régression.

Les méthodes que 'on propose s’appuient sur la théorie de ’apprentissage statistique. Les
modeles simplifiés sont construits en utilisant la famille des polynémes, pour les modeles li-
néaires en leurs parameétres, et la famille des réseaux de neurones, pour les modeles non linéaires
en leurs parametres. Ces derniers permettent de modéliser plus fidelement la réponse du simu-
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Introduction Générale

lateur grace a leurs propriétés d’approximation universelle et de parcimonie. Nous proposons
une procédure itérative de planification d’expériences numériques LDR (acronyme de Learner
Disagreement from experiment Resampling), fondée sur l'apprentissage actif. On procede a la
construction de plusieurs modeles simplifiés construits & partir de répliques bootstrap (méthode
de ré-échantillonnage) de la base d’exemples. Par une approche de type Bagging, acronyme de
Bootstrap Aggregating, on analyse la variance des prédictions des modeles simplifiés et on plani-
fie les nouvelles simulations de maniére a réduire cette variance des prédictions. Cette procédure
est comparée aux approches classiques des plans d’expériences optimaux et en particulier avec
la D-optimalité.

Le chapitre 1 de ce manuscrit présente la théorie de I'apprentissage statistique que nous
utiliserons pour créer les modeles dont nous aurons besoin dans I’ensemble de ce mémoire. Cette
théorie, introduite par Vapnik [VAPNIK & CHERVONENKIS 71|, permet de traiter une grande
variété de problemes, mais nous n’aborderons que ’aspect de la régression ou modélisation sta-
tique. Apres avoir décrit le principe de 'apprentissage statistique, nous consacrerons la deuxiéme
partie de ce chapitre & son utilisation pour des modeles linéaires en les parametres, comme les
polynomes, puis, dans une troisieme partie, aux modeles non linéaires par rapport aux para-
metres comme les réseaux de neurones.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de la sensibilité de la construction d’un modele par
rapport aux exemples. Nous définirons la notion de levier, introduite en régression linéaire, qui
est une mesure de l'influence d’'un exemple, par son retrait de la base d’apprentissage, dans
Iestimation des parametres du modele. Ceci rappelle la méthode du leave-one-out utilisée en
apprentissage statistique pour estimer ’erreur de généralisation du modele construit. Nous pré-
senterons ensuite une autre méthode, pouvant étre utilisée pour des modeles non linéaires par
rapport aux parametres, fondée sur le ré-échantillonnage Bootstrap que nous décrirons. Nous
terminerons ce chapitre avec une étude sur les relations entre les leviers et la mesure de I'in-
fluence d’un exemple obtenue par bootstrap. Cette étude se limitera a des modeles linéaires par
rapport aux parametres pour nous affranchir des problemes de minima locaux des fonctions de
colit des modeles non linéaires par rapport aux parametres.

Le chapitre 3 aborde la problématique de choix de modeles. Cette problématique est directe-
ment liée a celle de ’estimation de ’erreur de généralisation du modele construit, qui est I'un des
problemes les plus importants en apprentissage statistique. Nous présenterons, tout d’abord, une
méthode d’estimation de I'erreur de généralisation pour des modeles linéaires par rapport aux
parametres fondée sur une analyse spectrale de la matrice d’information. Cette méthode établit
un lien intéressant entre I'apprentissage statistique et la méthode des plans d’expériences A-
optimaux pour modeles linéaires par rapport aux parametres. Pour les modeles non linéaires par
rapport aux parametres, comme les réseaux de neurones, nous présenterons d’autres méthodes
d’estimation de l'erreur de généralisation fondées sur des techniques de ré-échantillonnages telles
que le leave-one-out, la validation croisée et le bootstrap. La problématique de choix de modeles,
au sens de la dimension de Vapnik Chervonenkis (choix du degré du polynéme pour un modele
polynomial ou choix du nombre de neurones cachés pour un réseaux de neurones) sera illustrée
a travers des exemples simples pour des modeles polynomiaux. Nous terminerons ce chapitre
avec quelques considérations concernant ’'initialisation des parametres du modele et la régula-
risation par arrét prématuré de ’apprentissage pour les modeles non linéaires par rapport aux
parametres de type réseaux de neurones.
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Le chapitre 4 décrit la théorie des plans d’expériences optimaux. Toute création d’un mo-
dele, par régression linéaire ou non linéaire, nécessite une base d’apprentissage afin d’estimer
les parametres du modele a construire. La qualité de ce modele est directement liée a la qua-
lité de représentation de la base d’exemples. Ce chapitre nous permet de décrire la théorie des
plans d’expériences optimaux que nous utiliserons pour mener une étude comparative entre les
capacités prédictives des modeles construits a partir de plans optimaux et celles des modeles
construits a partir des bases planifiées par la méthode d’apprentissage actif que nous proposons.
Apres quelques rappels liés a 'estimation des parametres d’un modele linéaire, nous décrirons
les principaux plans d’expériences optimaux pour modeles linéaires par rapport aux parametres
ainsi que la maniere de les mettre en oeuvre. Nous montrerons, en fin de chapitre, comment les
adapter a des modeles non linéaires par rapport aux parametres.

Le chapitre 5 présente la méthode d’apprentissage actif LDR (Learner Disagreement from
experiment Resampling) que nous proposons dans le cadre de cette theése. La méthode LDR
utilise le ré-échantillonnage des exemples de la base d’apprentissage pour spécifier les nouvelles
expériences numériques a effectuer. Nous utiliserons surtout la technique de ré-échantillonnage
du Bootstrap et la méthode du Bagging pour proposer une approche itérative de spécification des
expériences simulées. Dans une premiere partie, nous décrirons le principe général de I'appren-
tissage actif ainsi que du Bagging. Nous illustrerons ensuite la méthode LDR sur des exemples
“jouets” simples. Enfin, nous testerons et comparerons, a ’aide des processus de Friedman et de
Homma et Saltelli, les bases d’apprentissages obtenues a partir de la méthode LDR aux plans
d’expériences obtenus a partir de la D-optimalité locale.
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1. Nomenclature

Nous allons définir, dans cette section, la plupart des symboles que nous utiliserons dans
I’ensemble de ce mémoire ainsi que la méthodologie générale de construction d’un modele a
partir de données.

1 Nomenclature

Symbole Description

X un vecteur des variables du modele. Ce vecteur contient d élements correspondant aux
valeurs des facteurs. Ce vecteur est également appelé entrée x ou
exemple x
X; désigne le vecteur des variables du modele correspondant a I’exemple 1.
x; désigne la valeur du facteur j pour I’exemple courant x.
y(x) désigne la réponse mesurée ou simulée du processus inconnu correspondant a 'entrée x.
U désigne le domaine d’existence des variables.
Ui désigne la valeur mesurée de la grandeur & modéliser pour 'exemple i (y; = y(x;)).
N désigne le nombre d’exemples d’un plan d’expériences ou d’une base d’apprentissage.
P désigne le nombre de parametres du modele que 'on construit par régression.
L désigne la base d’apprentissage constituée de N paires d’entrées/sorties

L= {(xi,yi),1 <i< N}
L0 désigne la réplique bootstrap b de la base d’apprentissage L.

Ly désigne la matrice d’un plan d’expériences contenant N expériences.
I’element ij correspond a la valeur du facteur j pour I’exemple 1.

o(x) désigne le vecteur des variables secondaires.

®i(x) sont les fonctions de régression qui permettent de passer des variables primaires
aux variables secondaires.

X désigne la matrice du modele ou matrice des effets. L’élement ij de cette
matrice correspond a la valeur de la fonction de régression j pour 'exemple 3.

X'X désigne la matrice d’information du modele décrit dans la matrice X.

La matrice d’information de Fisher 02X'X, s’écrit également X'X
dans le cas linéaire avec des erreurs gaussiennes de variance unité.
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Symbole  Description
X/'X 1 désigne la matrice de dispersion.
X4 désigne la matrice du modele a laquelle on a extrait ¢(x;)
(7] désigne le vecteur des parametres du modele construit par régression.
0, désigne le vecteur des parametres qui minimise la fonction de cout d’apprentissage
obtenu a partir de la base d’apprentissage complete L.
© désigne 'espace des parametres.
Oc.; désigne la valeur de la composante j du vecteur de parametres 6,
Og) désigne le vecteur des parametres du modeéle qui minimise la fonction de cott
d’apprentissage obtenu a partir de la base £ a laquelle on a extrait ’exemple 3.
f(x,0) désigne la réponse du modele & I'entrée x pour le jeu de parametres 6.
f(x,0r) désigne la réponse du modele a I'entrée x apres apprentissage sur
la base L.
f(x,0,.) désigne la réponse du modele a 'entrée x aprés apprentissage sur
la réplique b de la base L.
f(x, Og)) désigne la réponse du modele & I'entrée x apres apprentissage
obtenu a partir de la base £ a laquelle on a extrait I’exemple 1.
F désigne la famille de fonctions dont est issu f.
J(0) désigne la fonction de couit d’apprentissage.
o? désigne la variance du bruit expérimental s’il existe.

désigne ’estimation d’une variance.

désigne ’estimation de la variance de 0.

désigne ’estimation de la variance de 8, par leave-one-out.
désigne ’estimation de la variance de 8, par bootstrap.

désigne 'estimation de la variance de @, par validation croisée.



2. M¢éthodologie

2 Meéthodologie

Ce paragraphe permet de décrire la méthode utilisée pour la création d’'un modele. Nous
considérerons dans la suite du mémoire que la premiere étape (choiz des facteurs du domaine
expérimental) a été effectuée. De plus, pour la deuxieme étape (Proposition d’un modéle), nous
utiliserons soit la famille de fonctions des polynomes de degré fixé pour les modeles linéaires
par rapport aux parametres, soit la famille de fonctions des réseaux de neurones & nombre de
neurones cachés fixés pour les modeles non linéaires par rapport aux parametres. Les étapes de
la démarche méthodologique sont les suivantes :

2.1 1lere Etape : Choix des facteurs du domaine expérimental

Une fois que nous avons choisi les facteurs a utiliser, il faut centrer et réduire les différents
facteurs choisis afin qu’ils aient tous la méme influence dans la construction du modele. On peut
ensuite choisir la forme du domaine d’étude. Il peut étre :

— Sphérique : le domaine expérimental est choisi autour d’un point central d’intérét.

— Cubique : le domaine expérimental est choisi en fonction des plages de variations des

différents facteurs.

— Quelconque : un domaine hypersphérique ou hypercubique est utilisé, dans lequel une ou

plusieurs parties sont exclues (domaine d’étude possible).

2.2 2eme Etape : Proposition d’un modele

Les modeles choisis sont tres variés et dépendent du type de probleme étudié : modeles se tra-
duisant par des équations algébriques ou des équations différentielles, modeles qui se traduisent
par des équations linéaires ou non linéaires ou bien encore des modeles statiques ou dynamiques
etc. Il faut donc choisir un modele parmi une famille de fonctions. Le probleme qui se pose donc
est le choix de cette famille de fonctions et le choix de la complexité retenue pour le modele
postulé. Dans tous les cas, ces modeles doivent :

— bien représenter la réponse expérimentale en fonction des variables d’entrées sur le domaine

d’étude.

— permettre d’obtenir une estimation satisfaisante (suivant un certain critere) de la grandeur

a modéliser.

2.3 3eme Etape : Création du plan d’expériences
Cette étape de création du plan d’expériences consiste a déterminer les expériences a réaliser
par rapport au choix de modele décidé a la deuxieme étape.

2.4 4eme Etape : Estimation des parametres du modele

L’estimation des parametres du modele differe suivant la famille de fonctions choisie. Dans
le cas des modeles linéaires en leurs parametres, I'estimation des parametres met en jeu des
techniques d’algebre linéaire ; dans le cas des modeles non linéaires, des méthodes d’optimisation
plus élaborées sont utilisées.

2.5 b5eme Etape : Validation du modele

A la fin de I’étape de validation, il y a deux possibilités :
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— soit le modele est validé, auquel cas il représente bien le phénomene étudié dans le domaine
expérimental. L’objectif de la modélisation est atteint : ce modele peut étre mis en oeuvre
pour faire de la prévision sur I’ensemble du domaine expérimental.

— soit le modele n’est pas validé, auquel cas il faut proposer un autre modele au sein de la
méme famille de fonctions (changer la complexité du modele) ou bien proposer une autre
famille de fonctions.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Ce chapitre introduit les techniques d’apprentissage que nous utiliserons dans ce mémoire
pour créer nos modeles. La premiere partie décrit le principe de 'apprentissage statistique. La
deuxieme partie sera consacrée a son utilisation pour des modeles linéaires en leurs parametres,
et la troisieme partie aux modeles non linéaires en leurs parametres.

1.2 Introduction a apprentissage statistique

On désigne sous le terme ”d’apprentissage statistique” une grande variété de problemes :
classification, régression, modélisation statique ou dynamique, agrégation de données, analyse
en composantes principales ou en composantes indépendantes, estimation de probabilités, etc.
Dans ce mémoire, nous aborderons le probleme de la régression (ou modélisation statique).

Pour modéliser un processus inconnu, nous disposons d’une base d’exemples, ou base d’ap-
prentissage £, constituée de N paires d’entrées / sortie £ = {(x;,v;),1 <1i < N}, ou x; désigne
le vecteur des variables du modele pour ’exemple i, et y; la valeur, mesurée ou simulée, de la
grandeur & modéliser. Nous noterons par y(x) la fonction inconnue que ’on cherche & approcher
par une expression analytique (y; = y(x;)). On supposera dans ’ensemble de ce mémoire que la
grandeur & modéliser est scalaire : on cherche donc une application de R? dans R, ot1 d est la
dimension de ’espace des variables. L’extension de ’ensemble des résultats a des sorties vecto-
rielles est envisageable méme s’il reste encore du travail a faire dans ce domaine. On désignera
par U € R% le domaine d’existence des variables, appelé également domaine d’étude.

L’objectif de la régression est de trouver une application de R¢ dans R qui

— rende compte "le mieux possible” (en un sens que nous préciserons plus loin) des données
existantes.

— possede une capacité prédictive, c’est-a-dire qui soit capable de prédire de maniere satisfai-
sante (selon un critére que nous définirons plus loin) la valeur de la grandeur & modéliser
y pour des vecteurs de variables x qui ne sont pas présents dans la base d’apprentissage.

1.2.1 Objectifs

Dans le cadre de la théorie de 'apprentissage statistique [VAPNIK & CHERVONENKIS 71] les
valeurs de la grandeur a modéliser y présentes dans la base d’apprentissage sont supposées étre
des réalisations d’une variable aléatoire de distribution inconnue P(y|x). Cette distribution est
liée a la distribution conjointe P(x,y) par la relation :

P(x,y) = P(x).P(y[x)

On peut donc considérer que la création d’un modele met en oeuvre trois éléments :
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— Un générateur (G) de vecteurs x € R%, distribués suivant la loi P(x).

— Un superviseur (S) qui donne, pour tout vecteur d’entrée x, la valeur y suivant la dis-
tribution conditionnelle P(y|x) inconnue.

— Un apprenti (LM pour “Learning Machine”) capable de réaliser une classe de fonctions
paramétrées f(x,0) € F ou 0 appartient a ’espace des parametres ©.

Durant 'apprentissage, le générateur G produit des valeurs de x suivant la distribution de
probabilité P(x). Le superviseur regoit cette méme valeur de x et répond par la sortie y associée
a x par la distribution de probabilité conditionnelle P(y|x). L’objectif de ’apprentissage est de
trouver le vecteur de parametres 6 tel que la réponse f(x,0) donnée par 'apprenti soit “la plus
proche possible” de y (figure 1.1).

Py X . ¥
Générateur Superviseur
, (x,0
Apprenti j( ’ )

F1G. 1.1 — Schéma de I’apprentissage supervisé

Pour juger de la qualité de I’apprenti, on introduit une “fonction de perte” adaptée a la tache
a apprendre. A titre d’exemples, on utilise fréquemment :

— Pour la classification, ou y est une variable binaire qui vaut +1 ou -1 :
I(f(x,0),y) = Ifx,g)+y, ot I est la fonction indicatrice telle que 14 = 1 si A est vrai et
—1 sinon.

— Pour la régression, ou y est un réel :

1(f(x,0),y(x)) = (f(x.0) —y(x))* (1.1)

Le but de I'apprenti est de prédire la sortie y pour un x quelconque, sachant que la grandeur a
modéliser y obéit a la probabilité conditionnelle P(y|x). L’objectif de 'apprentissage statistique
est donc de trouver, parmi une famille de fonctions F, la fonction f qui minimise I’espérance
mathématique de la perte, appelée “risque théorique” ou “risque fonctionnel”. Pour la régression,
on a:
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Bien entendu, ce risque n’est pas calculable, méme numériquement.

1.2.2 Analyse de la minimisation du risque empirique

Comme nous venons de le décrire, I'objectif de "apprentissage est de chercher la fonction f
appartenant a la famille de fonction F qui minimise le risque fonctionnel (équation (1.2)) appelé
“erreur de généralisation”. La probabilité conditionnelle P(y|x) étant inconnue, on ne peut qu’es-
timer ce risque sur ’ensemble des données dont on dispose. Etant donnée la base d’apprentissage
L = (x4, Yi)1<i<N, on minimise le risque empirique :

1 N
Remp(f NZ (xi,0), ;) (1.3)

Le risque empirique est une estimation non biaisée du risque fonctionnel :
Vf, im Remp(f) = R(f)
N—oo

Cette convergence issue de la loi des grands nombres n’est pas suffisante. Pour que la solution
minimisant le risque empirique converge vers la solution minimisant le risque fonctionnel, il faut
que le risque empirique converge uniformément vers le risque fonctionnel :

Ve > O,A}im Plsup e 7| R(f) — Remp(f)| > €] =0

Vapnik et Chervonenkis [VAPNIK & CHERVONENKIS 71] ont montré que la convergence uni-
forme est une condition nécessaire et suffisante pour que 'apprentissage soit consistant. Un ap-
prentissage est dit consistant si 'erreur du modele construit, calculée sur des données nouvelles,
converge vers l'erreur du modele construit, calculée sur les données d’apprentissage, lorsque la
taille de I’ensemble d’apprentissage augmente. Pour démontrer la consistance d’un processus
d’apprentissage, il faut soit faire une étude exhaustive pour chacune des fonctions f € F, soit
controler une caractéristique globale de ’espace des fonctions F [GRANDVALET 00]. C’est cette
derniere approche qui a été proposée par Vapnik et Chervonenkis. Ils ont introduit une mesure
caractérisant la complexité de I’espace de fonctions F, c’est-a-dire sa capacité de représentation
ou de modélisation. Cette mesure, appelée dimension VC, permet de déterminer la vitesse de
convergence du risque empirique vers le risque fonctionnel. En notant A la dimension VC, le
théoreme fondamental de Vapnik Chervonenkis détermine les bornes, en probabilité, de ’écart
entre le risque fonctionnel et le risque empirique. Par exemple, en classification supervisée les
bornes sont déterminées par le théoréeme suivant.

Soit F une famille de fonctions séparatrices de dimension VC h, pour toute dis-
tribution P et pour toute base {(x;,y;)}1<i<ny obtenue a partir de cette distribution
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P, l’inégalité suivante est vraie avec la probabilité 1 —n : [Vapnik 98/

h(log2Y + 1) — log(2)
N

Ve F,R(f) < Remp(f) + \/ (1.4)

Le théoréeme montre que la borne de la différence entre le risque fonctionnel et le risque empi-
rique est croissante en fonction de la dimension h. Le risque d’un risque empirique tres différent
du risque fonctionnel est d’autant plus important que la dimension VC est grande. Pour réduire
I'importance de cette différence, il faut plus de points dans la base d’apprentissage.

Avant de présenter les apports du théoréeme, nous allons donner deux exemples illustrant la
dimension VC, le premier en classification et le second en régression.

Dans les problemes de classification supervisée & 2 classes d’éléments dans R?, la dimen-
sion VC d’un espace de fonctions séparatrices correspond au nombre maximal de points de R¢
pouvant étre classés sans erreur par une des séparatrices de F. Par exemple pour un probleme
a deux classes, combien de points peuvent étre classés correctement a coup sur par une droite
dans R?? Trois points non alignés peuvent toujours étre séparés par une droite. En revanche,
il existe des configurations de plus de trois points qui ne peuvent donner lieu a une séparation
sans erreur par une droite. Par exemple, il est impossible de séparer sans erreur le probleme
a deux classes obtenu & partir des points de la fonction logique XOR. Ce probleme n’est pas
linéairement séparable par des fonctions indicatrices a suppport affine. Donc, dans ce cas, la
dimension VC des indicatrices & support affine dans R? est 3. Plus généralement, la dimension
VC de la famille des fonctions indicatrices & support affines dans R¢ est égale & d+1 [COVER 65]
[BURGES 98] [VAPNIK 98].

En régression, 'interprétation de la dimension VC est moins évidente. Elle est souvent sup-
posée liée explicitement au nombre de degrés de liberté des fonctions de F. Il est souvent évoqué
le risque lié aux fonctions sur-paramétrées et la logique est alors de réduire le nombre de pa-
rametres, ce qui n’est pas toujours suffisant pour réduire la dimension VC. Illustrons cela en
rappelant 'exemple cité dans [VAPNIK 98]. L’exemple porte sur I'espace de fonctions définies
dans R & valeurs dans [—1,+1] par la fonction de base sin(6zx) ou 6 € R représente le degré de
liberté sur lequel portera la minimisation du risque empirique. On montre que, quelle que soit
la base d’apprentissage, il existe une valeur particuliere de 6 interpolant exactement les points.
Cette solution optimale de § annule donc le risque empirique. Pour ce type de probleme, la di-
mension VC de cette classe de fonctions est infinie alors que I’espace de fonctions ne regroupe que
des fonctions & un seul degré de liberté. Donc pour ce cas précis, lorsque F = {sin(6z),0 € R},
I'intervalle de confiance n’est plus borné. Nous avons défini en début de section qu’un modele
était consistant si 'erreur sur des données nouvelles du modele construit, convergait vers 1’er-
reur sur les données d’apprentissage lorsque le nombre d’exemples de ’ensemble d’apprentissage
augmente. Ceci revient a dire qu'un modele est dit consistant si et seulement si la famille F dont
il est issu est de dimension VC h finie. Dans ce cas, la borne D(N, h,n) tend vers zero lorsque
N tend vers linfini.

Le théoreme précédent montre que la borne de 1’écart entre le risque empirique et le risque
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fonctionnel est une fonction croissante de la dimension VC. Ce résultat se généralise pour toute
classe de fonctions. La borne D(N, h,n) définie par :

h(logw +1) —log(%)
D(N,h,n) = \/ — 4

est une fonction croissante de la dimension VC h et décroissante du nombre d’exemples N.
Le risque empirique est une fonction décroissante de la dimension VC, un compromis devra étre
fait sur la valeur de la dimension VC la plus adaptée au probleme, de fagon & réduire le risque
empirique tout en contrdlant la borne D(N, h,n). Cette approche est appelée minimisation du
risque struturel dans la mesure ou elle prend en considération les propriétés de ’espace des
fonctions. La figure 1.2 illustre la minimisation du risque structurel.

Frreur

1’

| ! _7___,_.-f-::::Z:?;-:::'-"__-J-l.)(n_.h.nJ

L h

F1G. 1.2 — Compromis entre le risque empirique et le risque fonctionnel

En effet, dans le cadre d’une fonction de perte quadratique, le risque fonctionnel (équation
(1.2)) peut se décomposer, pour toute fonction f, en deux termes appelés respectivement biais et
variance. Le biais correspond a la moyenne sur toutes les bases d’apprentissage possibles du carré
de la différence entre la fonction f(x, ) (le modele construit) et y(x) (le processus & modéliser).
La variance exprime la sensibilité du modele a I’ensemble des données utilisées pour ’apprentis-
sage. La Figure 1.2 fait apparaitre que pour des valeur de h plus faibles que h* (solution optimale
de la dimension VC) la capacité de modélisation de I’apprenti est insuffisante. On parle alors de
sous-paramétrisation du modele caractérisée par un fort biais. Pour des valeurs de h plus grandes
que h*, le risque empirique est faible mais le risque fonctionnel est plus important. Dans cette
zone, la sensibilité de I'apprenti par rapport a I’échantillon est importante, ’apprentissage a été
fait par coeur sans capacité de généralisation. On parle alors de sur-paramétrisation du modele
caractérisée par une forte variance. Le modele de complexité h* offre le meilleur compromis.

Mais la dimension VC d’un modele étant rarement calculable dans la plupart des modeles
non linéaires utilisés en classification ou en régression, il est difficile d’obtenir la complexité
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optimale. On ne peut donc pas calculer exactement le minimum du risque structurel et on ne peut
qu’utiliser des méthodes pour I'estimer. C’est pourquoi les méthodes classiques de régularisation
sont encore largement utilisées en apprentissage statistique. Nous définirons certaines d’entre
elles a la fin du chapitre et nous verrons leur mise en oeuvre au chapitre 3 qui traite de la
sélection de modeles. Une alternative aux techniques mathématiques de régularisation repose
sur une analyse statistique obtenue par ré-échantillonnage de la base d’apprentissage. Elles sont
principalement fondées sur le leave-one-out et le bootstrap. Nous avons utilisé ces techniques;
elles seront donc largement développées dans la suite de ce mémoire.

1.3 Régression linéaire

Dans cette partie nous allons traiter le cas ou les modeles utilisés par I’apprenti sont linéaires
par rapport aux parametres 8 et rappeler la méthode des moindres carrés.

1.3.1 Moindres carrés

Nous considérons ’apprentissage d’une fonction de R¢ dans R sur un espace de fonctions F
définie par une combinaison linéaire de fonctions ¢;(x).

p—1
F={f:RI=R | f(x,0)=> b:¢:(x)}
1=0

Les ¢;(x) sont des fonctions non paramétrées, ou a parametres fixés, d’un ou plusieurs fac-
teurs regroupés au sein du vecteur x, les 8; sont les parametres et p le nombre de parametres.
Nous désignerons par “variables primaires” les variables x et par “variables secondaires” le vec-
teur ¢(x), de dimension p. Dans ce cas :

!

f(x,0) = ¢(x) 0

Par exemple, si :

f(x,0) =0y + 6121 + O220 + 93:6% 4+ Oyx120 + 95:5%

nous avons alors, le nombre de facteurs des variables primaires d = 3, le nombre de para-
metres p = 6 et les variables secondaires ou régresseurs sont :

Po(x) =1, ¢1(x) = x1, P2(x) = T2, P3(x) =z}, Pa(x) = 2172 et P5(x) = 23.

Les fonctions ¢;(x) peuvent étre quelconques. On utilise généralement des monémes de degré
0 pour le premier terme (Vx, ¢o(x) = 1) puis de degré croissant en fonction de 'indice p. D’autres
fonctions de base telles que les fonctions gaussiennes a centre et écart-type fixés, les fonctions
splines ou les fonctions ondelettes a translations et dilatations fixées peuvent étre également
utilisées. Nous utiliserons dans la suite de ce mémoire des modeles linéaires en leurs parametres
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de type polynomes.

Rappelons la fonction perte utilisée en régression :

1(f(x,0),y(x)) = (f(x,0) - y(x))*

A partir d’'une base d’exemples £ = {(x;,¥;),i = 1,..., N}, le risque empirique s’exprime
donc par

| X
Remp(f) = I Z(f(xi,e) —4i)?
i=1

Comme la fonction f(x,6) est linéaire en 6, le risque empirique s’exprime de fagon plus
concise par l’expression matricielle suivante en notant X la matrice (appelée matrice du modele
ou matrice des effets) dont I’élément X;; correspond & la valeur du régresseur j pour ’exemple
(expérience) i. Cette matrice contient N lignes correspondant au nombre d’exemples de la base
d’apprentissage et le nombre p de colonnes est égal au nombre de parameétres du modele.

Xij = 65x0) = Remp(f) = 1 (X0 — y)'(X6 — y)

Le minimum existe toujours puisque le risque empirique est une fonction convexe de 6. Par
différentiation, on obtient :

aReg;(f) — 2(x'X6 - X'y) (1.5)
PRemp(f) 2,
Tj = XX (1.6)

Si X est de rang plein (égal au nombre de variables secondaires), la matrice X'X est non
singuliére et la solution optimale, que nous noterons 6., est unique :

0c = (X'X)"'X'y

L’hypothese d’une matrice d’expériences X de rang plein ne pose pas de probleme particulier
en régression, si le nombre d’expériences N est supérieur au nombre de régresseurs. Les régres-
seurs sont des fonctions différentes et les vecteurs colonnes de X sont, en général, linéairement
indépendants.
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Nous reprendrons ce formalisme lors de ’analyse de la sensibilité de I'apprenti par rapport
aux exemples (notion de leviers) et lors de la présentation des plans d’expériences optimaux
fondées sur I’analyse spectrale de la matrice X’'X, appelée matrice d’information.

1.4 Apprentissage de modeles non linéaires par rapport a leurs
parametres - Les Réseaux de Neurones

Contrairement au paragraphe précédent, nous utilisons ici des fonctions non linéaires par
rapport a leurs parametres. De telles fonctions sont de la forme :

P
f(x,0) = 6:idi(x,0y)
=1

ol ©; est le vecteur de parametres ajustables de la fonction ¢;. La fonction f(x,0) réalise
donc une combinaison linéaire de fonctions paramétrées.

Dans la suite de ce mémoire, nous utiliserons des modeles particuliers, dits “réseaux de neu-
rones a une couche cachée”, dans lesquels les fonctions ¢; sont :

- ¢ =1

S SR ; ot
Git1 TE— (fonction logistique)
Les fonctions ¢; sont appelées “neurones cachés”; un tel réseau de neurones est fréquemment
représenté graphiquement comme indiqué sur la figure 1.3. Nous utiliserons, dans I’ensemble de
ce mémoire, des fonctions ¢; de type fonction logistique!.

f(x, 6)

“Neurone de sortie”
(sommateur)

“Neurones cachés”

F1G. 1.3 — Représentation graphique d’un réseau de neurones.
1Y grapniq

1La fonction tangente hyperbolique est également fréquemment employée pour les neurones cachés.
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Les deux propriétés fondamentales de ces réseaux, qui justifient leurs nombreuses applica-
tions, sont les suivantes :

— Toute fonction non linéaire suffisamment réguliére peut étre approchée uniformément, dans
un domaine borné de l’espace des variables, par un réseau de neurones du type représenté
sur la figure 1.3 (propriété d’approximation universelle).

— Le nombre de parametres du réseau varie linéairement avec le nombre de variables, alors
qu’il varie exponentiellement avec ce dernier pour les approximateurs linéaires par rapport
aux parametres. La dimension de Vapnik-Chervonenkis des réseaux du type de ceux qui
sont représentés sur la figure 1.3 n’est pas calculable exactement ; sa borne inférieure est
O(p?) (o1 p est le nombre de parametres), et sa borne supérieure en O(p?).

La fonction réalisée par un réseau de neurones étant non linéaire par rapport a ses para-
metres, le risque empirique n’est pas quadratique par rapport aux parametres; il en résulte

— qu’il ne peut pas étre trouvé par la méthode des moindres carrés décrite dans le paragraphe
précédent. La minimisation du risque empirique nécessite de recourir a des méthodes d’op-
timisation dont certaines requiérent le calcul du gradient de la fonction de cotut par rapport
aux parametres. Ce gradient peut étre calculé par un algorithme économe en temps de cal-
cul, dit algorithme de rétropropagation, décrit dans ’annexe A. Une fois le gradient calculé,
il est mis en oeuvre au sein d’une méthode d’optimisation. Dans notre travail, nous avons
utilisé la méthode de Levenberg-Marquardt, décrite dans ’annexe B,

— que le minimum du risque empirique, déterminé par les méthodes numériques de descente
de gradient peut ne pas correspondre au minimum global.

1.5 Reégularisation

Lorsque nous avons introduit le dilemme biais-variance, nous avons bien souligné que le but
de la modélisation était d’obtenir un modele suffisamment complexe pour apprendre les données
sans pour autant s’adapter au bruit de mesure s’il existe, on parle alors de sur-ajustement. La
figure 1.2 nous montrait I’évolution de l'erreur de généralisation en fonction de la dimension VC
de la famille de fonction considérée. On observe également ce type de profil lorsque I’on fait varier
le nombre de cycles d’apprentissage (voir figure 1.4). Il faut donc étre en mesure d’interrompre
I’apprentissage au bon moment pour éviter le sur-ajustement ou utiliser des fonctions de cott
qui limitent le sur-ajustement du modele.

On peut donc distinguer deux types de méthodes :

— Les méthodes passives : Il s’agit de méthodes de choix de modeles a posteriori. On effectue
un grand nombre d’apprentissages et parmi les modeles générés de complexités différentes,
on retient le modele le moins sur-ajusté par validation croisée ou par des techniques sta-
tistiques.

— Les méthodes actives : On conduit 'apprentissage en évitant de créer des modeles sur-
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Erreur Quadratique Moyenne

b

Sur-apprentissage

[

Généralisation

¥

Nombre de cycles optimal Nombre de cycles

F1G. 1.4 — Evolution de l'erreur de généralisation en fonction du nombre de cycles d’apprentissage.

ajustés. On n’agit pas, cette fois-ci, sur la complexité du modele mais plutét sur la li-
mitation de 'amplitude de ses parameétres. On parle alors de méthodes de régularisation
[TIKHONOV & ARSENIN 77|, [POGGIO et al. 85]. Parmi ces méthodes, on peut citer le
Early Stopping ou arrét prématuré et le Weight Decay.

1.5.1 Early Stopping

Le Early Stopping est une méthode de régularisation de ’apprentissage qui a pour but de
limiter le sur-ajustement du modele aux données en faisant un arrét prématuré de I’apprentis-
sage. Comme pour la figure 1.2 qui décrit I’évolution de I'erreur de généralisation en fonction de
la complexité du modele postulé, on peut trouver le méme profil pour 'erreur de généralisation
lorsque 'on a en abscisse le nombre de cycles d’apprentissage. Il existe donc également pour le
processus d’apprentissage un nombre de cycle optimal qui minimise l'erreur de généralisation.
Le but du Early Stopping est de stopper 'apprentissage au voisinage de ce nombre de cycles
optimum.

Toute la difficulté réside dans la détermination du moment ou 'on doit arréter I’apprentis-
sage. En pratique, on suit I’évolution de la fonction de cott sur une base de validation constituée
d’exemples différents de ceux de la base d’apprentissage. Ceci nous permet d’avoir une estima-
tion de I’évolution de ’erreur de généralisation. On force ’arrét de 'apprentissage lorsque le cotit
calculé sur la base de validation commence a croitre. Nous exposerons dans le chapitre suivant
quelques méthodes pour estimer cette remontée de ’erreur de généralisation.

1.5.2 Weight Decay

Une autre méthode consiste a ajouter un terme de pénalisation 2 & la fonction de cott J(6),
afin de favoriser les solutions les plus régulieres :
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J =J+aQ

La fonction de cout J peut étre, par exemple, la fonction de cott usuelle des moindres carrés.
L’idée est de favoriser les modeles dont la complexité est la plus faible. Le terme «, qui est un
hyper-parametre, réalise ce compromis entre le fonction de cotit et le terme de pénalisation. Plus
« est élevé, plus les modeles de faible complexité sont favorisés; a l'inverse, plus « est petit et
moins le terme de régularisation a d’effet sur I’apprentissage, il y a donc, dans ce cas, un risque
de sur-ajustement.

Le terme de pénalisation couramment utilisé est le Weight Decay :
0=> 06
i

0; correspond aux parametres du réseau. L’utilisation de ce terme favorise les modeles dont
les poids synaptiques sont petits. L’obtention de la valeur de cet hyper-parametre « releve plus
de Pempirisme que de la théorie. Il faut citer néanmoins les travaux de [MACKAY 92A] qui
propose une démarche statistique solide mais qui conduit a des calculs lourds. En pratique, une
démarche heuristique suffit & obtenir de bons résultats. On effectue un grand nombre d’appren-
tissages avec différentes valeurs de « et on teste les modeles générés sur une base de validation
avant d’en choisir le meilleur.

Néanmoins, il est intéressant de noter que les parametres d’un réseau de neurones n’ont pas

tous le méme role. En effet, la fonction mathématique que réalise un réseau de neurones est la
suivante :

P n
y="014> 0;6(01;+ ) Oyx,)
i—2

j=2
ol n est le nombre d’entrées du réseau, P le nombre de neurones en couche cachée et ¢ la

fonction d’activation. On peut donc distinguer 4 types de parametres :

— les parametres ©1;, entre le biais en entrée et les neurones cachés, qui effectuent une trans-
lation horizontale des fonctions sigmoides.

— les parametres ©;;, entre les neurones d’entrées et les neurones cachés, qui changent la
fréquence spatiale des fonctions sigmoides.

— le parametre 61, entre le biais et le neurone de sortie qui effectue une translation verticale
de la réponse du réseau.
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— les parametres 0; entre les neurones de la couche cachée et le neurone de sortie qui changent
I’amplitude des fonctions sigmoides.

Il est donc naturel d’introduire des hyper-parametres différents pour ces différents para-
metres. Il est donc préférable d’utiliser la fonction de cotlit suivante [MACKAY 924] :

J=T+agY 07+ 07 +ayy 6]
IIp IIy II>

ou Iy représente I'ensemble des parametres entre le biais et les neurones cachés, ou Il
représente ’ensemble des parametres entre les neurones d’entrée et les neurones cachés et Il
I’ensemble des parametres entre les neurones cachés et le neurone de sortie. Dans ce cas la, il
est préférable également de déterminer la valeur des hyper-parametres en effectuant un grand
nombre d’apprentissages en changeant la valeur de ces parametres et de choisir le meilleur mo-
dele en utilisant une base de validation.

1.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’introduire la théorie de 'apprentissage statistique que nous
utiliserons dans I’ensemble de ce mémoire pour créer les modeles dont nous aurons besoin pour
notre étude. Nous avons distingué deux familles de modeles : les modeles linéaires par rapport
aux parametres comme les polynomes, et les modeles non linéaires par rapport aux parametres
comme les réseaux de neurones.

Lorsque I'on utilise des modeles linéaires, la fonction de cout des moindres carrés a un mi-
nimum unique, qui est facilement obtenu par des méthodes d’algebre linéaire. La fonction de
colt des moindres carrés n’est pas convexe en ce qui concerne les modeles non linéaires en leurs
parametres. La minimisation de la fonction de cotut doit étre controlée afin d’éviter les minima
locaux. La recherche d’un minimum nécessite la mise en oeuvre de méthodes utilisant le gradient
de la fonction de cout. Dans certains cas, les méthodes du second ordre de type quasi-Newton,
qui mettent en oeuvre la hessienne, sont nécessaires et il faut parfois avoir recours a des al-
gorithmes stochastiques pour approcher un minimum global parmi une multitude de minima
locaux.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons I'analyse de sensibilité du modele par rapport aux exemples
de la base d’apprentissage. Lorsque ’on a congu un modele a partir d’une base d’apprentissage,
on peut estimer 'influence d’un exemple i sur les parametres du modele en répondant a la ques-
tion suivante : que serait-il advenu au modéle si cet exemple n’avait pas fait partie de
la base d’apprentissage ?

Pour répondre a la question précédente, nous rappellerons la notion de levier, introduite
en régression linéaire, fondée sur le calcul de l'effet sur les parametres du modele, du retrait
d’un exemple de la base d’apprentissage. Le principe de cette méthode est équivalent a celui
du Leave-One-Out utilisé en apprentissage statistique pour estimer I'erreur de généralisation.
Apres ces rappels, nous présenterons une méthode différente de celle des leviers, pouvant étre
utilisée pour des modeles non linéaires par rapport aux parametres, fondée sur le Bootstrap,
technique statistique de ré-échantillonnage qui sera par la suite largement utilisée et étendue a
la planifications active d’expériences simulées.

Dans I’ensemble de ce chapitre, nous utiliserons des modeles linéaires en leurs parametres.
Cela nous permettra de nous affranchir des problemes de minima locaux des fonctions de cotit
de modeles non linéaires et d’établir des résultats indépendants de la problématique de choix de
modeles. Nous pourrons ainsi valider les différentes méthodes dans le cadre linéaire avant de les
adapter au cadre non linéaire.

Nous introduirons tout d’abord le leave-one-out et les leviers; nous rappellerons ensuite le
bootstrap, et décrirons 1'utilisation que nous en ferons dans la suite du mémoire. Ces notions
seront ensuite utilisées au chapitre suivant, qui traite du choix de modeles. Nous terminerons,
enfin, avec une étude sur les corrélations entre les leviers et la variance bootstrap.

2.2 Leave-One-Out

Le Leave-One-Out (LOO) est une méthode utilisée en apprentissage statistique pour esti-
mer l'erreur de généralisation. Le LOO consiste a répéter plusieurs apprentissages, chacun étant
réalisé apres avoir retiré un exemple de la base d’apprentissage. Pour chaque apprentissage, on
calcule l'erreur sur l'exemple qui a été retiré. Il y a donc autant d’apprentissages et d’erreurs
calculées que d’exemples dans la base d’apprentissage. L’erreur de généralisation est estimée a
partir de la moyenne empirique des erreurs calculées. Par son principe, le LOO est proche de la
technique statistique dite du Jackknife introduite par Tukey qui permet de réduire le biais d’un
estimateur [SAPORTA 90)°.

En notant I(f(x;, 0), ;) la fonction de perte liée & I'estimation de Pexemple i et f(x,0?) le

modele obtenu par apprentissage de la base d’exemples sans ’exemple 7, ’estimation de I’erreur
de généralisation par LOO s’exprime par :

1 N
= E (@)
Rloo N . Xza 0" ) (2'1)

2En supposant un biais inversement proportionnel au nombre d’exemples.
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ou N désigne le nombre d’exemples.

Lorsque le cout [(.,.) est égal a ’écart quadratique entre lestimation f(x,0) et la valeur
désirée y, 'erreur de généralisation par Leave One Out est alors :

1 N
1) 2
Rloo N Z Xz; 0 yz)

Le LOO présente des propriétés intéressantes. Dans [LUNTZ & BRAILOVSKY 69], il est mon-
tré que lestimation de l'erreur de généralisation est non biaisée : 'espérance de Ry, calculée
sur tous les échantillons possibles de taille N est égale a I’espérance de ’erreur de généralisation
calculée pour les échantillons de taille N — 1. Certains travaux en cours, comme ceux de Eliseff
[BOUSQUET & ELISSEEFF 02], portent sur I’analyse de l'estimation de l'erreur de généralisation
par LOO en introduisant des notions caractérisant la stabilité des algorithmes d’apprentissage.

Nous allons montrer dans les sections suivantes, pour des modeles linéaires en les parametres
(cas des polynomes par exemple), que le LOO ne nécessite qu'un seul apprentissage. Il corres-
pond alors & un Leave One Out Virtuel. Dans ce cas, la méthode permet de représenter
rigoureusement 'effet du retrait d’un exemple sur I'estimation des parametres du modele. Cet
effet dépend du levier, mesure de l'influence d’un exemple sur la construction du modele que
nous définirons au prochain paragraphe.

2.3 Leviers

Les leviers sont définis en régression linéaire, c’est-a-dire pour des modeles linéaires par
rapport aux parametres, congus par la méthode des moindres carrés (rappelée au chapitre pré-
cédent). Considérons donc le cas ol le modele est linéaire par rapport aux parameétres :

’

f(x,0) = ¢(x) 0

En reprenant les mémes notations que celles du chapitre précédent, c’est a dire en notant X
la matrice des effets, rappelons la solution 8, des moindres carrés obtenue en utilisant la totalité
des exemples de la base L :

0, = (X'X) X'y (2.2)

Notons par X(;) la matrice des effets dont nous avons extrait l'exemple i, ce qui correspond
N . / . , . . .
a oter la ligne ¢(x;) de la matrice X. Nous voulons déterminer l'influence de ce retrait sur
I’estimation par moindres carrés des parametres d’un modele linéaire.

Faisons la méme estimation de 6 a partir de la matrice X ;) en rappelant que N désigne le
nombre d’exemples.

N
X'X =) olxi)d(xi) — X(;Xe) = XX~ ¢(xi)p(xi)
k=1

(2.3)
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Utilisons le lemme d’inversion [RAO & TOUTENBURG 95], pour exprimer X/(i)X(i) en fonc-
tion de X'X :

Lemme d’inversion

soit A une matrice carré inversible et deux vecteurs a et b tel que 1 + b’A~1a # 0; alors :

A-lab/A-!
NnN—1 __ -1
(A+ab’)"" =A TibA Ta (2.4)
En prenant A = (X'X), a = —¢(x;) et b = ¢(x;) nous obtenons :
/ X'X) ' (x)p(x;) (X' X) !
(X)X = (Xx) 1 4 XX)_@xi)olxi) (XX) (2.5)

1= ¢(x:) (X' X) " p(xi)

Le terme ¢(x;) (X'X) "' ¢p(x;) correspond & I’élément hy; de la matrice chapeau H = X (X/X) "X/
3. Cet élément diagonal i de la matrice H est aussi appelé levier de ’'exemple i. Nous rappellerons
ses propriétés a la fin de cette section, au paragraphe 2.3.4, mais nous pouvons déja préciser que
les leviers vérifient 'inégalité suivante : 0 < h;; < 1.

On a donc :

(X'X) ' p(xi)p(xi) (X'X)
1 — hii

(X X)) ™ = (XX)7 +

En notant 9(2) les parametres estimés a partir de la matrice d’expériences X ;) et par g; =

! . . .7 \ .
¢(xi) O, estimation associée a I'exemple i, nous obtenons :

30, = (X’X)71X’y d’ou y = Hy. Cette matrice s’appelle la matrice chapeau car lorsque I’on multiplie a
gauche le vecteur des sorties y par cette matrice, on obtient le vecteur des sorties estimées souvent noté y. Ce
projecteur est fondamental dans le cadre de la régression puisqu’il établit un lien direct entre la sortie désirée et
la sortie estimée.
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a(ci) = (X/(i)X(i))_IX/(z‘)y(i)
(X'X)Lp(xp)p(x;) (X'X) !

= [(XX)"'+ T [(X'y — ¢(xi):)
— o, (X’X)‘llcbfxliiji)/og X))y (X’X)l—l_ebézi)hiiyi
= 0+ (Xlxl)j]‘igxi)yi - (X'X) @)1+ fh)

0% — 6.+ (Xlxl)ilzixi)gi _ (X/X)_lqﬁ(xi)yil_lhii

En notant r; le résidu de Pexemple i, 7; = §i — y; = ¢(x;) 0, — y;, nous pouvons exprimer
leffet du retrait de 'exemple ¢ sur les parametres du modele. Cette formule a été établie dans
[MILLER 64] :

0, — 0% = (X'X)" s, 1¢£X}il?‘ (2.6)

L’exemple i est d’autant plus influent sur I'estimation des parametres @ que son résidu est
grand ou son levier proche de 1.

L’effet du retrait d’un exemple peut également étre exprimé en fonction de ’erreur d’appren-
(4) i

tissage sur I'exemple ¢ et de son levier. Soit 7, l'erreur faite par le modele de parametres 0(2)
sur ’exemple j présent dans I’ensemble d’apprentissage.

)= g — ¢(x) 67

! - rz
= ¥ = o0x) (0 - (XX) " $(xi) )
@ o hy
o= ity ~hii !

Soit 7“2@ lerreur faite sur I’exemple ¢ par le modele construit sans ’exemple ¢. On retrouve
cette formule dans [MILLER 90]

p = T (2.7)

Cette équation traduit 1'effet du retrait d’un exemple de la base d’apprentissage sur ’erreur
de prédiction faite par le modele. Comme nous venons de le montrer, cette relation est exacte
dans le cadre linéaire. La méthode porte alors le nom de LOO virtuel dans la mesure ot il n’a pas
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été nécessaire de réaliser N apprentissages pour estimer ’erreur de généralisation. L’ensemble de
ces résultats peuvent se retrouver dans [BELSLEY et al. 80], ouvrage tres complet sur le sujet.

Nous allons maintenant analyser la variance des parametres du modele sur 1’échantillon
obtenu par LOO. On rappelle que I’échantillon comporte un nombre d’estimation des parametres
égal au nombre d’exemples N. Posons :

T .
o = 1—Zhu‘ pour ¢ =1,2/....N

zi = ¢(Xi)

La matrice Z est donc égale a la matrice X modifiée en multipliant les lignes x; par «;. La
matrice de variance-covariance de @, dépend de la matrice de variance-covariance des vecteurs
lignes z; de Z. En désignant par g le vecteur dont la composante i est la somme des éléments
de la colonne i de la matrice Z divisée par le nombre d’exemples N, et par s%oo(z) la matrice de
variance-covariance des vecteurs lignes z; de Z obtenue par leave-one-out, on a :

1
g = NZ’lN ot 1y =(1,1,...,1)
1 /
Sl200(z) = NZ/Z — g8
En notant « le vecteur (ay, ag, ..., an) et diag(a) la matrice diagonale de termes «;, on a :

Z = diag(a)X

1 1
= S%OO(Z) = NX/dlagQ(a)X — ﬁx/alllalx
1 1
= NX/[dlag2(a) — Naa/]X

En notant A la matrice diag®(a)/N — ac’//N?, on a :

st (2) X'AX (2.8)
(A)ij = a?éij/N—aiaj/NQ (2.9)

Puis a partir de I’équation 2.6, la matrice de covariance du vecteur 6, s’exprime alors par :

Sioo(02) = (X'X) ™ sj,(2)(X'X) ™ (2.10)
= (X'X) IXAX(X'X)"! (2.11)

En introduisant la pseudo inverse X de X définie par X+ = (X’X)~!X’ la matrice de
covariance de 6 estimée par Leave-One-Out est :

st.(07) = XTAXTY (2.12)

Si l'on suppose que les résidus r; sont aléatoires, indépendants, centrés et de matrice de
variance co-variance oI, I'estimation de la variance des parametres du modele de régression
linéaire est :

49



Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

Sino(02) = X*(o’I)(XT) (2.13)
= o2(X'X)™! (2.14)
= 5%(6p) (2.15)

On peut donc retrouver cette expression & partir de I’équation 2.12 en supposant A = 21,
ce qui revient & négliger les termes croisés o;a;/N représentant la corrélation des composantes
a; =1;/(1 — hy;) si on les suppose centrées. Lorsque l'on fait la méme hypothese sur les résidus
corrigés «; que sur les résidus, on retrouve ’expresssion de la matrice de variance-covariance de

Or.

2.3.1 Interprétation des leviers

Les leviers, rappelons-le, sont les termes diagonaux de la matrice chapeau H = X (X'X)~1X'.
Nous rappelerons les propriétés de la matrice chapeau au paragraphe 2.3.4. La somme des leviers
est égale au nombre p de degrés de liberté du modele : EZ]\; 1 hii = p. Le levier relatif a I’exemple
1, peut donc étre interprété comme la fraction des degrés de liberté que le modele utilise pour
s’ajuster a l'exemple i [MONARI & DREYFUS 00].

D’apres 1’équation (2.7), nous pouvons distinguer plusieurs cas :

— Si tous les leviers sont égaux, leur valeur sera & 4 011 p est le nombre de parameétres du

modele et N le nombre d’exemples. Chaque exemple mobilise une fraction % des para-
metres du modele et ils ont tous la méme influence. Le modele n’est spécialisé sur aucun

exemple en particulier, ce qui réduit le risque de sur-apprentissage.

— Si un levier est nul, alors le modele ne consacre aucun degré de liberté a ’exemple cor-
respondant : celui-ci n’a aucune influence sur 'erreur faite par le modele. Comme nous
pouvons le voir & I’équation (2.7), si h; est nul, 'appartenance ou non de I'exemple i a la
base d’apprentissage ne modifiera pas ’erreur faite sur ’exemple 1.

— Si un levier est trés proche de 1, alors I’exemple a une trés forte influence sur I'estimation
des parametres du modele si le résidu associé n’est pas nul. Dans ce cas, si ’exemple ne
fait pas partie de la base d’apprentissage, alors 'erreur faite par le modele sur cet exemple
est élevée.

Poursuivons notre étude sur 'interprétation des leviers en utilisant un exemple simple. La
figure 2.1 représente quelques points d’un processus inconnu.

Il existe deux points singuliers sur ce processus. Le point 1, qui est un point aberrant. On
pourrait croire qu’il a une forte influence sur I'estimation des parametres, or nous allons voir
que ce n’est pas le cas et qu’il est en réalité peu influent et a un levier faible. Au contraire, le
point 2, qui se trouve étre dans la continuité de la droite de régression est un point tres influent
et a un levier important.

En effet, dans la définition des leviers, on peut remarquer que la matrice de projection H
dépend uniquement de la matrice X qui correspond au placement des différents points dans le

“Nous verrons également dans les propriétés de la matrice H que tr(H) = rg(X) = p (paragraphe 2.3.4)
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Foints dun plan faspetences «

F1G. 2.1 — Mesures effectuées sur un processus & une variable

domaine d’étude. Il faut donc prendre en considération uniquement la projection des points sur
I’axe des abscisses. Dans cet espace des entrées, le point 2 est tres éloigné des autres points; il a
un levier élevé, comme le montre la figure 2.2. Nous devons souligner que, d’apres ces remarques,
le point 2 est important uniquement parce qu’il est au bord du domaine. La valeur du levier
du point est indépendante de la valeur de y; il est donc inutile de prendre en considération la
position du point par rapport a la droite de régression.

Waheur dh levier

Q 2 4 & & 0 12 14
Numero de lexemple

F1G. 2.2 — Leviers des points correspondant au mesures du processus de la figure 2.1

2.3.2 Une répartition parabolique des leviers

Dans cette partie nous allons illustrer, sur des cas simples, la répartition des leviers et leur
utilisation pour estimer la variance des prédictions d’un modele linéaire par rapport aux para-
metres et en les variables x. Cette étude préliminaire nous permettra par la suite de conduire
une analyse comparative entre ’estimation de la variance des prédictions par levier et celle par
bootstrap.

Le levier de ’exemple ¢ a pour expression h;; = x;(X’ X)~!x;. Les points x € R? correspon-
dant a la méme valeur de levier, se situent donc sur des ellipsoides car nous avons supposé la
matrice (X’'X) inversible. Les leviers du point x € R? se situent donc sur un paraboloide.

Nous allons illustrer le cas d = 1, c’est a dire un modele & une variable x : f(z,0) = 09+ 6.
Les leviers exprimés en fonction de z se situent donc sur une parabole. La base d’apprentissage
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

est un échantillon de N éléments d’une distribution inconnue. La matrice X a N lignes et deux
colonnes. Les éléments de la premiere colonne sont des 1 afin d’estimer le terme de biais. Nous
voulons calculer les éléments diagonaux de la matrice H = X(X'X) 71X,

r1
T2

_ —_ =

TN

N SN @ < a b >
X'X = =1 —
( Zfirfz Zi\;x? ) b ¢
Le déterminant de cette matrice est :
N N
det(X'X) =N a7 = () i) (2.16)
i=1 i=1

Les z; sont distribués suivant une loi inconnue. Soit s? une estimation de la variance o2 de
la distribution des z;, obtenue a partir de I’échantillon X. Nous avons alors :

2 (z) =< 2 > — <z >2

ol < x > représente la moyenne de . D’olt

det(X'X) = N%s%(z)

(X'X)~! est obtenue & partir de la matrice des cofacteurs :
1 c —b
X/X -1 —
( ) N2s2(x) < -b a >

Nous voulons calculer les leviers h;; = x;(X’ X)~'x;, donc :
1 c b 1
=y (10 (5 3 ) (4

a:z:% — 2bx; + ¢
N2s2(x)

d’ou

hii =

Les coeflicients a,b et ¢ sont fixés par le probleme et nous voyons donc que les leviers varient
en fonction de z; suivant un polyndéme du second degré dont le minimum est atteint en :
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Ce minimum correspond au centre de gravité de la distribution des points ;. La valeur des
leviers suit donc une parabole dont le minimum est atteint au centre de gravité des x;.

En utilisant des variables centrées réduites = = %, oll < z > et 0, sont la moyenne et
I’écart type de z, 'équation de la parabole devient :
L 5
hii = N( i+1) (2.17)

Pour un plan d’expériences de 6 points répartis comme dans la figure 2.3, nous obtenons les
leviers de la figure 2.4.

F1G. 2.3 — Répartition de 6 points

Leviers

FIG. 2.4 — Les leviers se situent sur une parabole qui atteint son minimum en z = 1 qui est la moyenne des z

De maniere générale, pour un modele linéaire par rapport aux parametres et par rapport
aux facteurs, les leviers se situent sur un paraboloide dont le minimum est atteint au centre de
gravité des x;. Autrement dit, pour un tel modele, plus un point est éloigné du centre de gravité
de la distribution des points, plus il est influent sur I’estimation des parametres.

Nous utiliserons les leviers dans le cadre de modeles polynomiaux, et les étendrons a des
modeles non linéaires par rapport aux parametres (réseaux de neurones) dans la suite de ce
mémoire.
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2.3.3 Le calcul des leviers

Le calcul de la matrice de projection et des leviers peut étre mené simplement par une
décomposition en valeurs singuliéres.

Soit X, une matrice rectangulaire avec n > p de rang r = p. Il existe deux matrices ortho-
gonales Uj,x, et Vi, (U'U =1, V'V =1,), et une matrice diagonale S = diag(A1, Aa, ..., A\p), A >
0 telles que

X =USV’

Le carré des valeurs singuli¢res correspond aux valeurs propres de la matrice X'X.

La décomposition en valeurs singulieres appliquées a la matrice d’expériences X donne :

X = USV’ plan d’expérience
(X'X) = VS2V’ matrice d’information
(X’X)™ = VS72?V’ matrice de dispersion

X(X'X)"'X’ = UU’'=H Projecteur

En notant u; la ligne ¢ de la matrice U, les leviers h;;, termes diagonaux de la matrice de
projection H = UU’, vérifient donc :

hii = ||u|?
2.3.4 Propriétés de la matrice de projection H
Voici quelques propriétés concernant la matrice de projection H.
D’apres [ANTONIADIS et al. 92] :

Soit Xy, une matrice réelle, de rang p et H la matrice de projection associée a la matrice
X. Alors :

= SN ha=p,

- vazl Zjvzl h?j =D,

— 0 < hy; <1 pour tout i,

— —0.5 < hj; <£0.5 quel que soit j # 1,

— si hy = 1, ou hy; = 0, alors h;; = 0 pour j # 1,
— (1= ha)(1 = hyj) = bZ; >0,

— hiihjj — h?j > 0.

De plus, si X a une colonne constante de composantes égales & 1, alors :

1

hig > —
N
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C’est le cas dans ’ensemble de ce mémoire car la matrice X contient toujours une colonne
de composantes égales a 1 (terme constant des modeles affines ou polynomiaux, terme de “biais”
des réseaux de neurones). D’ailleurs, I’équation (2.17) montre, pour un modele linéaire en ses
parametres, que le minimum de la parabole support des leviers vaut 1/N.

2.4 Le Bootstrap

Comme nous 'avons indiqué dans l'introduction générale, nous utilisons la technique de ré-
échantillonnage du Bootstrap pour estimer, de maniere statistique, I'importance d’un exemple
dans le processus d’apprentissage [GAZUT & MARTINEZ 04]. Nous allons, dans un premier
temps, décrire cette technique de ré-échantillonnage avant de présenter quelques limites de cette
méthode lorsqu’on I'utilise dans le cadre de la régression. Nous expliquerons, enfin, comment
nous utiliserons le bootstrap dans ce mémoire.

Le bootstrap est une méthode de ré-échantillonnage qui existe sous plusieurs formes. Nous
allons décrire, dans cette section, le bootstrap des individus.

2.4.1 Le Principe

Introduisons I'intérét du Bootstrap en prenant ’exemple courant de la moyenne. Rappelons
que la moyenne est la statistique < X >=1/N Zf\i 1 X; ou les X; sont des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. En notant respectivement m, 02 I'espérance mathématique et la
variance des variables X;, l'espérance mathématique de la moyenne est m (la moyenne est un
estimateur non biaisé de I’espérance mathématique), et sa variance est V(< X >) = o2/N.

1 N
X> = =Y X;
<X > N;
E<X>) = m
2
g
X -
V(i< X >) N1

Lorsque la variance o2 n’est pas connue, elle peut étre estimée par la variance empirique de
’échantillon notée s>
N
2 _ L o 2
= Z;(X, <X >)
1=

La variance empirique de 1’échantillon s?> est une estimation biaisée de la variance o? :

E(s?) = 0%(N — 1)/N [SAPORTA 90]. La variance de la moyenne < X > est alors estimée par :

N
V(<X >)= N(Nl—l)Z(Xi_ <X >)?

=1
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Pour la moyenne on a donc une formule estimant la variance. Mais pour de nombreuses
autres statistiques comme par exemple la médiane, nous ne disposons pas de formules permettant
d’estimer leur variance.

Pour estimer la variance d’une statistique, on peut utiliser le Bootstrap, technique de ré-
échantillonnage, fondée sur la simulation d’échantillons a partir de I’échantillon initial. La vali-
dation croisée ou le leave one out sont aussi des techniques de ré-échantillonnage.

Le Bootstrap a été proposé par Efron en 1979 [EFRON 79], pour une description détaillée
et complete voir [EFRON & TIBSHIRANI 93]. Son principe est de ré-échantillonner B fois un
échantillon initial représentatif d’une population. Nous obtenons alors B nouveaux échantillons
appelés répliques. Ces répliques contiennent, en général, autant d’individus que I’échantillon ini-
tial et sont obtenues par tirage aléatoire avec remise des éléments de celui-ci. Le tirage se fait
avec remise afin d’assurer I'indépendance des tirages. On augmente ainsi le nombre d’échantillons
a partir des éléments du premier échantillon pour établir la statistique d’un estimateur.

Tirage aléatoire
avec remise

[ Statistique de p ]

F1G. 2.5 — Schéma du bootstrap établissant une statistique d’un estimateur s

Par Bootstrap, la simulation de plusieurs échantillons permet d’observer plusieurs réalisa-
tions d’une statistique, la médiane empirique par exemple. Un échantillon, contenant autant
de réalisations de la statistique que de répliques réalisées, sera donc constitué. On peut ainsi
déterminer, pour la médiane empirique notée i, sa moyenne mg et sa variance s%, de la maniere
suivante :

*b

3
o]

Il
W~
L
=

spn) = (W — mp)?

5|~
M=

S8
I
—

ot *? est la valeur de la médiane pour la réplique b.

Pour la moyenne, il a été démontré dans [EFRON & TIBSHIRANI 93] que lorsque B tend
vers l'infini, la variance bootstrap tend vers la variance empirique. Evidemment, ne pouvant
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réaliser une somme infinie pour ’obtenir, il faut choisir un nombre de répliques B ; en pratique,
on considere que cent ou deux cents répliques suffisent pour obtenir une bonne estimation de la
moyenne ou de la variance.

On peut également établir une estimation de I'intervalle de confiance & 95 % pour p en ne pre-
nant que 95 % des valeurs centrales de la distribution bootstrap de 4 [WONNACOTT & WONNACOTT 95].
Il est impossible d’avoir une telle statistique a partir du seul échantillon initial, d’autant plus
que nous n’avons aucune hypothese sur la distribution des individus dans 1’échantillon initial
qui nous aurait permis d’utiliser les méthodes paramétriques usuelles d’inférence statistique.
C’est 1a que réside l'intérét de cette méthode : elle ne nécessite aucune hypothese concernant la
distribution de ’échantillon initial X.

En raison du tirage aléatoire avec remise, un individu peut ne pas apparaitre dans une
réplique ou, au contraire, apparaitre plusieurs fois. La probabilité qu’un exemple apparaisse k
fois dans une réplique de N éléments suit la loi binomiale B(k,p = %) = P(k) = Ckp*(1—p)N -k
[SAPORTA 90]. La probabilité qu'un individu n’apparaisse pas dans une réplique est P(0) =
(1-— %)N . La figure 2.6 représente ’évolution de cette probabilité en fonction du nombre N
d’individus (limy—ooP(0) = e~! ~ 0.37). Nous pouvons remarquer que la convergence est
rapide et que pour une réplique contenant au moins une vingtaine d’exemples, la probabilité
pour qu'un exemple n’apparaisse pas vaut environ 0, 37, proche de la valeur exacte e .

Par la suite, nous analyserons le degré d’occurences des répliques en fonction du nombre
d’exemples différents qu’elles contiennent, c’est-a-dire le dénombrement de la quantité de ré-
pliques contenant k exemples différents parmi ’ensemble de toutes les répliques possibles de N
exemples. En effet, dans le cadre de la régression linéaire ou le vecteur des parmetres est solution
d’un systeme linéaire, le nombre d’exemples différents doit étre supérieur au nombre de degré de
liberté des modeles. On doit donc s’assurer que le nombre d’exemples différents contenus dans

une réplique est supérieur au nombre de parametres du modele que 1'on construit.

0.4

PiN) = BiD.p=1/H)

035 |-

0.8 ko

025 b

0.2

Pir)

FIG. 2.6 — Probabilité qu'un individu n’apparaisse pas dans une réplique pour différentes valeurs du cardinal de
la réplique N.

Dans le cadre de notre étude, nous utilisons le bootstrap pour la régression, avec deux ob-
jectifs :

— d’une part, afin de déterminer 'importance d’un exemple sur ’estimation des parametres
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

d’un modele,
— d’autre part, afin d’estimer 'erreur de généralisation d’un modele.

Le premier de ces points sera abordé dans la section suivante ; le second sera traité dans le
chapitre 3 sur la sélection de modele.

2.4.2 Le Bootstrap en régression

En régression, la technique de ré-échantillonnage du Bootstrap nous intéresse pour deux rai-
sons :

— elle ne nécessite aucune hypothese sur les lois de distribution des résidus et sur celle des
réponses prédites. Elle nous permettra donc d’estimer la stabilité de la construction du
modele apprenti par rapport a ’échantillon en analysant, par exemple, la variance des
résidus, des réponses ou des parametres du modele apprenti.

— un lien intéressant peut étre fait avec la notion de leviers, comme dans [GRANDVALET 00].
En effet la méthode permet une estimation de la contribution relative de ’exemple a la
construction du modele apprenti.

Le schéma de la figure 2.7 illustre 1'utilisation du Bootstrap en régression. On effectue B
apprentissages sur B échantillons bootstrap. Les échantillons étant différents entre eux ° nous
avons B modeles différents ayant chacun été créés par apprentissage d’une partie des exemples
de la base initiale. Cette technique de ré-échantillonnage permet donc de réaliser une analyse
statistique méme dans les cas, comme le notre, ol les expériences sont parfaitement déterministes

puisqu’elles correspondent a des simulations numériques réalisées par des codes déterministes.

2.4.3 Analyse combinatoire

Comme nous ’avons précisé, il faut, en régression, que le nombre d’exemples différents soit
supérieur (ou égal) au nombre de degré de liberté du modele ; nous analysons, dans cette section,
la probabilité du nombre d’exemples différents contenus dans une réplique.

Nous allons donc calculer la probabilité d’avoir k exemples différents dans une réplique boots-
trap générée a partir de la base d’exemples £ = {x1,X2,...,xx}. La réplique est réalisée par N
tirages avec remise sur £. On note i; le nombre d’occurences de x; dans la réplique, o celui asso-
cié a xo et ainsi de suite jusqu’a iy nombre d’occurences de xy. On a évidemment Z;V=1 1j =N
puisque N tirages ont été effectués.

La probabilité P(iy,i2,...,in) de réaliser une réplique définie par les occurences ij,j =
1,...,N, est donnée par la loi multinomiale M(N;p; = N~ ... ,py = N~1):

N! 1
i1lig!. . in! NN

Pli1,is,. .. ix) = (2.18)

5La probabilité d’avoir deux échantillons identiques est ﬁ ol N est la nombre d’exemples de la base initiale.
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F1G. 2.7 — Utilisation de Bootstrap en régression

On appelle (i1, 142, .. .,ix) Uindice multiple. Lorsque la réplique contient k exemples différents,
il y aura k composantes de l'indice multiple différentes de 0. Pour le calcul de la probabilité
d’occurrence d’une réplique contenant k exemples différents, il suffit d’énumérer ’ensemble des
occurrences (iy,142,...,1) telles que Z§:1 ij =N.

Nous avons effectuer cette énumération sous forme algorithmique. En notant Icongition la
fonction indicatrice qui vaut 1 si la condition est vérifiée et 0 sinon. Les indices multiples
(i1,12,...,1k) tels que Z?Zl i; = N peuvent étre obtenus par :

N N N
Z 1 = Z Z e Z Litiot. 4ip=N

i;>1i1+ig+.+ip=N ii=lis=1  ip=1
N—k+1 N—k+2—1; N—ij—ig...—ip_1

= Z Z e Z Ii1+i2+..-+ik:N

i1=1 i2=1 ip=1

N—k+1 N—k+2—i; N—i1—ig—ix_1
= > > > 1

i1=1 12=1 ip=N—i1—i2...—ip_1

Cette énumeration correspond aussi & la dimension de 'espace des polynomes a k variables
de degré N qui vaut Cy,,_; [RAVIART & THOMAS 83].

Z L = C]]\\f[+k—1

i;>1i1+ig 4. +ipg=N
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Pour un sous ensemble de k exemples différents, cette énumération permet d’identifier le
nombre de répliques contenant k exemples différents. Chacune de ces répliques a une probabilité
d’occurence définie par ’équation 2.18.

Pour obtenir la probabilité Py (k) d’obtenir une réplique contenant un sous ensemble quel-
conque de k exemples pris parmi NV, il faut prendre en considération le nombre de combinaisons
possibles de constituer k exemples pris parmi N, égal a C’]]%. On obtient alors la probabilité
Py (k) d’obtenir une réplique contenant exactement k exemples différents :

C]]i,N! N—k+1 N—k+2—i1 N—k+j—i1—i2...—ij1 N—i1—ig...—ip_1 1
Py (k) = S Y 3 (219
NN i1lio) . . dg!
i1=1 ia=1 ij=1 in=N—i1—ig..—ip_,

La figure 2.8 représente cette fonction de probabilité pour N = 100.
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F1G. 2.8 — Probabilité P(k/N) d’avoir une fraction k/N d’exemples différents (calculée pour N = 100). En
abscisse la valeur de la fraction k/N, en ordonnée le logarithme de Py (k/N)

L’axe des abscisses représente le taux d’exemples différents, c’est-a-dire le rapport %, ou

k représente le nombre d’exemples différents et N le nombre total d’exemples contenu dans
une réplique. L’axe des ordonnées représente la probabilité d’obtenir une réplique avec le taux
d’exemples différents décrit en abscisse. Nous pouvons remarquer que le taux d’exemples pour
lequel nous obtenons la plus grande probabilité d’apparition est 63 % d’exemples différents.

Nous pouvons estimer qu’en dessous d’'un certain seuil, cette probabilité est nulle. La figure
2.9 représente cette méme fonction de probabilité en échelle linéaire, et pour différentes valeurs
de N.

L’évenement le plus probable est I'obtention d’une réplique contenant 63% des exemples de
la base initiale. D’autre part, on observe une certaine symétrie de la densité de probabilité au-
tour de la valeur maximale 63% qui correspond donc également & la valeur moyenne. L’écart
autour de cette valeur de 63% diminue en fonction du cardinal de la base initiale. Nous pouvons
visualiser la fonction de répartition pour différentes valeurs de N (figure 2.10).
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a3 T T
=20
Hm=25
/ N=50
A i
- fah N=lOD -
0.25 / | N=150 --omenv
02
z 0.5
o
AN
£.05
o s 1 . ey i £ Fhaats, ST
o o1 02 0.3 0.4 0.8 0.6 0.7 n.a 0.8 1

tawx  exemoles diffesents = kN

FI1G. 2.9 — Bootstrap : probabilité d’avoir k exemples distincts pour différentes valeurs de la taille de I’échantillon
initial : N = 20, 25, 50, 75, 100, 150
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F1G. 2.10 — Bootstrap : fonction de répartition du taux k/N d’exemples distincts pour différentes valeurs de la
taille de I’échantillon initial : N = 25,50, 75,100, 150, 200. Il faut garder & l'esprit que k/N n’est pas une variable
continue et ne peut prendre que N valeurs entre 0 et 1.
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

Toute cette étude de probabilité nous permet de déterminer le nombre d’exemples différents
contenu dans une réplique de N expériences, nous pouvons alors savoir combien de parametres
nous pourrons ajuster sur celles-ci et donc, connaitre la complexité maximale des modeles qu’elles
pourront entrainer. Il faut lire la figure 2.10 comme la probabilité d’obtenir une réplique dont
le taux d’exemples différents est inférieur au taux d’exemples différents représenté en abscisse.
Supposons, par exemple, que nous ayons N = 50 et que l'on veuille vérifier si un modele a 10
parametres peut étre entrainé. Il nous faut donc au minimum 10 exemples différents soit un
taux de 0.2. La probabilité d’avoir une réplique dont le taux d’exemples différents est inférieur a
0.2 est quasiment nulle. On aura donc, presque a coup sur, au moins 10 exemples différents sur
chacune des répliques. Les apprentissages des modeles sur celles-ci se feront convenablement et
la statistique bootstrap sur ces modeles sera alors robuste.

S’il y a trop peu d’exemples pour I’architecture utilisée, nous préconisons d’utiliser la vali-
dation croisée ou, dans le cas limite, le leave-one-out pour établir des statistiques similaires.

2.4.4 Le Leave-Many-Out

Nous avons étudié, au paragraphe sur le leave-one-out (page 48), I'influence du retrait d’un
seul exemple sur 'estimation des parametres d’un modele mais lorsque 1’on utilise le Bootstrap
c’est en moyenne 37 % des exemples que 'on retire simultanément. On ne peut donc pas utiliser
directement la formule du leave-one-out pour déterminer la variance des parametres. Il faudrait
donc déterminer I'influence du retrait d’une famille d’exemples sur ’estimation des parametres
du modele. Par analogie au leave-one-out, nous avons appelé “formule du leave-many-out” la
formule que nous allons établir ci-dessous.

Notons par X, la matrice des effets dont nous avons extrait les exemples a et b, ce qui

correspond a Oter la ligne (;S(xb)’ de la matrice X(,) qui est la matrice des effets dont nous avons
extrait 'exemple a.

’

fan X(ab) = X(o)X (@) — (x0) b (xp)

En utilisant le lemme d’inversion (2.5) pour A = X?a)X(a)v a=—¢(xp) et b = @(xp).
Nous obtenons ’expression de (X’(a b)X(a,b))_l en fonction de (X’(a)X(a))_l.

(X/(a)X(a))_lfi’(XbW(Xb)/(X'(Q)X(a))_l
1= ¢(x) (X )y X (o))~ D(x)

en posant hl()z) = ¢(Xb)/(X’(a)X(a))*1¢(Xb) le levier de I'exemple b, élément diagonal b de la

matrice chapeau calculée sans I’exemple a, nous obtenons 1’équation :

(X

X )71¢(X )¢(X )/<X/ )71
- - a)“*(a) b b 0 X(a)
(XX o)™ = (X X@) !+ —2 (o)

1— Y

(2.20)
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2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap

En conduisant les mémes calculs que pour le leave-one-out de la page 48 a partir de I’équation
(2.20), on obtient la formule du leave-many-out pour le retrait des deux exemples a et b :

(@), (@

a,b a b'b

L (2.21)
1—hy,

On peut généraliser cette équation en nommant D une liste de retrait d’exemples. Bien en-
tendu, Card(D) < N ou N est le nombre d’exemples.

Pour a ¢ D :
D D hyy)
7“](' a) _ 7"](' ) 4+ % x r((ID) (2.22)

Il est finalement difficile d’utiliser directement cette équation car elle nécessite un nombre
important d’évaluations de matrices chapeau en tenant compte des exemples contenus ou non
dans les répliques. Nous avons donc utiliser la méthode classique d’estimation par bootstrap
telle que décrite précédemment au paragraphe 2.4.2.

2.5 Relation entre les leviers et la variance bootstrap

Nous allons illustrer les paragraphes suivants par I'utilisation d’un exemple “jouet” : le sinus
cardinal. Cet exemple nous permettra de visualiser, en dimension 1 et 2 les profils de variance
et de leviers que nous obtenons pour les bases considérées. La méthode que nous décrivons, et
que nous validons dans le cadre linéaire, sera utilisée dans la suite du mémoire sur des modeles
non linéaires.

Nous commencerons par rappeler les régles classiques du modele probabiliste en régression.
On suppose les erreurs aléatoires, non corrélés, de moyenne nulle et de variance o2. Les pa-
rametres estimés sont alors des variables aléatoires. Rappelons 'expression de leur matrice de
covariance.

La solution des moindres carrés est

0, = (X'X)"'X'y

d’otu la variance des parametres estimés

s2(0,) = 2 (X'X) "' X'y) = (X'X) 1 X's*(y)X(X'X) ™! = o2(X'X) 7! (2.23)
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

On peut déterminer, également, la variance des sorties estimées : les parametres étant des
variables aléatoires, les sorties estimées le sont aussi.

S (f(xi,02)) = $(D(x:) 02) = (1) °(0)D(xi) = (1) (X'X) ' p(x)0” = hijo”  (2.24)

Sous les hypothéses du modele probabiliste de la régression, la variance des sorties estimées
par le modele, pour 'exemple x;, vaut donc le produit du levier de 'exemple i et de la variance
du bruit.

Dans le cas déterministe, c’est-a-dire dans le cas ou les erreurs expérimentales ne sont dues
qu'aux erreurs d’approximation, la relation entre le levier et la variance o? ne peut plus étre
appliquée telle quelle dans la mesure ou la variance o2 n’existe pas. Nous allons voir dans les
paragraphes qui suivent que nous pourrons, par bootstrap, reconstituer cette relation.

Pour I'ensemble des tests qui vont suivre, nous allons utiliser une base d’apprentissage dont
le générateur est la fonction sinus cardinal %@) sur l'intervalle [-4;10]. La base d’apprentissage
est constituée de 20 points répartis uniformément. Nous n’avons pas ajouté de bruit puisque
nous nous placons dans le cadre d’expériences simulées a partir d’un code de calcul déterministe.

Nous allons créer, dans un premier temps, des modeles linéaires en leurs parametres et li-
néaires par rapport aux facteurs, puis des modeles polynomiaux en fin de chapitre. Nous allons
donc faire une régression linéaire sur cette base d’exemples. Il peut paraitre aberrant d’ap-
procher un sinus cardinal par une droite, mais déja, dans cette configuration, nous pouvons
montrer des résultats intéressants. D’autre part, il est tres facile, dans un cas simple a un fac-
teur, comme celui-ci, de déceler une inadéquation entre les expériences et le modele; pour des
dimensions supérieures, on peut tres souvent approcher une fonction analytique inconnue par un
modele qui n’aurait pas une complexité suffisante. C’est d’ailleurs tout le probleme du dilemme
biais/variance vu au chapitre 1. Ce cas particulier correspond & I'un des aspects de ce probleme :
le cas du biais important et de la variance faible.

Nous pouvons voir a la figure 2.11, la fonction génératrice sinus cardinal, les points d’expé-
riences ainsi que le modele obtenu. Nous allons distinguer deux cas : celui d’'un modele linéaire
pour lequel on n’estime qu’un seul parametre, et celui d’un modele affine pour lequel on estime
deux parametres.

Dans ces deux cas d’étude, nous allons tenter d’estimer la variance des parametres par rap-
port aux exemples par Bootstrap. Il faut souligner que dans le cas déterministe, nous aurons
toujours les mémes parametres de régression si nous reconduisons ’apprentissage a partir de
la méme spécification des exemples. Comme nous l’avons précisé au paragraphe 2.4.2, c’est le
tirage bootstrap qui nous permet, méme dans le cadre de données déterministes, de considérer
les parametres estimés comme des variables aléatoires et de calculer leur variance.

64



2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap
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F1G. 2.11 — Points de la base d’apprentissage de la fonction sinus cardinal et le modele obtenu.

2.5.1 Pour un modele linéaire

On se place dans le cas d’un modele linéaire f(z,6) = 61x. Nous effectuons, avant 1’appren-
tissage, une normalisation des variables et des sorties afin de ramener celles-ci & des ordres de
grandeurs comparables. Posons § = ¥ ;y> et T = = <x> , les variables centrées réduites des x
et y, ou < y > et o, sont respectlvement la moyenne et l’ecart type de I’échantillon des y; et
< x > et 0, la moyenne et I'écart-type des x;.

Dans ce paragraphe nous cherchons donc le parametre 6, solution des moindres carrés dans
I’espace normalisé tel que :

f(7,0) = 0,F (2.25)

Nous cherchons & exprimer la variance bootstrap des prédictions du modele en 7 :

s(f(2,0)) = s5(017) (2.26)

Nous avons autant d’estimations du parameétre 7 que nous avons de répliques puisque cha-
cun des échantillons bootstrap est différent. L’estimation des parametres est donc différente et
par conséquent la variance s%(&l) est non nulle. La figure 2.12 représente les modeles obtenus a
partir des 200 répliques bootstrap dans ’espace normalisé.

D’apres I’équation (2.26), la variance des prédictions du modele en Z s’exprime de la maniere
suivante :
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

F1G. 2.12 — Modeles obtenus & partir des 200 répliques bootstrap dans I’espace normalisé

Donc s%(f(Z,0)) varie comme le carré de #. Or, d’aprés la relation (2.17), les leviers varient
comme :

hiy = = (2.27)

La variance bootstrap des prédictions peut donc s’exprimer en fonction des leviers :

sp(f(%,0)) = Nsp(01)hii — s5(61)

Les 200 modeles obtenus étant linéaires, la variance des prédictions a l'origine est nulle,
comme nous pouvons le voir a la figure 2.12. Dans 'espace de départ, ces 200 modeles linéaires
deviennent des modeles affines dont le terme constant est obtenu a partir des parametres de
normalisation.

flz,0)—<y> g T <z >
Oy - Oy
f(z,0) = 91@x+<y>—91&<x>
x Ox

La figure 2.13 représente les 200 modeles dans ’espace de départ.

Le point de variance de prédiction nulle est alors obtenu au centre de gravité des x;. C’est
en ce point que I'on observe le minimum des leviers. La figure 2.14 illustre la relation entre la
variance des prédictions et les leviers. Cette relation s’explique simplement. Si une réplique ne
contient pas d’exemples situés sur les bords du domaine, ’absence de ces exemples, a levier élevé,
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F1G. 2.13 — Modeles obtenus & partir des 200 répliques bootstrap dans I’espace de départ

provoque une forte variation des estimations des parametres. De méme, les points proches du
centre de gravité (a levier faible) n’ont pas une grande influence sur l’estimation des parameétres.
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F1G. 2.14 — Corrélation entre la variance des prédictions par Bootstrap et les leviers pour un processus déter-
ministe

Le choix d’approcher le sinus cardinal par des modeles linéaires dans l’espace normalisé
a eu pour conséquence d’imposer le point de variance minimale (en l'occurence de variance
nulle) a l'origine de I'espace normalisé. Ce point de variance nulle correspond, dans l’espace de
départ, au centre de gravité du nuage de points de la base d’apprentissage. Cette procédure est
justifiée lorsque 'on effectue un seul apprentissage en utilisant toutes les expériences. Le terme
constant du modele affine dans I'espace de départ est alors obtenu a partir des parametres de
normalisation. Par contre, dans le cadre de I'utilisation que ’on fait du bootstrap, ce n’est plus
justifié. Le parametre 67 est estimé, dans ce cas, avec seulement 63 % des exemples alors que
le terme constant est obtenu a partir des parametres de normalisation calculés avec ’ensemble
des exemples. Il est donc préférable d’estimer également le biais pour chacune des répliques et
d’obtenir ainsi, comme pour le parametre 61, la variance bootstrap du terme constant.
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Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport auzr exemples

2.5.2 Pour un modele affine

Cette fois-ci le terme constant 6 est estimé durant 'apprentissage de chacun des B modeles
dont la base d’apprentissage est une réplique bootstrap. Nous aurons donc B valeurs des para-
metres (0, 01).

Sous ces conditions :

donc

La variance de la prédiction est donc encore quadratique en Z, mais son minimum n’est plus
situé au centre de gravité des x;. La position de ’axe de symétrie de la parabole dépend de
covarp (6o, 61).

La figure 2.15 représente 'allure de cette parabole pour la base d’apprentissage décrite en
début de paragraphe.
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0,035 |

0,03
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0.Ms k=

variance des prédictions
Y

F1a. 2.15 — Répartition de la variance bootstrap des prédictions pour covargs(fo,61) < 0.

Le fait d’estimer le terme constant 6y a chaque réplique est intéressant puisqu’il nous donne
une information sur la zone ou la sortie du générateur d’exemple (le sinus cardinal) a de fortes
variabilités. La variance bootstrap des prédictions nous donne alors une information plus riche
que celle donnée par les leviers. Dans le cadre linéaire, les leviers désignent un point comme étant
influent sur les parametres du modele s’il est loin du centre de gravité des x; sans jamais prendre
en compte I'information sur les sorties y associées aux exemples x. La variance bootstrap des
prédictions donne de I'importance d’une part, aux expériences au bord du domaine, mais aussi
aux exemples situés dans les zones a forte variabilité suivant les y.
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2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap

En effet, lorsque 'on part d’un tirage initial uniforme, les points sont répartis régulierement
sur le domaine. Lorsque les points situés dans une zone a forte variabilité n’apparaissent pas
dans une réplique, les parametres, notamment le biais, sont fortement modifiés. Pour le sinus
cardinal, la zone de plus forte variabilité de la sortie se situe entre x = —4 et = 4. Un point
peut donc avoir de 'influence d’une part s’il est loin du centre du domaine, mais également s’il
appartient & une zone de forte variabilité ©.

Pour illustrer ceci, nous avons visualisé les 200 modeles bootstrap (voir figure 2.16) qui ont
conduit a estimer la variance des prédictions de la figure 2.15 :

0B | y " 4

08 ¢ e 4

02 |

0.4

F1G. 2.16 — 200 modeles construits & partir de répliques bootstrap. On retrouve le minimum de la variance des
estimations localisé en = ~ 6 par la Figure 2.15.

Lorsque ’on estime le biais pour chacune des répliques bootstrap, la variance bootstrap des
prédictions ne varie pas linéairement avec les leviers (voir (2.28) et (2.27)) :

S%(f(i‘z, 0)) = S%(@l)(Nh“ — 1) + 2001)3(90, 01)\/ Nhii -1+ S%(g())

La figure 2.17 représente la variance bootstrap des prédictions en fonction des leviers.

Deux exemples symétriques par rapport au centre de gravité des exemples ont des leviers
égaux, mais des valeurs de variance bootstrap différentes. Pour différentes bases d’expériences,
nous avons noté par A et B les points au bord du domaine. Comme le centre de gravité de la
distribution de points est au centre du domaine, les leviers des points A et B sont identiques
dans tous les cas. En revanche, la variance bootstrap des prédictions en ces points est différente
suivant la position de la zone de forte variabilité de la fonction sinus cardinal.

La figure 2.18 montre les profils de variance bootstrap des prédictions pour différentes bases
d’apprentissage obtenues par translation du sinus cardinal. Les fortes valeurs de variance boots-
trap des prédictions s’orientent vers les zones de fortes variabilité de y.

Ceci rappel les travaux menés dans [ANTONIADIS et al. 92] qui proposent de prendre en compte I'information
de sortie dans le calcul des leviers. Nous allons en parler brievement & la fin de ce chapitre.
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FI1G. 2.17 — Relation entre la variance bootstrap des prédictions et les leviers pour un modele déterministe pour
lequel on estime le terme constant.

2.5.3 Généralisation en dimension deux

L’étude que nous avons faite & une dimension peut étre étendue facilement aux dimensions
supérieures. Nous allons montrer, dans ce paragraphe, I’extension a deux facteurs afin de pouvoir
visualiser facilement les résultats avant de passer aux modeles polynomiaux en fin de chapitre.
La généralisation pour des espaces de dimension élevée ne pose pas de probleme majeur. Nous

sin(y/z3+23)

utilisons la surface obtenue & partir de la fonction sinus cardinal a 2 facteurs (—>521=2%) dans
P )

le domaine [—4;10]? et un maillage de points centrés sur lesquels seront évaluées les variances de
prédictions. Méme si nous avons souligné précédemment qu’il fallait estimer le biais pour chacune
des répliques bootstrap, nous allons faire tout d’abord une étude pour un modele linéaire sans
biais” afin de pouvoir comparer avec les résultats précédents.

Modele Linéaire

Nous avons un parametre de plus a estimer que dans le cas précédent :

f(x,0) = 6121+ oo
sp(f(%,0) = sp(0151 + O222)

52B(f()~(, 9)) = 8%(91)@% + 21‘1532601}3(01, 92) + S%(92)522 (2.30)

Etant donné que la base d’apprentissage est centrée, les leviers sont distribués sur un parabo-
loide dont le minimum est atteint au centre de gravité des x; qui est aussi le centre du domaine.
Soit h(x1,x2) la valeur du levier du point (27, Z2).

1

h(:fl, :Z‘g) = CLZZ‘% + b:ﬁ% + N

"Le biais étant obtenu aprés dénormalisation des données.
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warianee des peidictions

F1G. 2.18 — Relation entre la variance bootstrap des prédictions et les leviers pour différentes valeurs de cov(6o,01)

La valeur % du terme constant correspond a la valeur du levier du centre de gravité des x
(voir le paragraphe 2.3.4). La figure 2.20 montre les lignes de niveau de la surface décrite par
les leviers (courbes iso-leviers). Le maillage étant régulier, a et b sont égaux, donc les courbes
iso-leviers sont circulaires.

L’équation (2.30) montre que, les courbes d’isovariance bootstrap sont de forme elliptique
puisque, s%(61) # s%(02). De plus, la covariance entre 6y et 6 étant non nulle, il existe un terme
croisé : les axes de symétrie de ces ellipses ne sont pas paralleles aux axes x1 et xo. La figure 2.21
représente les lignes de niveau pour les surfaces décrites par les leviers et la variance bootstrap.

Sur la figure 2.21, nous pouvons voir effectivement que les lignes de niveau d’isovariance
sont elliptiques et donc que, contrairement au cas des leviers, la distribution de la
variance bootstrap n’est pas isotropique ; certaines directions sont plus importantes
que d’autres dans le cadre de la variance bootstrap. La figure 2.22 montre la relation
entre la variance bootstrap des prédictions et les leviers.

Nous obtenons deux droites enveloppes correspondant aux corrélations entre la variance
bootstrap et les leviers sur les axes de symétries des courbes elliptiques d’isovariance, et des
points répartis de maniere parabolique entre ces deux droites du fait du maillage. Les enveloppes
sont des droites car le modele n’est pas affine. Comme dans le cas a une dimension, le choix du
modele linéaire impose une variance bootstrap nulle au centre de gravité des x;.
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La surface sinus cardinal

sindy/a+ad)

F1G. 2.19 — La surface sinus cardinal.

T 4

F1a. 2.20 — Lignes de niveau de la surface décrite par les leviers.
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F1G. 2.21 — Lignes de niveau de la surface décrite par les leviers et celle de la variance bootstrap.
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F1G. 2.22 — Relation entre la variance bootstrap et les leviers pour un modele linéaire en dimension 2.
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Modele affine

Comme dans le cas mono-dimensionnel, nous étudions 'effet de ’estimation du teme constant
du modele sur la variance bootstrap.
Nous estimons la variance des sorties estimées a partir du modele suivant :

f(f(, 9) = Oy + 01%1 + 0229
) k(00 + 0131 + 0272)

sp(f(%,0)) = sp(01)F]+ s5(02) %3+ 2covp(b1, 02)T1F2+2covp(0o, 01)F1 +2covp (0o, 02)F2+ s5(0o)
(2.31)

La répartition des leviers est la méme que dans les cas précédents car nous n’avons pas
changé la base d’exemples, mais pour la variance bootstrap des prédictions, en plus du terme
croisé, nous voyons que le minimum ne sera pas atteint au centre du domaine car nous avons des
termes non nuls devant Z; et Zo. La figure 2.23 représente les lignes de niveau pour les leviers
et la variance bootstrap pour un modele affine.

1,003, 0004
\oup.ons |
i l

1”2 "

F1G. 2.23 — Lignes de niveau de la surface décrite par les leviers et celle de la variance bootstrap dans le cas
d’un modeéle affine.

Nous voyons treés nettement (figure 2.23) I'apparition a la fois du terme croisé et des mo-
nomes T et Ts.

Finalement les valeurs de variance bootstrap sont les plus fortes dans la zone ou
la variabilité de la fonction sinus cardinal I’est également (zone [—4;4]?). Lorsque les
exemples de cette zone ne font pas partie d’'une réplique, les parametres estimés du plan affine
sont fortement modifiés, d’ou une forte variabilité sur la variance bootstrap des sorties estimées.
Avant de passer a des modeles plus en adéquation avec la fonction sinus cardinal, nous allons voir
'exemple du sinus cardinal sur le domaine [—7;7]%. Sur ce domaine, la fonction sinus cardinal
est centrée, le maximum de la fonction est alors atteint au centre du domaine d’étude.
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Sinus cardinal centré

La figure 2.24 représente la fonction sinus cardinal dans le domaine [—7 : 7).

Sinus cardinal

F1G. 2.24 — Le sinus cardinal centré.

Dans ce cas, les plans affines estimés sur chacune des répliques sont quasi-horizontaux. Ce
“quasi” dépend du tirage bootstrap des points de la base initiale. Les points dans la zone de forte
variabilité du sinus cardinal modifient surtout I’estimation du terme constant. La covariance des
parametres est tres faible du fait que 'on a un plan horizontal. La surface décrite par la variance
bootstrap est alors tres voisine de celle décrite par les leviers : paraboloide, dont le minimum est
atteint au centre du domaine d’étude. La figure 2.25 représente les lignes de niveau des leviers
et de la variance bootstrap dans ce cas.

-

F1G. 2.25 — Projection sur le méme plan des leviers et de la variance bootstrap.

La variance bootstrap et les leviers sont alors tres corrélés comme le montre la figure 2.26.

Ici, la variance bootstrap des sorties estimées, ne nous renseigne pas sur les zones du sinus
cardinal a forte variabilité, car il ne faut pas oublier que le modele que 'on génere est un plan
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F1G. 2.26 — Corrélation entre la variance bootstrap et les leviers pour le sinus cardinal centré.

et qu’il ne permet pas de saisir les symétries du probleme. Nous verrons dans le paragraphe
suivant que, dans le cadre de la modélisation polynomiale, on pourra détecter cette zone de forte
variabilité.

2.5.4 La variance bootstrap pour des modeéles polynomiaux

Nous avons consacré deux paragraphes a illustrer I'intérét de la variance bootstrap pour
estimer 'importance d’'un exemple, mais, comme nous ’avions précisé, les modeles linéaires
en leurs parametres et en leurs facteurs ne sont pas du tout appropriés pour approcher le sinus
cardinal méme si, dans les cas réels en dimension élevée, on ne sait pas toujours si le modele choisi
a priori est en adéquation avec le probleme. Dans ce paragraphe, nous cherchons a approcher le
sinus cardinal par un polynéme de degré trois a deux facteurs.

Calcul de la variance des sorties estimées

Comme précédemment, B répliques bootstrap sont générées a partir de la base d’exemples
initiale. La méthode des moindres carrés est mise en oeuvre pour créer un modele par réplique.
Notons 6« le vecteur de parametres estimés sur la réplique bootstrap £**, dont les informations
sont contenues dans la matrice X ; notons yp le vecteur des sorties associé a Xp.

00 = (XiX0) "' Xpys

Soit P la matrice des parametres estimés centrés (Gz*b est le ieme élément du vecteur des
parametres estimés sur la réplique bootstrap b).

Opa—<0'> 02,—<0*> ... 0L, ,—<0P>
, Opo— < 01> 02,—<0>> ... 0L ,—<0/>
Opp— <0'> 25— <0?> ... O ,—<0F>

Cette matrice a B lignes et p colonnes, ou p est le nombre de parametres du modele. On a
alors :
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2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap

P'P

B
> (0= <0 >) (@~ < 07 >)
k=1

@~ W=

Nous pouvons alors obtenir les variances de prédictions par bootstrap en différents points
d’un maillage. Notons M la matrice des points du maillage qui contient autant de lignes que de
points dans le maillage et autant de colonnes que de parametres. On obtient :

sp(f(x,0)) = s°(M6)
= Msj(0)M’
1

= —MPPM
~M(P'P)

La termes diagonaux de la matrice sj(f(x,0)) représentent les variances de prédictions
estimées par bootstrap aux points du maillage.

La variance bootstrap avec un modeéle polynomial

Nous approchons la fonction sinus cardinal a deux facteurs par une surface polynomiale
de degré trois. Nous utilisons 50 points obtenus par tirage LHS (Latin Hypercube Sampling)
[IMAN et al. 81] dans le domaine [—4;10]> comme base d’apprentissage. Historiquement une
grille carrée n x n est un carré latin si chaque modalité (parmi les n) du facteur interne (les deux
autres facteurs définissant les n lignes et les n colonnes du carré latin) n’apparait qu’une fois
et une seule par ligne et par colonne. Un hypercube latin est la généralisation possible pour p
supérieur a trois facteurs, telle que chacun des n p-uples n’apparait qu'une fois et une seule. La
méthode LHS permet donc de générer un tirage multidimensionnel, constituant une base d’ap-
prentissage, en imposant des lois d’apparition pour chacune des variables suivant les propriétés
géométriques de la grille. Par exemple, si I’on désire créer un tirage multidimensionel pour lequel
chacune des variables suit une loi uniforme, il faut appliquer la méthode de I'hypercube latin
a une grille réguliere comme le montre la figure 2.27. Si 'on désire créer un tirage multidimen-
sionnel pour lequel une variable est obtenue par un tirage uniforme, et une autre obtenue par
un tirage gaussien, il faut utiliser une grille similaire a celle de la figure 2.28.

Le modele que l'on utilise contient p = 10 parametres. Le vecteur ¢(x;) des entrées est :

7



Chapitre 2. Sensibilité de la construction d’un modéle par rapport aux exemples

€9

¥

a1

F1G. 2.27 — Tirage LHS pour lequel chacune des variables est tirée suivant une loi uniforme.

T2

L i

T

F1G. 2.28 — Tirage LHS pour lequel la variable z; est tirée suivant une loi normale et la variable x2 tirée suivant
une loi uniforme. Chaque cellule de la grille présente la méme probabilité de tirage.
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2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap

d(xi) = (

Po(xi) =1,
b1(xi) = w4,
b2(xi) = yi,
¢3(x;) = 7,
P4(Xi) = T3y,
¢5(xi) = v7
6 (xi) = 7,
or(xi) = 22y;,
ds(xi) = iy,
Po(x;) = y})

La figure 2.29 montre la surface polynomiale de degré trois qui approche la fonction sinus

cardinal obtenue par moindres carrés.

Modele polynomial de degre 3

F1G. 2.29 — La surface polynomiale de degré 3 approchant le sinus cardinal.

Nous utilisons un maillage de 10000 points pour calculer les leviers, la variance bootstrap
et visualiser les surfaces. La figure 2.30 représente la surface décrite par les leviers sur le do-

maine d’étude; rappelons que hy = ¢(x;) (X

secondaires de ’exemple 1.

"X)~Lp(x;), ot p(x;) est le vecteur des variables

La figure 2.31 représente les lignes de niveau de cette surface.
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leviers

F1a. 2.30 — Les leviers pour la surface polynomiale de degré 3.

&Io

F1a. 2.31 — Lignes de niveau des leviers pour la surface polynomiale de degré 3.
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2.5. Relation entre les leviers et la variance bootstrap

La variance bootstrap des prédictions est représentée sur les figures 2.32 et 2.33.

x 107
‘ariance Bootstrap
]

18

F1G. 2.33 — Lignes de niveau de la variance bootstrap pour la surface polynomiale de degré 3.

Nous voyons tres nettement que la variance bootstrap des prédictions est sensible aux zones
a fortes variations de la fonction génératrice a modéliser (le sinus cardinal). Dans ces zones la
variance est plus importante. L’approche est intéressante car nous obtenons ce type d’information
sur un maillage, uniquement avec les données disponibles dans la base d’apprentissage. Nous
allons comparer dans le paragraphe suivant la variance bootstrap et une approche fondée sur
des leviers calculés avec la sortie du processus.

2.5.5 Des leviers avec prise en compte de la sortie

Dans [ANTONIADIS et al. 92], les auteurs ajoutent le vecteur de sortie a la matrice des ex-
périences X pour obtenir la matrice notée W = (X,Y). Comme nous 'avons décrit plus tot,
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Hx = X(X'X)"1X’, nous aurons donc Hywy = W(W'W)~!W’; on peut montrer que I'on a
alors :

_ / _ /7
U= H)YY(I—Hx) gy e (2.32)

Hw = H
WXt T T T H )Y e

ou € est le vecteur dont la composante i vaut €; = y; — f(x;,60r).

La statistique h;; + e% apparalt comme une nouvelle mesure de I'influence d’un exemple sur
la construction du modele. En effet, cette quantité est grande lorsque le levier h;; est grand, mais
aussi lorsque le résidu de I'exemple i I'est également. Ces leviers qui prennent en considération
la sortie mesurent donc & la fois I'influence de la i®® observation et I’inadéquation du modele a
cette observation.

La figure 2.34 représente la surface de ces leviers, pour le méme maillage que précédemment.
Les lignes de niveau correspondant a cette surface sont représentées sur la figure 2.35

o
//\
o
o
o

leviers
//

-
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0.32
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fodof

Sttt b

F1G. 2.34 — Surface décrite par les éléments diagonaux de la matrice Hy pour la surface polynomiale de degré
3.

Ces leviers, qui prennent en compte I'information de sortie, permettent de retrouver, comme
le fait la variance bootstrap, la zone proche de l'origine de forte variabilité ou le modeéle est mal
ajusté. Cependant, pour obtenir ces résultats avec ces leviers, nous avons utilisé un maillage
pour lequel nous avions 'information de sortie en chaque point, car sans le vecteur y, le cal-
cul des éléments diagonaux de la matrice Hw est impossible. Malheureusement, dans un cas
réel, nous n’avons pas autant d’information et autant de points, et le calcul de ces leviers n’est
alors possible que pour les points de la base d’apprentissage. La variance bootstrap des sorties
estimées offre 'avantage d’obtenir ce type d’information uniquement avec les points de la base
d’apprentissage. Autrement dit, nous avons une idée du manque d’ajustement du modele (biais

82



2.6. Conclusion

€9

F1G. 2.35 — Lignes de niveau des éléments diagonaux de la matrice Hy pour la surface polynomiale de degré 3.

important) sur I’ensemble du maillage grace au ré-échantillonnage bootstrap.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les notions de levier et de variance bootstrap ont été introduites. Ces deux
techniques cherchent, par des moyens différents, a mettre en évidence I'influence d’un exemple
sur ’estimation des parametres d’un modele; nous les avons étudiées en détail dans le cadre
de la modélisation linéaire, et nous avons mis en évidence les ressemblances et différences entre
elles, a ’aide d’un exemple jouet a 1 et 2 dimensions.

Avant d’aborder ’extension de ces méthodes au cas de la modélisation non linéaire, qui est
I'objet de notre travail, nous étudierons, dans le chapitre suivant, le probleme du choix de la
complexité du modele d’'une part, et, d’autre part, le probleme de la sélection de modeles de
méme complexité dans le cas ou la fonction de colt qui est minimisée durant 'apprentissage
présente des minima locaux.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Nous abordons ici 'un des problemes les plus importants en apprentissage, celui, encore
ouvert, de 'estimation de 'erreur de généralisation. En effet, la méthode fondée sur la minimi-
sation du risque structurel proposée par Vapnik, nécessite la connaissance de la dimension VC.
Mais le calcul de la dimension VC reste, aujourd’hui, un probleme ouvert pour la plupart des
classes de fonctions utilisées en apprentissage statistique. Nous nous sommes donc orientés vers
des méthodes statistiques pour estimer le risque fonctionnel (erreur de généralisation).

Dans ce chapitre nous présenterons, tout d’abord, une technique d’estimation de l’erreur
de généralisation pour des modeles linéaires par rapport aux parametres fondée sur une analyse
spectrale de la matrice d’information X’X. Cette méthode ne sera pas utilisable directement pour
des modeles non linéaires par rapport aux parametres, c¢’est pourquoi nous présenterons des mé-
thodes d’estimation de ’erreur de généralisation fondées sur des techniques de ré-échantillonnage
comme le Leave-One-Out, la validation croisée et le Bootstrap. Ces méthodes peuvent étre em-
ployées dans le cas ou les fonctions de base de F utilisées par I'apprenti sont non linéaires par
rapport aux parametres comme, par exemple, les réseaux de neurones que nous utiliserons au
dernier chapitre pour valider la méthode de planification d’expériences fondée sur I'apprentissage
actif. Le probleme soulevé par ce type de fonctions est du au fait que le cout n’est pas convexe.
Sa minimisation doit étre contrélée afin d’éviter les minima locaux. On s’est donc attaché a
analyser les corrélations entre le minimum de lerreur d’apprentissage (risque empirique) et ce-
lui de lerreur de généralisation (risque fonctionnel). Nous rappellerons également la méthode
présentée dans [MONARI & DREYFUS 00] fondée sur l'utilisation, sous certaines hypotheses, du
Leave-One-Out pour les fonctions non linéaires. On terminera ce chapitre par quelques exemples
illustrant et comparant la validation croisée et le bootstrap dans le probleme du choix optimal
de la complexité du modele.

3.2 Estimation de l’erreur de généralisation dans le cadre li-
néaire

Nous allons présenter dans cette partie la méthode d’estimation du risque fonctionnel fondée

sur une analyse spectrale de la matrice d’information présentée dans [CHAPELLE 04| dans le

domaine de 'apprentissage statistique.

On note y(x) la fonction de régression du superviseur :
B(x) = [ yP(ulx)dy =y

La fonction de régression est la solution optimale minimisant le risque fonctionnel & cott
quadratique. Retenons comme famille de régresseurs, une base de polynémes orthonormés notés
¢i, associés a la densité de probabilité P(x). Les fonctions ¢; vérifient la relation suivante :

/ 65(%) 6 (X) P(x)dx = 6.
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0;; est le symbole de Kronecker

(Si’j = 1 si i:j

= 0 sinon

Le polynome ¢q correspond a la fonction constante (Vx, ¢g(x) = 1). Les régresseurs ¢;,i > 0
ont donc une moyenne nulle. La fonction de régression se développe sur la base des polynémes
orthogonaux. En notant «; les coefficients du développement :

y(x) = Z @i ¢i(x)
i=0

Supposons que le modele postulé soit une combinaison linéaire d’un nombre fini p de poly-
nomes de la base tronquée, de la forme :

[(x,0) = 6idi(x)
i=0

Le risque fonctionnel est :

R(f) = / (f(x.0) — y(x))*P(x)dx (3.1)

- / 30— 0six) — Y i P(x)dx (3.2)
=0 i=p+1

Compte tenu de l'orthogonalité et de la normalisation des régresseurs, le risque fonction-
nel s’exprime en fonctions des coefficients « de la fonction de régression et des parametres 6
de apprenti. L’erreur se décompose donc en deux parties. La premiere correspond a l’erreur
d’estimation due a ’écart entre les p + 1 premiers coefficients. La seconde correspond a ’erreur
d’approximation ou de troncature, qui est donc incompressible.

p [e’s)
R(f)= ) (0;—ai)® + > of (3.3)
i=0 i=p+1

Erreur d’estimation  Erreur d’approximation

Le meilleur apprenti est donc celui qui annule 'erreur d’estimation, c’est-a-dire 'apprenti
SP o 0i¢i(x) vérifiant §; = a; pour i = 0,1,...,p. Nous allons donc nous intéresser & l'erreur
d’estimation.
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3.2. Estimation de l'erreur de généralisation dans le cadre linéaire

Notons par R(f) lerreur d’estimation apparaissant dans le risque fonctionnel. Posons ay le
vecteur des « tronqué c’est-a-dire oy = (ap, a1, ..., a;)". On désigne par y; la projection de la
fonction de régression sur les p polynoémes de la base de F et par y, le reste lié a 'erreur de
troncature.

y(x) = cidi(x)+ Y aii(x) (3.4)
i=0 i=p+1
v Yu

En reprenant les notations de la section précédente, et en décomposant le vecteur des ré-
ponses y en'y = y; + yu = Xay + yu, Uerreur d’estimation Ry(f) se développe de la fagon
décrite a l'equation (3.5). 6;, correspond a la composante ¢ du vecteur 8, qui est le vecteur de
parametres qui minimise la fonction de coiit des moindres carrés. 8, = (X’ X)_lX'y.

R(f) = D (bic — )

Ri(f) = yXX'X) Xy,

L’erreur d’estimation est donc une forme quadratique du vecteur y,. De la méme maniere, le
risque empirique minimal évalué pour 8 = 6, s’exprime par une forme quadratique du vecteur

Yu8 :

Remplf) = +(X0z—y) (X0z — y)

1
= Y- X(XX) Xy

— ) - XXX X5+ v
Remplf) = 39ull = X(X'X) Xy,

80n utilise les propriétés de la matrice chapeau H = X (X’ X)_lx/. Le sous-espace vectoriel engendré par les
colonnes de X est stable par H : HX = X.
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Pour établir un lien entre I'espérance du risque fonctionnel et I'espérance du risque empi-
rique, nous allons procéder par décomposition en valeurs singulieres de la matrice des effets X.
On supposera que X est de rang plein (toutes les valeurs singuliéres sont strictement positives)
et que le nombre d’expériences N est supérieur au nombre de régresseurs p + 1. Soit la décom-
position en valeurs singulieres de X :

X =USsV’

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité sur U et V, la matrice chapeau X (X' X)*1X/ qui
figure dans le risque empirique, et la matrice X(X'X)~2X" qui figure dans I'erreur d’estimation,

s’expriment par :

X(X'X)"'xX' = uv
X(X'X)?X' = US*U’

Nous obtenons donc une écriture plus concise de I'erreur d’estimation et du risque empirique :

R(f) = y,[US?U'y,
1

Remp(f) = ¥ull-UUly,

Le vecteur U/yu joue un role particulier que nous allons analyser. En notant y,; les compo-
santes de y,, Ui celles des vecteurs colonnes (orthonormés) U; de la matrice U, et A\; les p+ 1
valeurs singuliéres (k =0,1,...,p), on obtient :

Rt(f) = Z%Zyuz zk
o 3 vl
uz Nk: Z

=1

F

2=
AMZ

Remp(f) =

=1

Pour une fonction donnée a approcher, lorsque la base des polynomes est fixée, les valeurs y;,
Ui, dépendent uniquement des points spécifiés par le plan d’expériences. Dans [CHAPELLE 04],
les composantes 1,;, Ui sont supposées étre issues d’un tirage aléatoire et statistiquement indé-
pendantes. Cette indépendance implique la factorisation des espérances.

E(yuiUik) = Eyu)EUsp)
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3.2. Estimation de l'erreur de généralisation dans le cadre linéaire

Compte tenu de l'orthogonalité des polynémes, l'espérance E(U;x) est supposée nulle. Dans
[CHAPELLE 04] ces hypotheses permettent de lier 'espérance du risque fonctionnel & I’espérance
du risque empirique en fonction de la trace de la matrice de dispersion.

Nous allons aboutir aux mémes conclusions que dans [CHAPELLE 04] en faisant d’autres
hypotheses. Nos hypotheses sont basées sur le modele de la régression. On considere donc les
composantes y,;, correspondant a la partie tronquée de la solution y(x), comme les réalisations
d’une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance o2 :

E(yuz) = 0
E(yuiyuj) = 00

Compte tenu de ces hypotheses, le risque empirique se développe de la fagon suivante :

1 1
E[Remp(f)] = E[N Z Yai — N Z[Z YuiUik]?]
i=1 k=0 i=1
= 5 2 Bl = 5 2B vl
1=1 k=0 i=1
1 NN
- 02 o N Z Z Z E[yuiyuj]UikUjk
k=0 i=1 j=1
1 X
= o? =D ElU;
k=0 i=1
1
= -2k
k=0 =1
EEEE
N k=0
p+1
E[Remp(f>] = 02(1 - T)

On vérifie que lorsque le nombre p + 1 de régresseurs est égal au nombre N d’expériences,
la régression devient une interpolation : il y a autant de degrés de liberté que d’équations, et
le risque empirique s’annule. Le méme développement peut étre fait sur 'erreur d’estimation
R.(f). En notant A les valeurs singulieres de X il vient :
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p
E[Rt(f)] - Z/\12E Zyuz zk

k=0 "k =1

P N
= D7 > PlvilUi
k=0 =1
N
= > 2 Uk
k=0 A =1

E[R(f)] = )

k=0

IS ?r%‘ qw

l\???‘l\')

20| 9

En ajoutant a l'espérance de 'erreur d’estimation, I’espérance de ’erreur de troncature sup-
posée indépendante, on obtient I’espérance du risque fonctionnel :

EIR(F) = BIR(F)] + Bl
p o2
- ZP‘FU
BRG] = 1+ )
k=0 "k

La relation entre ’espérance du risque fonctionnel et celle du risque empirique s’obtient alors
en exprimant la variance o2 inconnue en fonction de I'espérance du risque empirique :

EIR()] = ElRemp(£)(1 - 22D 10+ 302 (3.5)

En notant 7y, les valeurs propres de la matrice X'X /N 9, on retrouve la formule de [CHAPELLE 04].
Mais rappelons que ’équation 3.5 a été obtenue avec des hypotheses différentes, plus simples et
plus conformes au cadre théorique des plans d’expériences.

Posons d = p + 1 le nombre de régresseurs et v;,4 = 1,2,...,d les valeurs propres de la
matrice X’X /N ; on obtient :

d
Zi:l 1/%

EIR(f)] = ElRemp((/)](1 - 10) 711+ £2=L00 (3.6)

La matrice X'X/N correspond & la matrice de variance-covariance des vecteurs colonnes de X en dehors de
la premiere colonne égale a 1 et en supposant évidemment les vecteurs colonnes centrés ce qui est justifié puisque
les régresseurs le sont.

92



3.3. Estimation de l'erreur de généralisation par des techniques de ré-échantillonnage

L’espérance mathématique du risque fonctionnel est donc le produit de ’espérance mathé-
matique du risque empirique par un facteur T'(Ly, d), qui dépend du nombre d de régresseurs,
de la taille N de I’échantillon, et des valeurs propres 7; :

d
Zi:l 1/

T(d,Ly)=(1— i )

~) 1+

Lorsque la famille des régresseurs et la taille de ’échantillon sont fixés, la minimisation du
facteur multiplicatif T'(d, £,,) revient & déterminer le plan d’expériences de taille N qui minimise
la somme des inverses des valeurs propres de la matrice X’X/N. Ce critére correspond a la
A-Optimalité des plans d’expériences que nous verrons au chapitre 4.

D’autre part, une analyse asymptotique permet d’établir un lien avec le critére d’Akaike
[AKAIKE 70] ou AIC' Lorsque le nombre de points N devient trés grand, la matrice de variance-
covariance tend vers la matrice identité, en raison de l'orthogonalité et de la normalisation des
régresseurs. Les valeurs propres de la matrice de variance covariance X'X/N tendent vers 1 :

N>>1=T(d,Ly) =~ (1—%)—1(1+

d
~)

De plus, en supposant d << N, ce qui est justifié dans le cas asymptotique, on obtient :

d
IR = BlRemp()](1+24)
On retrouve donc le rapport d/N figurant dans le critere d’Akaike. Une étude plus appro-
fondie permettrait une analyse plus complete sur la comparaison des 2 criteres.

Ce point commun aux approches plans d’expériences et apprentissage statistique nous est
apparu suffisamment intéressant pour étre souligné. Nous n’utiliserons pas ce critere sur l'es-
pérance du risque fonctionnel car il necessite d’avoir E[Remp(f)] et qu'il n’est validé que dans
le cadre de modeles linéaires par rapport aux parametres, or, nous utiliserons, dans la suite du
mémoire, des modeles non linéaires par rapport aux parametres comme nous ’avions souligné
dans l'introduction générale.

3.3 Estimation de l’erreur de généralisation par des techniques
de ré-échantillonnage
Nous allons décrire quelques méthodes d’estimation de l'erreur de généralisation par des

techniques de ré-échantillonnage. Ces estimations sont nécessaires pour mettre en oeuvre des
regles de choix de complexité, et de sélection de modeles.

0 Acronyme de Akaike Information Criterion.
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3.3.1 Validation croisée

La validation croisée repose sur le principe de n’utiliser qu’une partie des exemples en ap-
prentissage et d’utiliser la partie complémentaire afin d’estimer le risque fonctionnel. La base
d’exemples est partitionnée en D parties de cardinalités égales ou équivalentes £ = UL;,i =
1,2,...,D. Chacun des D apprentissages est réalisé a partir d’'une base d’apprentissage tron-
quée L;) = L— L; et I'estimation du risque fonctionnel est réalisée sur la partie complémentaire

L;.

En prenant, par exemple, la norme quadratique et en notant EQMT; ’erreur quadratique
moyenne de test calculée sur la base £; par le réseau entrainé sur la base L(;), le risque fonction-
nel quadratique est estimé par la moyenne arithmétique des D erreurs quadratiques moyennes
de test EQMT;,7: =1,2,...,D.

Algorithme : Validation Croisée

Base £ des exemples ordonnés aléatoirement

Réaliser une partition de £ = U2 L;, £; N Li=0,7#1

— Pouri=1,2,..., D faire :

— Apprentissage du modele sur la base L;) = L — L;

— Calculer I'erreur moyenne de test EQMT; sur la base L;
Estimer le risque fonctionnel par R(f) ~ (1/D) Zl’; 1 EQMT;

Cet algorithme nécessite le choix du nombre de découpages. Le découpage de la base d’exemples
dépend évidemment de I'ordre initial des exemples. Lorsque les exemples sont spécifiés par une
méthode déterministe, il faut au préalable mélanger aléatoirement les exemples. En effet, dans
le cas par exemple d’un maillage régulier, un découpage sans mélange préalable des exemples
produit des bases L(;) peu représentatives de I'ensemble de I’échantillon.

3.3.2 Le Leave-One-Out

Comme son nom l'indique, le Leave-One-Out est une méthode qui teste le modele sur
I’exemple qui n’a pas été utilisé en apprentissage. La méthode est similaire a la validation croisée
avec L; = {(xi,yi)}, mais la partition est déterministe.
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Algorithme : Leave-One-Out

— Base d’exemples £ = {(x;,vy;),i =1,2,...,N}

— Pouri=1,2,..., N faire :
— Apprentissage du modele sur la base Ly = £ — {(x;, i)}
— Calculer Perreur de test EQMT; sur 'exemple {(x;,v;)}

— Estimer le risque fonctionnel par R(f) ~ (1/N) Zf\i 1 EQMT;

Cette méthode reste évidemment limitée aux problemes pour lesquels le nombre d’exemples
est petit dans la mesure ol on devra réaliser autant d’apprentissages qu’il y a d’exemples dans
la base d’apprentissage. Ce probleme ne se pose pas dans le cas ou les fonctions de F sont li-
néaires par rapport aux parametres € dans la mesure ou ’on peut utiliser la propriété du LOO
Virtuel vue au chapitre 2 lors de la présentation des leviers. Pour des modeles non linéaires par
rapport aux parametres 8, le LOO virtuel peut également étre utilisée en approchant la fonction
paramétrique par un développement au premier ordre, et en se ramenant & un probleme linéaire
par rapport aux parameétres comme dans [MONARI & DREYFUS 00].

Nous allons présenter 'estimation de I'erreur de généralisation par LOO virtuel pour les
modeles linéaires puis pour les modeles non linéaires.

le LOO virtuel pour les modeles linéaires

Rappelons que nous notons, X la matrice des effets, h;; les termes diagonaux de la matrice
H = X(X'X)" !X’ et r; = y; — f(xi,0,) les résidus ; alors I'estimation de I'erreur de généralisa-
tion s’obtient par :

ri

R(f) = + EN ( )* (3.7)
N 1 — hy '
=1

On retrouve, dans 'expression de 'erreur de généralisation, le role joué par les leviers.

LOO virtuel pour les modeles non linéaires

On fait un développement au premier ordre de f(x, ) autour de 6y

f(x,0) = f(x,00) +7Z(6 — 09) (3.8)

ou Z est la matrice jacobienne du modele. Elle contient N lignes et p colonnes et est définie
comme :

of(xi,0)

2 = 255 P o,
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on a donc un modele linéaire en 6.

On applique la méthode classique des moindres carrés en notant y le vecteur des composantes
Yi, on a alors :

O = (Z'Z) 2/ (y — f(x,00) + Z0))
emc — 00 + (Z,Z)_lzl(y - f(X, 90))

Ce développement peut étre fait autour de la valeur 8, correspondant a la solution optimale
des moindres carrés calculée sur la totalité des exemples :

0 =0, + (Z/Z)ilzl(y - f(X, eﬁ))

Avec les hypotheses précédentes, on peut alors appliquer la regle du LOO virtuel comme pour
tout modele linéaire par rapport aux parametres. En rappelant que Z est la matrice jacobienne
évaluée en O, h;; les termes diagonaux de la matrice Z(Z’ Z)*lzl et r; le résidu de I’exemple 17,
I’estimation de l'erreur de généralisation par leave one out virtuel s’obtient par :

N
0, = ArgMinGZ(f(Xiae)_yi)2
=1

Z = [W(g‘;’w}ezeg

hii = [Z(Z'Z)"'Z');;

R(j) = o> (L0 iy, (39)
i=1 v

Rappelons que cette estimation est fondée sur I’hypothese que le retrait d’un exemple a sur
les parametres du modele une influence suffisamment petite pour que le développement limité
au premier ordre (equation (3.8)) soit justifié.

3.3.3 Estimation de ’erreur de généralisation par Bootstrap

Le principe de ’estimation de l'erreur de généralisation par bootstrap est de créer B répliques
de la base d’apprentissage. Notons par £** la réplique b de la base d’apprentissage initiale £.
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Nous munirons, en général, de I'indice supérieur *b les quantités relatives a la réplique b.

Rappelons qu’en moyenne, 37% des exemples de la base d’apprentissage n’apparaissent pas
dans une réplique. Comme décrit dans la figure 2.7, on engendre un modele par réplique. Cha-
cune des répliques constitue donc une base d’apprentissage différente, et la validation du modele
qui a appris sur cette base est effectuée sur les éléments de la base initiale.

L’erreur d’apprentissage calculée sur la réplique et I'erreur de validation calculée sur la base
initiale sont considérées comme des réalisations de variables aléatoires représentatives de l’er-
reur d’apprentissage et de ’erreur de généralisation. Nous pouvons, pour chacune des répliques,
calculer 'erreur quadratique moyenne d’apprentissage £ et I’erreur quadratique moyenne de
validation E}’ de la maniére suivante :

N
* 1 * *k
Bl = 2 i — (i, 0.0))
k=1
1 N
E = NZ(yk—f(Xkaeﬁ*b))Z

B
Il
—

— E;b et E;jb désignent l'erreur d’apprentissage et ’erreur de validation de la réplique b,

- yzb désigne la valeur de la réponse du processus & modéliser pour le k™ exemple de la
réplique b; y,’;b est généralement différent de y;, qui est la valeur de la réponse du processus
a modéliser pour le k™ exemple de la base d’apprentissage initiale,

- xzb désigne le vecteur des facteurs du k**™ exemple de la réplique b, qui est généralement
différent de x;, qui est le vecteur des facteurs du k**®® exemple de la base d’apprentissage
initiale,

— 0, désigne le vecteur des parametres du modele créé a partir de la réplique b notée L,

- f (x’,;b7 0 ;) désigne la réponse prédite par le modele créé a partir de la réplique b, lorsqu’on
lui présente le k1®¢ exemple de celle-ci,

— f(xk,0,«) désigne la réponse du modele créé a partir de la réplique b lorsqu’on lui pré-
sente le k**"¢ exemple de la base d’apprentissage initiale.

Apres avoir obtenu B réalisations de ces erreurs, nous pouvons établir la moyenne et la va-
riance de E, et de F,,. E, et E, sont les variables aléatoires dont les réalisations pour la réplique
bsont B et Eb. Notons par mp(E,), mg(Ey), sg(E,) et s5(E,) respectivement les moyennes
et variances de E, et F,,.
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B
mp(Eq) = Z
B

sp(Ea) = ZE*b—mB 2)?

et

1 B
mg(E,) = Z
b 1
B

sp(Ey) = ZE*b—mB 0))?
b 1

Nous verrons, dans le paragraphe concernant le choix de la complexité, que la moyenne de
I’erreur de validation constitue une tres bonne approximation de ’erreur de généralisation.

Nous avions souligné qu’un inconvénient de la validation croisée était le choix arbitraire de
la partition en D sous-ensembles de la base d’apprentissage. Une ou plusieurs partitions peuvent
ne pas étre représentatives de la distribution des exemples de la base d’apprentissage complete,
ce qui peut engendrer une mauvaise estimation de 'erreur. Il se peut également qu’une réplique
ne soit pas représentative de la base d’apprentissage, surtout lorsque le cardinal de cette base
est faible. Cependant, il faut souligner qu’en pratique, nous faisons 200 répliques bootstrap, ce
qui confere une meilleur stabilité & la méthode dans le sens ol les bases non représentatives
n’ont pas une grande influence sur la statistique établie lorsque leur nombre est faible. De plus,
on peut utiliser des statistiques bootstrap n’utilisant que des quantiles de la distribution des
erreurs des B modeles. On peut prendre, par exemple, 90% des meilleurs modeles pour établir
les statistiques décrites précédemment. En effet, du fait des minima locaux de la fonction de
colt, lorsque le modele n’est pas linéaire, certains des B modeles peuvent avoir de mauvaises
performances de généralisation. En ne prenant qu’une partie des B modeles, la statistique est
plus précise puisque les modeles ayant de mauvaises performances, dues & une réplique non re-
présentative ou a un jeu de parametres du modele obtenu a partir d’'un minimum local de la
fonction de cotit, sont alors filtrés.

3.4 Choix d’une complexité

3.4.1 Principe

Nous venons de décrire des méthodes qui permettent d’estimer ’erreur de généralisation.
Celles-ci sont mises en oeuvre au sein de procédures qui consistent a observer I’évolution de
lerreur de généralisation en fonction de la complexité du modele. La complexité optimale est
celle que 'on obtient, en augmentant pas & pas la complexité du modele, avant d’observer une
augmentation de l'erreur de généralisation due au surajustement du modele. Dans le cas des
modeles non linéaires, il faut prendre soin, pour chaque complexité, de créer plusieurs modeles
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obtenus avec des initialisations différentes des parametres au début de 'apprentissage, et de
prendre, par exemple, la plus petite erreur de généralisation parmi celles de ’ensemble des mo-
deles générés.

Les modeles que nous utilisons dans ce mémoire sont les polynomes, pour le cadre linéaire,
et les réseaux de neurones, pour le cadre non linéaire. La complexité se traduit donc en termes
de degré du polynéme pour les premiers et de nombre de neurones cachés pour les seconds. Nous
allons présenter une méthode de sélection de la complexité utilisant I’estimation de ’erreur de
généralisation par bootstrap que nous avons décrite précédemment. Nous allons I'appliquer & des
modeéles polynomiaux pour nous affranchir des problémes de minima locaux, mais cette méthode
pourra tout a fait étre étendue a la sélection de modeles non linéaires en leurs parametres.

Notons par f.(x,0) le modele de complexité c. L’objectif est de déterminer, uniquement avec
la base d’apprentissage de IV points dont nous disposons, la complexité ¢ qui permet de minimiser
au mieux, sur l’ensemble du domaine d’étude D, l'erreur de généralisation notée R(f.) :

R(f.) = /D (y(x) — fulx, 8))2P(x)dx

ou y(x) est la sortie du processus a modéliser pour le vecteur d’entrée x.

Pour déterminer cette complexité ¢ optimale par bootstrap, nous faisons varier le degré du
polynome et nous estimons 'erreur de généralisation par bootstrap pour chacun d’eux comme
nous ’avons décrit au paragraphe 3.3.3 a 'aide de la moyenne de I'erreur de validation. Notons
par Rg(f.) cette erreur estimée par bootstrap.

[JRER il
= Ez [NZ Yk — Je kaell*b)) ]

b=1 k=1

Afin de valider la méthode, nous allons comparer 1’évolution de l'erreur de généralisation
obtenu par bootstrap Rp(f.) avec une estimation de l'erreur de généralisation obtenue a 1’aide
d’un maillage fin du domaine d’étude D. Nous noterons par R,,(f.) cette erreur.

N,
Rm(fc) = ]\[i Z(yz - fc(Xi, 9))2 (3.10)
M i=1

ou N, est le nombre d’exemples du maillage et y; la sortie associée au point de maillage x;.
Nous prendrons un maillage contenant plusieurs milliers d’exemples : R,,(f.) sera alors une tres
bonne approximation de 'erreur de généralisation R(f).

Enfin, nous utiliserons également une estimation, par validation croisée, de ’erreur de géné-
ralisation pour la complexité c. L’estimation sera calculée de la maniére suivante :

Nv

D
Ryve(fe) = BZ _fC<Xk70£(i))>2]

k 1
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ou Ny = % représente le nombre d’exemples du sous-ensemble qui sert de base de validation ;
nous utiliserons la validation croisée avec D = 5. Nous avons noté par 03(” le jeu de parametres
obtenu a partir de la base d’apprentissage sans le ieme sous-ensemble de la partition utilisée.

Nous vérifierons si les minima de Rg(f.), de Ryc(f.) et de Ry, (f.) sont atteints pour des
complexités équivalentes.

3.4.2 Quelques exemples

Nous allons utiliser, dans ce paragraphe, quelques exemples simples pour mettre en évidence
I’évolution de I'erreur de généralisation estimée par bootstrap et par validation croisée en fonction
de la complexité ¢ du polynome. Nous montrons également ’erreur de généralisation approchée
par R, (f.). Nous verrons si ces deux méthodes permettent de déterminer la complexité optimale
des apprentis pour approcher chacune des fonctions utilisées.

Problémes liés aux méthodes de ré-échantillonnage

Rappelons les précautions a prendre lorsqu’on fait appel aux méthodes de ré-échantillonnage :
le nombre d’exemples distincts doit étre supérieur au nombre de parametres du modele apprenti.
Pour la validation croisée, le probleme est simple : il suffit d’assurer que le nombre d’exemples
utilisés en apprentissage reste supérieur au nombre de parametres. Pour le bootstrap, on ne peut
pas garantir cette condition. Néanmoins, comme nous ’avons déja montré au paragraphe 2.4.3,
une analyse probabiliste peut nous garantir cette condition avec un niveau de confiance suffisant.
La figure 3.1 (déja présentée au paragraphe 2.4.3) montre la probabilité cumulée de 'occurrence
d’une réplique en fonction de son taux d’exemples distincts.

o8 Cas limite’ - |

0.6 [

Pitxekin }

0.4 [

o2

1 L - s %
) 0.2 0.2 0.6 0.8 1
Taux d'exemples differents = kN

F1G. 3.1 — Pourcentage de répliques pour lesquelles le taux d’exemples différents est inférieur & X

Ainsi, pour N = 50, le pourcentage de répliques pour lequel le taux d’exemples différents
est inférieur a 0.5 est quasiment nul. Autrement dit, ’ensemble des répliques sera constitué d’au
moins 25 exemples différents. L’estimation de I'erreur de généralisation obtenue a partir de ces
répliques permet d’estimer la complexité optimale d’un modele contenant au plus 25 parametres.
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Au-dela, il existe des répliques pour lesquelles le nombre de parametres est supérieur au nombre
d’exemples.

Résultats sur des modeles polynomiaux

Nous allons utiliser différentes fonctions de R dans R approchée par des polynomes de de-
gré c, et allons comparer le degré optimal obtenu par minimisation de ’estimation de l’erreur
de généralisation R,,(f.) & ceux obtenus par bootstrap et validation croisée. L’estimation de
Perreur de généralisation R,,(f.) est calculée par la moyenne empirique des écarts quadratiques
(équation 3.10) évalués sur un maillage régulier de 2000 points.

La fonction sinus cardinal sur le domaine D = [-4;10] :

La figure 3.2 présente les points de la base d’apprentissage utilisés pour estimer la complexité
optimale du polynéme pour ce probleme.

9

T
Sinus cardinal ¢

0.8
08
0.4

02 F

02 F

0.4

F1G. 3.2 — Base d’exemples de la fonction sinus cardinal

La figure 3.3 montre I’évolution des fonctions Rp(f.), Rvc(fe) et Ry (fe) qui représentent
respectivement l'erreur de généralisation pour la complexité ¢ estimée par bootstrap, par vali-
dation croisée et celle obtenue a ’aide d’un maillage.

Nous pouvons remarquer qu’avec I’estimation par Bootstrap, nous trouvons la véritable com-
plexité optimale (¢ = 14) uniquement avec les 50 exemples de la base d’apprentissage, alors que
la valeur théorique a été obtenue avec 2000 exemples. Par la validation croisée, nous trouvons
c=11.

Les grandes valeurs de l'erreur de généralisation pour des degrés de polyndémes élevés sont
dues au sur-ajustement des modeles (voir figure 3.4).
La fonction cosinus sur l’intervalle D = [—7 ;7] :

Nous avons conduit la méme étude sur la fonction cosinus dans 'intervalle [—7; 7| dont voici
les résultats :

La complexité optimale est ¢ = 12. Nous trouvons, figure 3.5, le degré 12 par bootstrap et le
degré 11 par validation croisée.
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1000 T T T T T T T T
— EQMT estimee sur 2000 axemples
| EQMT estimee par Bootstrap
- EQMT estimee par Validation Croisee
100 E

12-05

Diagra du polynome

F1a. 3.3 — Erreurs de généralisation (EQMT) estimées par bootstrap, par validation croisée, et & partir d’un
maillage de 2000 points en fonction de la complexité de la famille de fonctions; il s’agit ici de polynémes : 1'axe
des abscisses représente donc le degré du polynome.

Sinus Cardinal
Polynime de degré 19

F1G. 3.4 — Réponse du modele polynomial de degré 19 construit & partir de la base LHS du sinus cardinal.
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FI1G. 3.5 — Erreurs de généralisation estimées par bootstrap, par validation croisée et & partir d’un maillage de
2000 points en fonction du degré du polynome.

La fonction sin(x)cos(0.25z) sur I’intervalle D = [—4;10] :

La figure 3.6, représente la fonction sin(z)cos(0.25x) sur l'intervalle D.

1 T T T T T T
Py sin{x)"cos(0.25x) =

0.8+ .:' n
06 F % i
0.4 F / d F
p2r Y i 4
™ A s —t R L L e R i
ozl ! . # ) P
0.4 - : : E
o8 | 1

08 3 4 B

-1 I L L L L L

F1G. 3.6 — La fonction sin(z)cos(0.25x) sur I'intervalle [—4; 10]

La figure 3.7, présente les résultats obtenus pour cette fonction. Le degré otimal ¢ = 13 a
été estimé par bootstrap. La validation croisée fournit un polynéme de degré ¢ = 11 donc un
modele apprenti sous dimensionné. Notons, néanmoins, qu’il existe une variabilité relativement
importante de I’estimation de 'erreur de généralisation par bootstrap. Cela peut s’expliquer par
le faible nombre d’exemples pour représenter une fonction assez oscillante.
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10000

— FIQ\'\T asfimes su- 2000 exarp s
FCT astimae par Boatstmp
- @ ECMT et mee par Validator Crosee

o J

camal

oum
o

Dugre o palynome

F1G. 3.7 — Erreurs de généralisation estimées par bootstrap, par validation croisée et & partir d’un maillage de
2000 points en fonction du degré du polynome.

La fonction z*™(*) sur intervalle D = [0;16] :

La figure 3.8 représente la fonction z5() dans lintervalle considéré. Les résultats de 1'esti-
mation de la complexité optimale sont présentés a la figure 3.9.

T
*Mgin(x)) ©

8 %o st ; o PPN i

a 2 4 & & 10 12 14 16

FiG. 3.8 — La fonction 2°™® sur Dintervalle [0; 16]

La famille des polynémes ne permet pas d’approcher convenablement la fonction 2°™(®) avec
le nombre de points dont on dispose. Il faudrait donc utiliser une autre famille de fonctions,
comme les réseaux de neurones par exemple. Cependant, il existe tout de méme une architecture
optimale correspondant a ¢ = 11. Nous trouvons ¢ = 7 par bootstrap et ¢ = 10 par validation
croisée. Cependant, nous pouvons voir que pour ce cas, I'erreur de généralisation varie peu entre
les complexités 7 et 13.

104



3.5. Heunristiques pour l'initialisation des parameétres et pour la régularisation par arrét prématuré

1000 T T T T T
—_— EOMT estimea sur 2000 exe—plas
FOMT estimae nar Brotstan
G ECVIT estimes par Ve ication Croises
oo | 4
=
& 1 J
|
CrE - -
8000 OG0
s _—
01 L L L L L L L
1} 2 4 B a o 12 1£ B

Dunre du polynome

FIG. 3.9 — Erreurs de généralisation estimées par bootstrap et par validation croisée et erreur de généralisation
obtenue a partir d’un maillage de 2000 points en fonction du degré du polynome.

Ces exemples montrent que malgré une estimation peu fiable de ’erreur, la validation croi-
sée et le bootstrap permettent de choisir une complexité adaptée des modeles qui doivent étre
construits. Il faut souligner qu’il est possible de déterminer cette complexité optimale ¢ unique-
ment avec les points de la base d’apprentissage constituée d’un faible nombre d’exemples par
rapport a celui du maillage.

3.5 Heuristiques pour l’initialisation des parametres et pour la
régularisation par arrét prématuré

Cette section ne traite que des modeles non linéaires par rapport aux parameétres, car ’arrét
prématuré, d’une part, et la problématique de choix de modele pour une complexité donnée,
d’autre part, ne se posent pas pour un modele linéaire par rapport aux parametres. En effet,
dans ce dernier cas, la fonction de cotit ne présente qu'un seul minimum. Comme nous ’avons
indiqué précédemment, il faut faire des apprentissages de modeles non linéaires en leurs pa-
rametres avec différentes initialisations de ceux-ci. On peut alors obtenir plusieurs modeles de
méme complexité, de parametres différents. 11 faut donc effectuer un choix entre ces modeles.

L’erreur de généralisation peut étre estimée par validation croisée, par leave-one-out virtuel
ou par bootstrap. Nous allons étudier une méthode fondée sur le score de leave-one-out virtuel ;
nous examinerons ensuite le choix de modeles de complexité fixée dans le cadre des processus
déterministes. Enfin, nous étudierons la régularisation de I’apprentissage par arrét prématuré en
estimant l'erreur de généralisation par Bootstrap.

3.5.1 Choix du meilleur modele par leave-one-out virtuel pour une architec-
ture donnée

Dans le cadre du leave-one-out, le choix porte sur le modele ayant le plus petit score de
leave-one-out virtuel (équation (3.9)). Cependant, plusieurs modeles peuvent avoir des scores de
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leave-one-out virtuel équivalents, ce qui leurs confere des capacités de généralisation identiques'.

Lorsque nous avons décrit les leviers, nous avons souligné qu’il était préférable d’avoir un mo-
dele qui soit influencé de maniére identique par tous les exemples, ce qui évite le surajustement.
Dans ce cas, tous les leviers sont égaux a &:. Dans [MONARI 99] et [MONARI & DREYFUS 02],
les auteurs proposent de caractériser la distribution des leviers par la quantité p définie par :

1 & N,
N; ? (3.11)

Cette quantité est inférieure & 1; elle vaut 1 si tous les leviers sont égaux & £ : plus 1 est
proche de 1, plus la distribution des leviers est étroite autour de &. Pour des modeles ayant des
capacités de généralisation du méme ordre de grandeur, il est preferable de choisir le modele
pour lequel p est le plus proche de 1.

Rappelons que ce paragraphe ne concerne que les modeles non linéaires par rapport a leurs
parametres. Dans ce cas, la matrice des effets X est remplacée par la matrice jacobienne du
modele Z pour le calcul des leviers. Dans ce cas, les leviers h;; sont les éléments diagonaux de
la matrice H = Z(Z'Z)~'Z.

3.5.2 Cas particulier des processus déterministes

Les modeles construit a partir d’un processus déterministe souffrent moins de surajustement
que ceux construits a partir de données bruitées. En effet, nous avons souligné, a plusieurs re-
prises, que des modeles sur dimensionnés ou des modeles ayant subit un trop grand nombre
de cycles d’apprentissage peuvent s’ajuster au bruit. Dans le cadre déterministe, les modeles
ne peuvent pas avoir ce type de comportement car le bruit est inexistant. Le surajustement ne
dépend alors que de la complexité du modele choisi.

Pour illustrer cela, nous avons réalisé, pour une architecture donnée, 500 apprentissages ini-
tialisés de maniere différente sur la fonction sinus cardinal en dimension 2. Nous avons visualisé,
lerreur quadratique moyenne de test (EQMT) calculée sur un maillage contenant 10000 points
en fonction de l'erreur quadratique moyenne d’apprentissage (EQMA) calculée sur la base d’ap-
prentissage contenant 200 points.

Nous pouvons voir a la figure 3.10 que, dans le cadre déterministe, TEQMT et TEQMA
sont fortement corrélées. Pour la méme complexité, les meilleurs modeles en apprentissage sont
également les meilleurs modeles en généralisation.

Nous avons reconduit la méme étude sur une fonction de R3 dans R du processus de Homma
et Saltelli [SALTELLI & HOMMA 92| que nous verrons en détail au dernier chapitre. Il est inutile
d’expliciter pour l'instant cette fonction mais nous verrons que c’est une fonction difficile a
modéliser. Nous avons visualisé également 'EQMT calculée sur un maillage de 20000 points en
fonction de TEQMA obtenue sur la base d’apprentissage contenant 100 points. La figure 3.11
présente les résultats.

La corrélation est moins forte dans cas. Il faut souligner que nous n’avons que 100 exemples
pour un probleme dont ’espace des entrées est de dimension 3. Nous avons donc reconduit

1 Ce cas de figure peut également se présenter pour des modeles d’architecture différente. Un modéle moins com-
plexe peut généraliser aussi bien qu’un modele plus complexe. La méthode que nous décrivons dans ce paragraphe
peut étre utilisée également dans ce cas de figure.
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F1G. 3.10 — Corrélations entre I'erreur quadratique moyenne d’apprentissage et I'erreur quadratique moyenne
de test dans le cadre d’un processus déterministe et pour des réseaux de neurones de méme complexité.
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F1G. 3.11 — Corrélation entre I’erreur quadratique moyenne d’apprentissage et l’erreur quadratique moyenne
de test dans le cadre du processus déterministe de Homma et Saltelli pour une base comportant 100 exemples et
pour des réseaux de neurones de méme complexité.
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I'expérience avec la méme fonction a partir d’'un base d’apprentissage de 200 exemples (figure
3.12).

ECQMT

000t |

a-04 0.001 001 01 1 10
EQMA

F1G. 3.12 — Corrélations entre I'erreur quadratique moyenne d’apprentissage et I'erreur quadratique moyenne
de test dans le cadre du processus déterministe de Homma et Saltelli pour une base comportant 200 exemples et
pour des réseaux de neurones de méme complexité.

Cette étude nous a permis de modifier la procédure bootstrap que nous utilisons en ré-
gression. Nous avons précisé au paragraphe 3.3.3 que 'on pouvait prendre 90 % des meilleurs
modeles bootstrap pour filtrer les modeles les moins efficaces qui auraient été obtenus a partir
de minima locaux de la fonction de cout. En prenant en considération les remarques concernant
les résultats de la figure 3.10, nous mettons en place une stratégie de choix de l'initialisation
des parametres qui sera appliquée a ’ensemble des modeles dont la base d’apprentissage est une
réplique bootstrap. Pour déterminer cette initialisation, on entraine un grand nombre de réseaux
en sauvegardant le vecteur des parametres initiaux. Le vecteur de parametres qui a permis d’ob-
tenir le modele avec 'EQMA la plus faible sera retenu pour initialiser ’ensemble des modeles
dont la base d’apprentissage est une réplique bootstrap. La figure 3.13 présente la démarche.

Ce choix est confirmé par I'observation de la corrélation entre 'EQMA et 'EQMT pour des
processus déterministes pour une complexité fixée. La variance bootstrap des sorties estimées
n’est pas sensible, dans ce cas, a l'initialisation, car le jeu de parametres initial est le méme pour
tous les modeles. La variance bootstrap traduit alors la sensibilité de ’aprentissage par rapport
au tirage du ré-échantillonnage bootstrap.

La figure 3.14 résume la démarche a ’aide d’un schéma conceptuel. Cette précaution rappelle
les travaux de John Moody [MoODY 94] sur la validation croisée non linéaire. Il propose d’en-
trainer des modeles neuronaux sur des bases de validation croisée en les initialisant de maniere
identique a partir d’un jeu de parametres 6.

3.5.3 Procédure utilisée pour la construction des modeles par bootstrap

Nous pouvons utiliser le bootstrap pour le choix d’une complexité comme nous 1’avons décrit
en début de chapitre. Nous avons examiné des exemples de modeles linéaires en leurs parametres,
et nous utiliserons la méthode que nous avons décrite pour déterminer I’architecture optimale
des réseaux de neurones que nous utliserons sur les benchmarks du dernier chapitre. Ce probleme
de choix de complexité est commun aux modeles linéaires et aux modeles non linéaires.
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F1G. 3.13 — Utilisation du bootstrap pour déterminer la statistique des sorties estimées par le modele. Les modéles
obtenus a partir des répliques bootstrap sont initialisés avec le méme vecteur de parametres qui correspond au
vecteur de parametres initial du modele, créé a partir de la base complete, qui a obtenu ’erreur d’apprentissage

la plus faible.

Espace des paramétres

F1G. 3.14 — Le modele correspondant aux pointillés est le meilleur en apprentissage parmi un grand nombre de
modeles entrainés avec différentes initialisations. Son jeu de parametres initial est utilisé pour initialiser tous les

modeles dont la base d’apprentissage est une réplique bootstrap.
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Si le modele est non linéaire, en plus du choix de la complexité, nous devons déterminer le
jeu de parametres qui offre les meilleurs résultats en généralisation parmi d’autres modeles de
méme complexité. Etant donné que pour les benchmarks du dernier chapitre, nous serons dans le
cadre de processus déterministes, on choisira le meilleur modele sur ses capacités d’apprentissage.

Enfin, pour un modele non linéaire, on peut utiliser des méthodes de régularisation pour
éviter le surajustement, comme 'arrét prématuré (“ early stopping”) que nous avons décrit au
premier chapitre. Nous avons défini en début de chapitre comment estimer l'erreur de généra-
lisation par Bootstrap. Afin de déterminer le nombre de cycles optimum, nous allons estimer
Ierreur de généralisation a chaque cycle. Nous utilisons alors le résidu a l'iteration ¢ de I'exemple
k sur la réplique bootstrap b, noté rka [MARTINEZ 04] :

7“?71@ =Yk — f(X}:;ba ig*b)

ou 02*1,, est le jeu de parametres du modele a I'iteration ¢, obtenu a l'aide des données de la
replique b. Les erreurs de validation et d’apprentissage a l'itération 4 sont définies de la maniere
suivante :

N
B = S Pt 0)?
k=1
1 & .
E:b(i) = \ N Z(yk - f(XkﬁZg*b))Q
k=1

Nous pouvons alors suivre 'estimation de I'erreur de généralisation estimée par bootstrap
(E:*(i)) en fonction du nombre de cycles d’apprentissage et déterminer le nombre de cycles i
pour lequel E2*(i) est minimum.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit quelques méthodes d’estimation de I'erreur de généra-
lisation. Une premiere méthode permettant d’estimer I’espérance du risque fonctionnel, pour
des modeles linéaires en leurs parametres, nous a permis d’établir un lien entre I'apprentissage
statistique et les plans d’expériences : une base d’apprentissage spécifiée par la A-optimalité
revient a minimiser, dans ce cas, I’espérance du risque fonctionnel. Nous avons ensuite défini
d’autres méthodes d’estimation de 'erreur de généralisation fondées sur des techniques de ré-
échantillonnages comme le leave-one-out, la validation croisée et le Bootstrap. Ces méthodes
d’estimation peuvent s’appliquer a des modeles non linéaires par rapport aux parametres. Nous
avons utilisé, a travers des fonctions tests, ces méthodes d’estimation de I'erreur de générali-
sation a la problematique de choix de complexité, pour des modeles linéaires par rapport aux
parametres. Enfin, nous avons traité la problématique du choix de modele pour une architecture
donnée dans le cadre des modeles non linéaires par rapport aux parametres. L’heuristique que
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nous utiliserons, dans la suite du mémoire, pour choisir le vecteur de parametres le plus satisfai-
sant, est fondée sur ’observation des corrélations fortes existant entre ’erreur d’apprentissage et
I’erreur de généralisation dans le cadre des données déterministes. Le jeu de parametres initiaux
du modele, créé a partir de la base d’apprentissage complete, obtenant ’erreur d’apprentissage
la plus faible, sera utilisé pour initialiser I’ensemble des modeles construits a partir de répliques
bootstrap.

Le chapitre 5 décrit la méthode d’apprentissage actif que nous proposons et la compare

a la méthode des plans optimaux. Le chapitre suivant décrit donc la méthodologie des plans
d’expériences optimaux afin de mieux aborder cette comparaison.
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Méthode des plans d’expériences
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

La mise en oeuvre des plans d’expériences peut avoir plusieurs objectifs :

— trouver, par un ensemble d’expériences, les facteurs qui ont une influence sur la gran-
deur & modéliser ("screening”); a cette fin, on utilise des plans de criblage [GOUPY 99],
[DROESBEKE et al. 97], [Box & DRAPER 87] comme les plans factoriels [KOBILINSKY 97|
ou les plans de Plackett-Burman [DROESBEKE et al. 97|

— constituer un ensemble de données expérimentales en vue d’estimer les parametres d’'un
modele, linéaire ou non linéaire.

A titre d’exemple, supposons que ’on cherche a constituer un modele prédictif du rendement
d’une réaction chimique faisant intervenir deux facteurs continus (x1,x2). Ne disposant pas de
modele théorique pour cette expérience, on postule un modele polynomial de degré deux.

f(x,0) = 0y + 0121 + Oox0 + 0323 + 0423 4 52120 + €

ou les x; sont les facteurs et ou les parametres 6; traduisent les effets des ces facteurs. Pour
ce modele postulé et pour le domaine expérimental [—1;1]?, un plan d’expériences possible,
orthogonal'? serait constitué de 9 points disposés comme indiqué sur la figure 4.1.

F1G. 4.1 — Domaine expérimental sans contraintes

Les contraintes expérimentales peuvent étre de plusieurs types. Par exemple, certaines ré-
actions peuvent ne pas étre réalisables; dans ce cas, le domaine expérimental est un domaine
expérimental sous contraintes comme le montre la figure 4.2.

Certaines expériences n’étant pas réalisables, le plan ne contient que six expériences. La
qualité du plan d’expériences est dégradée. Il y a six expériences pour estimer six parametres
(aucun degré de liberté ne subsiste). Il faut donc trouver d’autres expériences dans ce domaine
sous contrainte pour améliorer la qualité du plan d’expériences en un sens que nous préciserons.

12A condition que I’on transforme les termes quadratiques par codage avec les polynémes orthogonaux.
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F1c. 4.2 — Domaine expérimental sous contraintes

Le modele postulé n’est pas forcément empirique, comme nous ’avons fait dans I’exemple
précédent : il se peut que l'on dispose d’'un modele fondé sur les connaissances concernant le
processus & modéliser; ce modele peut faire intervenir des parametres physiques ou physico-
chimiques dont on cherche a estimer les valeurs numériques a partir d’expériences.

Pour ces deux familles de probléme, on cherche a réaliser un plan d’expériences “optimal”
au sens d’un critere de qualité approprié; nous décrirons dans ce chapitre plusieurs criteres
d’optimalité pour les plans d’expériences.

Comme nous ’avons souligné dans I'introduction générale, nous voulons approcher des codes
de calcul par des surfaces de réponse neuronales. Leur construction nécessite également des plans
d’expériences afin d’obtenir ces méta-modeles par régression non linéaire. Nous proposons au der-
nier chapitre, la méthode d’apprentissage actif LDR. Nous voulons, dans le cadre de cette these,
comparer cette méthode a des méthodes déja existantes comme les plans d’expériences optimaux.
Nous décrirons tout d’abord les principaux plans d’expériences optimaux pour modeles linéaires
par rapport aux parametres, puis nous aborderons la construction de plans d’expériences pour
modeles non linéaires par rapport aux parametres.

4.2 Estimation des parametres et prédiction

4.2.1 Modélisation

Rappelons que les N expériences d’un plan d’expériences sont contenues dans la matrice Ly

11 12 e T1h

o1 9292 e Ton
Ly =

N1 IN2 ... XINh
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qui contient autant de lignes que d’exemples et autant de colonnes que de facteurs. L’élé-
ment x;; est la valeur du facteur j de I’exemple i. En passant aux variables secondaires a l'aide
des fonctions ¢;(x) on définit la matrice X de dimension (N,p) appelée matrice du modele ou
matrice des effets.

Elle contient N lignes correspondant au nombre d’exemples du plan d’expériences et le
nombre p de colonnes est égal au nombre de parametres du modele. L’élément 75 de cette ma-
trice du modele est la valeur du régresseur j pour 'exemple i (¢;(x;)).

do(x1)  ¢1(x1) Pp(x1)
do(x2)  P1(x2) Pp(x2)
X = .
: : oj(xi) :
do(xn) o1(xn) ... dp(xN)

Le modele linéaire s’écrit :

’

f(x,0) = ¢(x) 0

On minimise la fonction de cotit des moindres carrés :

1 N
J(6) = NZ(yk_f(kae))z
k=1
= X6y

En supposant la matrice d’information (X'X) inversible, 'estimation 6, des parameétres 6
par moindres carrés est donnée par :

0, = (X'X)"'X'y

Le vecteur y étant modélisé comme une réalisation d’une variable aléatoire, I’estimation 6,
I’est également. Nous allons, a présent, définir la matrice de variance-covariance de 6.

4.2.2 Matrice de variance-covariance de 6,

Sous les hypothéses que les facteurs sont des variables certaines et que l'erreur expérimen-
tale est centrée, non corrélée de variance o2, la matrice de variance-covariance des parametres
s’exprime comme :

2 20 =1 ey — 1wl 2 Inv=1 _2xriney—1
$2(02) = S(X'X)7X'y) = (X'X) X2 (y)X(X'X) ! = 02(X'X) (4.1)
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La variance de la composante j du vecteur 8., notée 6. ; est donc le produit de la variance
de l'erreur expérimentale o par le terme diagonal de la matrice de dispersion (X'X)~!, inverse
de la matrice d’information de Fisher.

s*([0z,5]) = ¢j50°

De méme, la covariance (6. ;,0, ;) est le produit de la variance de I'erreur expérimentale o?
par le terme correspondant de la matrice de dispersion.

Covar(fr;,0r;) = Cz‘j0'2

La variance des parametres du modele ne dépend donc que :

— de la variance de l'erreur expérimentale o2
— des éléments de la matrice de dispersion (X’X)~!, donc des positions des points expéri-
mentaux dans le domaine d’étude et du choix des fonction ¢;.

Les plans d’expériences, c¢’est-a-dire les stratégies de choix des points expérimentaux, peuvent

donc avoir pour objectif la conception de modeles pour lesquels les estimateurs des parametres
ont une variance aussi faible que possible.

4.2.3 La prédiction
Apres avoir estimé les parametres, on peut prédire la réponse en un point I quelconque du

domaine, par :

/

f(xi,0c) = ¢(x:) O,

La variance de I'estimation peut également constituer un critere de qualité du modele. Elle
a pour expression :

s2(f(xi,02)) = s2(d(x:) 02) = d(x:) s*(02)(xi) = B(x;) (X'X) ' d(xi)0? = hio®  (4.2)

118



4.2. Estimation des paramétres et prédiction

La quantité h;; est le levier de 'exemple 7 ; dans le formalisme de la théorie des plans d’ex-
périences, il est également appelé fonction de variance de prédiction au point x;. La variance
de la réponse du modele en un point est donc proportionnelle au levier de ce point. On verra
par la suite que la G-optimalité vise a construire des plans d’expériences de fagon a réduire le
maximum des variances de prédiction.

4.2.4 La fonction de variance de prédiction

Comme nous 'avons indiqué dans 'introduction générale, nous utiliserons, dans la méthode
LDR, la variance de prédiction, afin de planifier des expériences dans le cadre de modeles non
linéaires par rapport aux parametres. Nous décrirons cette méthode dans le dernier chapitre. Il
est intéressant d’estimer la variance des réponses prédites en un point du domaine expérimental.
Par exemple, on peut utiliser cette fonction pour vérifier le bon ajustement du modeéle postulé.
En effet, la fonction de variance de prédiction s’exprime de la maniere suivante :

&*(f(xp,01)) = D) (X'X) " () (4.3)

En général, on préfere utiliser la racine carrée de la fonction de variance de prédiction (ou
fonction d’erreur de prédiction), car elle s’exprime dans la méme unité que la réponse.

A(f (%, 02)) = 1/ 6(x,) (X' X)~L(x,)

Pour des modeles postulés linéaires par rapport aux parametres, la fonction d’erreur de pré-
diction ne dépend donc que de ’emplacement des points expérimentaux et du modele postulé;
elle est indépendante du résultat des expériences. On peut donc savoir, avant de commencer
les expériences, dans quelle mesure le modele et I'emplacement des points expérimentaux affec-
teront la précision des réponses prédites. La variance de la réponse prédite peut donc s’écrire
[Goupy 99] :

$2(f(xp,02)) = 020(xp) (X'X) () = 02d(f (%, 01))

d’ou

dZ(f(xp,HL)) = M

soit encore :

d(f(x),0.)) = SO0 02))
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La fonction d’erreur de prédiction est égale au rapport de I'écart-type de la réponse prédite
a l'écart-type du bruit expérimental. Si nous considérons que le modele postulé est bien ajusté
lorsque I'écart-type de prédiction se confond avec le bruit expérimental, alors le modele postulé
sera considéré bien ajusté si la fonction d’erreur de prédiction est inférieure a I'unité.

4.3 Les Plans Optimaux pour modele linéaire par rapport aux
parametres

Nous allons décrire, dans ce paragraphe, les plans d’expériences “optimaux”, pour lesquels
les expériences sont choisies afin de satisfaire un critere d’optimalité. Nous allons tout d’abord
rappeler l'origine des plans d’expériences optimaux avant de décrire les principaux criteres d’op-
timalité utilisés, ainsi que la maniere de construire ces plans. Ce paragraphe est largement inspiré
de [GAUCHI 97A].

4.3.1 Conception

Un exposé complet exigerait la présentation des mesures de probabilité continues sur I'espace
expérimental, nous renvoyons le lecteur & [GAUCHI 97A] pour une introduction sur cet aspect.
Nous nous limiterons ici & exposer les éléments relatifs aux plans optimaux discrets (donc phy-
siquement ou numériquement réalisables). Comme nous l’avons vu dans I'équation (2.23) du
paragraphe 4.2.2; la variance des parametres s’exprime de la manieére suivante :

s2(0,) = ?(X'X) !

La variance des parametres estimés dépend donc des propriétés spectrales de la matrice de
dispersion (X’X)~!. La valeur de o2 étant imposée par le probleme, il est possible de chercher
la distribution de points expérimentaux qui permet de minimiser la variance des parametres
estimés.

Sous I'hypothese d’un bruit gaussien et d’un modele linéaire de matrice d’information de
Fisher X'X, la région de confiance de niveau 1 — a de l'estimation 6, des p parametres du
modele est un hyperellipsoide défini dans [ANTONIADIS et al. 92], [RAO & TOUTENBURG 95],
centré sur le vecteur @, et dont la frontiere est définie par I'inégalité suivante (si 02 est connue :

(0—0,)X'X(0-0.) < o*X2(p) (4.4)

ot x2(p) est le fractile o de la loi du Chi-2 & p degrés de liberté.

Pour réduire la variance des parametres estimés, il faut donc agir sur les propriétés spectrales
de la matrice d’information de Fisher afin de modifier le volume, la forme et les directions des
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F1G. 4.3 — Zone de confiance des parametres estimés

axes de cet ellipsoide. Il existe plusieurs facons d’agir sur les propriétés spectrales de la matrice
de Fisher, certaines d’entre elles correspondent aux criteres d’optimalité que nous allons décrire.

4.3.2 Le critere de E-optimalité

Le critere de E-optimalité (E comme “eigen value”) porte sur la longueur du plus grand axe
de D’ellipse. Pour minimiser celle-ci, on minimise la plus grande valeur propre de (X'X)~! ou,
de maniere équivalente, on maximise la plus petite valeur propre de X’X. Désignons par L% un
plan E-optimal comprenant N expériences :

LE = Arg{miny, cn[mazs(—)]} (4.5)

i

ou Ly est un plan de N expériences, II est ’ensemble des plans d’expériences possibles, et les
~; sont les valeurs propres de la matrice de Fisher X’X. La détermination d’un plan E-optimal
est une tache numériquement lourde car elle nécessite le calcul répété des valeurs propres de X'X.

4.3.3 Le critere de A-optimalité

Le critere de A-optimalité (A pour “Average optimal”) porte sur la valeur de la trace de
(X'X)~!. En souhaite réduire la longueur de la diagonale du pavé exinscrit a ’hyperellipsoide
en tenant compte de I'aplatissement de ’ellipsoide. On minimise donc la somme des variances
des parametres. Désignons par Lﬁ un plan A-optimal comprenant N expériences :

Ly = Arg{minp,en[Tr((X'X)~H]} (4.6)
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Le calcul d’'un plan A-optimal est moins colteux en temps de calcul que celui d’'un plan
E-optimal, mais il est plus lourd que le calcul d’un plan D-optimal, que nous verrons au para-
graphe suivant, car il faut inverser (X’X). Remarquons également que le critere de A-optimalité
est invariant pour toute transformation orthogonale I' sur les parametres :

Tr(I' QL) = Tr(QIT) = Tr(Q)

C’est ce critere qui permet de réduire le rapport 7'(d, L) de I'espérance du risque fonctionnel
a l'espérance du risque empirique, que nous avons décrit au paragraphe 3.2 :

d .
T(d,Ly)=(1- %)—1(1 + Zi:]lvl/%)

ol d est le nombre de régresseurs, Ly est le plan de N expériences, et les ; sont les valeurs
propres de la matrice d’information de Fisher.

4.3.4 Le critere de D-optimalité

Enfin, on peut choisir un critére qui revient & minimiser le volume de l’ellipsoide. En mi-
nimisant ce volume, on optimise le produit des variances des parametres. On minimise donc le
déterminant de la matrice de dispersion (produit des valeurs propres) ou, de maniére équiva-
lente, on maximise le déterminant de la matrice de Fisher. Désignons par Lﬁ un plan D-optimal
comprenant N expériences :

LY = Arg{mazpycni[det(X'X)]} (4.7)

Notons l'invariance de ce critére pour toute transformation de matrice T des fonctions de
régression (¢(x) = T¢(x)) a condition que det(L) soit non nul, ou pour une reparamétrisation.
Dans le cas, par exemple, d’une reparamétrisation, f(X) = X6 = Z3 avec Z = XU, et U ne
dépendant pas du plan, alors :

det(Z'Z) = det(U'X'XU) = det(X'X)det(U)> (4.8)

Donc si X est meilleur que X5 au sens de la D-optimalité, alors Z; = XU est meilleur que
Z>; = X,U. Autrement dit, un plan D-optimal est invariant pour toute transformation linéaire
des régresseurs et des parametres comme lors d’'un changement d’échelle.

Enfin, il est préférable d’utiliser le déterminant normé pour comparer deux plans d’expé-
riences qui n’auraient pas le méme nombre d’exemples; la valeur du déterminant dépend du
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nombre d’exemples que contient le plan d’expériences. Le déterminant normé permet de s’af-
franchir de I'influence du nombre d’exemples et permet donc d’estimer véritablement la qualité
du plan au sens du critére de la D-optimalité. Notons par dety/(X'X) ce déterminant normé :

1 1

ou p est le nombre de parametres du modele.

4.3.5 Le critere de G-optimalité

Pour les trois criteres que nous venons de voir, on cherche un plan qui permet d’estimer 0
avec la plus grande confiance. On peut envisager d’utiliser également un critére prennant en
considération, non pas la confiance dans ’estimation des parameétres, mais la variance des pré-
dictions du modele. C’est le critere de G-optimalité. On utilise alors la fonction de variance de
prédiction (4.3) vue au paragraphe 4.2.4 :

dQ(f(Xpa 0r)) = ¢(Xp)/(X/X)_1¢(Xp)

Le plan G-optimal vise alors a minimiser le maximum de la fonction de variance de prédic-
tion :

LS = Arg{min[maz,,cud®(f(x;,0.))]} (4.9)

ou U est le domaine d’étude.

Rappelons que la fonction de prédiction en x est le levier de I'exemple x dans le monde
de I'apprentissage statistique, comme nous ’avons vu aux chapitres 2 et 3. Nous verrons au
dernier chapitre, que la méthode d’apprentissage actif que nous proposons est proche du critere
de G-optimalité. La variance de prédiction est estimée par la méthode de ré-échantillonnage du
Bootstrap dans la méthode LDR.

4.3.6 Le critere de J-optimalité

Le critére de J-optimalité, appelé aussi IMSE en anglais (Integrated Mean Square Error),
a été proposé par [Box & DRAPER 59]. L'originalité et l'intérét de ce critere est qu’il prend
en considération & la fois la variance de prédiction de la réponse et le biais du modele postulé
lorsque celui-ci n’est pas le “bon” modele. Ce critere consiste & minimiser par rapport a la mesure
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7 d’un plan & mesure continue'® la quantité J :
ND
7= 23 | Blrex2) ~ yxPax (110)

ol :

— N est le nombre total d’expériences du plan,
- Dl = [, dx,

— f(x,0,) la prédiction du modele postulé,

— y(x) la réponse du modele de régression.

Sans entrer dans le détail de ce criteére (car il prend en considération les mesures de plans
continus qui ne rentrent pas dans le cadre de notre étude, pour plus d’information voir [GAUCHI 05]),
il peut se décomposer en “variance+biais” J =V + B ou :

_ND

V= s*(f(x,0z))dx = ?E(‘ﬁ(f(X, 0r)))

O'2 U

s2(f(x,0,) peut étre obtenue par la fonction de variance de prédiction (4.3).

_ND

B
O'2 U

[E[f(x,07)] —y(x)] % dx

La démarche que nous utiliserons pour planifier des points par apprentissage actif se rap-
proche également du probleme de minimisation du biais entre le modele a priori et le vrai
modele (par les méthodes d’apprentissage décrites au chapitre 2) et la planification de nouvelles
expériences afin de réduire la variance des prédictions (estimée par bootstrap). Nous analyserons
cela au chapitre suivant, qui traite de la méthode LDR que nous proposons.

Nous pouvons remarquer que la théorie des plans d’expériences est fondée sur ’existence
d’un bruit expérimental, comme nous ’avons décrit au paragraphe 4.3.1. C’est I'existence de ce
bruit expérimental qui justifie d’agir sur les propriétés spectrales de la matrice de Fisher pour
changer le volume, la forme et la direction des axes de l’ellipsoide de confiance. Cependant,
nous pouvons remarquer que le bruit de mesure n’intervient pas dans les différents criteres
d’optimalité que nous avons décrit. Il est alors tout a fait possible de construire des plans
optimaux en considérant la variance du bruit expérimental comme nulle. C’est en prenant en
considération cette remarque que nous pourrons comparer la méthode que nous proposons au
dernier chapitre avec les plans d’expériences numériques optimaux pour modeles non linéaires,
comme, par exemple, la D-optimalité locale que nous verrons a la fin de ce chapitre.

13Un plan & mesure continue a été introduit par Kiefer. On considére le plan d’expériences avec une mesure
uniforme de probabilité des points x (design mesure [GAUCHI 05]).
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4.4 Construction des plans optimaux

11 existe beaucoup d’algorithmes pour la construction de plans d’expériences optimaux [WYNN
[MITCHELL 74] ou [ATKINSON & DONEV 89]. Nous allons décrire 1’algorithme d’échange double
de Fedorov [FEDOROV 72| qui est probablement le plus utilisé et le plus facile & implémenter.
Nous présentons cet algorithme dans le cas de la construction d’un plan D-optimal, mais on peut
I'utiliser pour satisfaire d’autres criteres que celui de la D-optimalité comme, par exemple, ceux
de la A- ou de la E-optimalité.

4.4.1 L’algorithme d’échange double de Fedorov

L’objectif de 'algorithme est de sélectionner N expériences parmi les N, expériences candi-
dates qui sont les noeuds d’une grille résultat de la discrétisation du domaine d’étude. Il faut
trouver, parmi tous les plans Ly possibles, le plan d’expériences Lﬁ de N expériences pour
lequel le déterminant de la matrice d’information est le plus élevé. Pour obtenir ce plan'*, on
procede en trois étapes.

— Etape 1 : pour initialiser I'algorithme, on choisit de manieére aléatoire un jeu de N expé-
riences parmi les N, expériences candidates.

— Etape 2 : on remplace 'expérience ¢ du plan de N expériences par ’expérience j de
I’ensemble des expériences candidates. On veut trouver le couple (imaz, Jmaz) QUi permet
d’obtenir le plus grand accroissement du déterminant de la matrice de Fisher; pour cela,
on calcule les N x (N, — 1) déterminants possibles si ’on autorise les répétitions d’expé-
riences, ou les N x (N, — N) déterminants possibles si I'on n’autorise pas les répétitions;
cette derniere situation se présente dans le cas des expériences numériques, ou la répétition
ne donne aucune information supplémentaire.

— Etape 3 : on introduit I'expérience j,q, dans le plan d’expériences et ’on en retire ’expé-
rience imqz. On retourne ensuite a I'étape 2 jusqu’a ce que le critére d’arrét soit vérifié.

On peut arréter I’algorithme, par exemple, lorsque 'accroissement du déterminant est plus
petit qu’un € fixé a priori.

Pour calculer le déterminant a l'itération courante, on peut utiliser le théoreme que ’on peut
trouver dans [RAO & TOUTENBURG 95] et qui est repris dans [GAUCHI 05].

L’échange d’une expérience i et d’'une expérience j se traduit, dans la matrice d’information,
par 'introduction d'un vecteur colonne x; a la place du vecteur colonne x;. La nouvelle matrice
d’information est :

’

(X'X)p41) = (X' XKy — b(xi)(x:) + (x;)d(x;) (4.11)

7] 0’y a pas de preuve formelle de convergence, mais lalgorithme converge trés souvent vers le maximum
global [GAUCHI 97B].
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Par conséquent, le déterminant est :

Aet((X'X)j47) = det(X'X)jq) x [1+ A0, ) (4.12)

avec

A(i,§) = hjj — [hiihj; — h3j] — hii

ol hjj est 'élément ij de la matrice chapeau Hy = [X(X'X)1X'];.

hij = dloxi) (X'X); 1 6(x;) (4.13)

Dans le cadre de ce mémoire, nous utilisons des plans optimaux discrets!®, pour lesquels il
n’y a pas unicité du résultat. L’'optimalité du plan dépend notamment de la grille de points
candidats utilisée et du tirage aléatoire du premier plan de ’étape 1. Etant donné qu’il n’y a
pas unicité du résultat, il est préferable de relancer k fois I'algorithme en partant de k tirages
aléatoires initiaux différents. En pratique, k est compris entre 5 et 10 et ’on choisit le meilleur
plan parmi les k plans créés.

4.4.2 Exemple d’utilisation d’un plan D-optimal

A titre d’illustration, nous présentons ici un exemple tres simple : le placement de N points
pour un modele linéaire & un facteur.

yi =00+ 01z + € x; € [—1;1] Vi € [1, N]

La matrice du modele X est :

I
Z2

—_ = —_ =

N

D’ou la matrice d’information
N
Doim1 Ti Qi1 T

15Comme nous 1'avons décrit en début de paragraphe, les points candidats sont les noeuds d’un maillage cor-
respondant a la discrétisation du domaine d’étude.
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dont le déterminant est égal a :

N N

det(X'X) = N i — () w:)?

1=1 =1

Maximiser le déterminant de (X’X) revient & minimiser la fonction :

sous les contraintes :

N N
)= (O a - NY 4
=1 =1

‘.%'Z’ S 1

Tout d’abord remarquons que J(x) > —N2. En prenant x; = (—1) on obtient :

J(z) = {

—N? si N pair
1-N? si N

impair

Le résultat est donc obtenu pour N pair puisque la borne inférieure est atteinte. Les deux
égalités doivent étre vérifides : Y. 22 = N = |z;| = 1 et Y, z; = 0, la moitié des valeurs se situe
en 1 et autre moitié en —1. Le plan d’expériences D-optimal d’un nombre pair d’expériences
consiste donc a spécifier la moitié des points sur le bord x = —1, 'autre moitié sur le bord

r = —+1.

Pour le cas N impair, utilisons les multiplicateurs de Lagrange. On range les contraintes en
contraintes actives (pour lequelles \; est non nul) et les contraintes inactives (pour lesquelles \;
est nul). On note F;(x) la contrainte 22 < 1, ¢ les contraintes actives et V Popérateur dérivée :

VJ(x)+ Zq: AiVF;i(x)=0
i=1

A partir de Fi(x) = (0,...,22;,0,...), et en posant a = ), x;, on obtient les N égalités :

2a — 2Nx;
2a — 2Nx;

+2Nx;, = 0 1< 4

<q
= g< 1 <N

On en déduit (\; — N)? = a?, pour 1 <i<qetz; =a/N, pour ¢ <i < N.L’expression

de la valeur minimale de J est

J(z*)

q N
—N[Zx? + Z 27 4 a®
=1 i=q+1
a? 9
—Nlg+ (N =q)qz]l+a
—Ng+ %az
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D’autre part :

q N
a = le-l-z.%z

=1 i=q+1

=1

Dot ag/N = "% | z; = k, nombre entier correspondant & la somme de ¢ nombres +1 ou
—1. On a alors J en fonction du nombre de contraintes actives g et de leur répartition k :

N
J(g,k) = —Nq+;k'2

q pair = ke€[-¢,—q+2,...,-2,0,2,...,4]
g impair = k€|-q¢,—q¢+2,...,—1,1,...,4q]

Pour un nombre ¢ donné, la valeur minimale de J est k = 0 si ¢ est pair et k? = 1 si g est
impair.

q pair = J>—Ngq

N
q impair = J>-Ng+ —
q

Considérons le cas ¢ pair :

N pair = q¢g=N = J' = —N?
N impair = ¢g=N-1 = J' = ~_N24+ N
Puis le cas ¢ impair
N pair = ¢g=N-1 = J" = _N(N_1)+%
N impair = q=N = J* = ~N241

L’examen de ces 4 cas montre que la solution minimale est atteinte pour ¢ = N quelle que
soit la parité de N. La valeur maximale du déterminant est donc N? si N est pair et N2 — 1 si
N est impair. La solution optimale correspond donc aux contraintes actives pour I’ensemble des
variables x;. Lorsque ¢ = N dans le cas N pair, on a k = 0 = a = 0 et donc les expériences z;
doivent étre partagées sur les valeurs +1 et —1. Pour N impair,onaa=1oua= -1, N —1
expériences x; se partagent sur les valeurs +1 et —1, et la restante sur +1 ou —1.

Nous avions souligné qu’il fallait utiliser le déterminant normé pour comparer deux plans
optimaux contenant un nombre différent d’expériences :

1
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ou p désigne le nombre de parametres du modele.

Sur cet exemple & deux parametres, si N est pair, le déterminant vaut N2, par conséquent,
le déterminant normé vaut 1. Si N est impair, le déterminant vaut N2 — 1, le déterminant normé

vaut alors 1 — %

La figure 4.4 représente la valeur du déterminant normé en fonction du nombre N d’expé-
riences du plan.

088 - Lo 1

0.94

Waleur du determinant norme

082

09 F ' 4

0.88 . L L i L

F1G. 4.4 — Valeur du déterminant normé en fonction du nombre N d’expériences du plan.

On pourrait penser que plus il y a d’expériences dans le plan, plus 'estimation des parameétres
pourra étre précise; or ces résultats montrent qu’il est préférable de créer un plan contenant un
nombre pair d’expériences pour ce probleme. L’ajout d’'une nouvelle expérience a un tel plan
a pour conséquence de diminuer la valeur du déterminant normé. Pour ce probleme, un plan
contenant un nombre impair d’expériences est sous-optimal par rapport a un plan contenant un
nombre pair d’expériences.

Ce résultat élémentaire illustre également, sous les hypotheses que 'on a imposées sur le
bruit, la relation entre la variance des parametres et le placement des points sur le domaine
d’étude. Ce lien est aussi décrit a I’aide de la figure 4.5.

Sur cette figure, nous pouvons voir 4 points A, B, A’ et B’. Pour chacun d’eux, nous avons
la méme incertitude symbolisée par la double fleche. Les deux points A et B donnent, dans le
pire cas, des parametres estimés de la droite tres éloignés des parametres recherchés, alors que
les points A’ et B’ donnent, méme dans le pire cas, des parametres estimés proches de ceux
recherchés. On voit donc tres nettement 'influence de la répartition des points sur la variance
des parametres.

Le placement des points au bord du domaine est justifié par 'existence d’un bruit expé-
rimental sur les données. On peut remarquer, néanmoins, que dans le cadre déterministe, la
planification au bord du domaine ne se justifie plus. Les plans que nous avons décrits sont op-
timaux par rapport a la minimisation de la région de confiance des parametres dépendante du
bruit expérimental. En ’absence de ce bruit, et pour I’exemple de la figure 4.5 le plan qui consiste
a réaliser les expériences en A et B est tout aussi valable.
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FI1G. 4.5 — Lien entre placement des points et variance des parametres

4.4.3 Les leviers et la D-optimalité

Reprenons 'exemple précédent du modele linéaire a un facteur y = 6y + 61z. Spécifions un
plan D-Optimal. Dans le cas ou le nombre d’expériences IV est pair, la matrice d’information est
(X’X) = NI. Le levier de ’exemple x; est donc égal & 2/N quel que soit i puisque xz; = +/ — 1.
Dans le cas N pair, la D-optimalité correspond a I'uniformisation des leviers.

Dans le cas N impair, la matrice d’information est égale a :

(X,X)_z\ﬂl—l< +/N—1 JF/N_1 )

Les leviers h;; sont :

L AN+ -
2 - N2_1
_ 2
- N+ /-1

Dans ce cas, 'uniformisation exacte des leviers n’est pas obtenue par la D-optimalité.

4.5 Les plans optimaux pour modeles non linéaire par rapport
aux parametres

Nous allons décrire dans ce paragraphe, la construction de plans d’expériences optimaux
pour modeles non linéaires. Pour une description plus détaillée voir [GAUCHI 97B].

4.5.1 La D-optimalité locale

Le principe de 'optimalité locale est dit & Chernoff [CHERNOFF 53]. On procede alors a un
développement de Taylor au premier ordre du modele autour du jeu de parametres 6, pour
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lequel la fonction de colit des moindres carrés est minimum.
f(x,0) ~ f(x,0r) + Z(x,0,)(0 — 6r)

ou Z est la matrice jacobienne du modele définie par :

[Z(x;,0)];; = (fﬂgg;e))xﬂq

Z est une matrice (IV,p) ou N est le nombre d’exemples du plan d’expériences et p le nombre
de parametres du modele. L’emploi de la matrice jacobienne permet de faire une approximation
locale du modele, approximation qui est linéaire par rapport aux parametres et linéaire en les
dérivées partielles du modele par rapport aux parametres. La matrice jacobienne du modele joue
alors le méme role que la matrice du modele X dans le cadre linéaire'®. Les définitions des criteres
d’optimalité des paragraphes précédents restent valables “localement”. Le critere de D-optimalité
devient le critére de D-optimalité locale que nous noterons D(6,)-optimalité et souvent désigné
par D(0)-optimalité dans la littérature ou 8y désigne une valeur a priori supposée représenter la
vraie valeur. La D-optimalité locale a été étudiée par Vila [VILA 91], MacKay [MACKAY 924],
Cohn [COHN 94] et plus récemment par Issanchou et Gauchi [ISSANCHOU & GAUCHI 04] et
Witczak [WITCZAK 06].

D’un point de vue algorithmique, on utilise les mémes algorithmes que dans le cas linéaire
en remplacant la matrice X par la matrice Z. Cependant, la matrice Z ne peut étre obtenue que
si un premier jeu de parametres a été estimé. Donc, avant de pouvoir spécifier des expériences
d’optimalité locale, il faut un premier plan d’expériences afin de créer un premier modele. Dans
la suite de ce mémoire, ce premier plan d’expériences sera créer par la méthode d’échantillonnage
LHS.

Il existe également des plans d’expériences optimaux pour modeles non linéaires qui n’uti-
lisent pas la linéarisation du modele non linéaire autour de @, ; une de ces familles est celle
fondée sur le critere de X-optimalité.

4.5.2 La X-optimalité

Dans cette approche [VILA 85], [VILA 86], [VILA & GAUCHI 07] on ne fonde plus le critere
d’optimalité sur la linéarisation du modele autour de @, mais sur la minimisation de I’espérance
du volume d’une région de confiance exacte pour le parametre 8. Pour une description détaillée de
ce critere voir [GAUCHI 97B]|. Cependant, ce critere est tres lourd numériquement et il n’est pas
exploitable pour des modeles contenant un tres grand nombre de parametres comme les réseaux
de neurones. De plus, l'existence d’un bruit expérimental est indispensable pour créer de tels
plans d’expériences. C’est pourquoi, dans la suite du mémoire, nous comparerons la méthode
d’apprentissage actif que nous proposons a des plans de D-optimalité locale pour lesquels la
variance de bruit de mesure tend vers zéro.

165 le modele est linéaire par rapport aux paramétres les matrice X et Z sont identiques.
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4.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des criteres d’optimalité les plus utilisés. Nous
avons décrit 'algorithme d’échange double de Fedorov, qui permet de construire des plans op-
timaux pour modeles linéaires par rapport aux parametres a partir de ces criteres d’optimalité.
Nous avons vu, ensuite, qu’en remplacant la matrice du modele X par la matrice jacobienne Z
du modele non linéaire pour la valeur de parametre 8., nous pouvions obtenir des plans d’expé-
riences pour modeles non linéaire en appliquant les mémes regles que dans le cadre linéaire : il
s’agit donc d’une optimalité locale. Dans le dernier chapitre, nous comparerons la D-optimalité
locale a la méthode LDR que nous proposons.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Nous allons introduire, dans ce chapitre, le principe général de 'apprentissage actif ("active
learning”) avant d’exposer la méthode LDR (Learner Disagreement from experiment Resam-
pling) que nous proposons [GAZUT & MARTINEZ 05], [GAZUT et al. 06] et [GAZUT et al. 07].
Comme son nom l'indique, la méthode LDR utilise le ré-échantillonnage des exemples de la base
d’apprentissage pour spécifier de nouveaux points. De nombreuses méthodes de ré-échantillonnage
peuvent étre utilisées ; nous utiliserons dans ce chapitre le bagging (notre méthode de planifi-
cation sera alors appelée LDR-bagging), que nous décrirons, et le leave-one-out (planification
par LDR-leave-one-out). Si la méthode de ré-échantillonnage n’est pas spécifée, c’est que nous
utilisons le bagging. Nous illustrerons d’abord la méthode LDR sur des exemples “jouets” simples
puis, nous testerons la méthode sur des cas tests plus complexes (dus & Friedman et & Homma
€ Saltelli), en comparant les résultats avec ceux obtenus avec des bases d’exemples obtenues &
I’aide de la D-optimalité locale, et avec des bases d’exemples obtenues de maniere aléatoire.

5.2 Principe général

La figure 1.1 du premier chapitre, présente un schéma de ’apprentissage supervisé avec un
générateur d’exemples, un superviseur (la fonction & approcher) et un apprenti (le modele a
concevoir). Cet apprentissage peut étre qualifié de passif : 'apprenti ne recoit que les données
délivrées par le générateur. En apprentissage actif, I’apprenti lui-méme, a ’aide de procédures
que nous décrirons, a la capacité de selectionner, parmi un grand nombre d’expériences réali-
sables (souvent un maillage de I’espace des entrées), celles qui doivent étre ajoutées aux données
initiales [COHN et al. 94] et [MELVILLE & MOONEY 04] (figure 5.1).

Superviseur

(o 400

X

Apprentissage
actif

F1G. 5.1 — Schéma de I’apprentissage actif.
Les techniques d’apprentissage actif peuvent étre résumées par 3 étapes :
— Entrainer 'apprenti a partir de la base d’apprentissage courante
— Choisir 'expérience x a réaliser parmi les expériences candidates. Cet ensemble d’expé-
riences candidates est généralement représenté, dans le domaine d’étude, par un maillage
obtenu par discrétisation de celui-ci.
— Réaliser I'expérience correspondant au point x et ajouter le point (x,y(x)) a la base d’ap-

prentissage.
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Chapitre 5. Apprentissage actif

On itére la procédure autant de fois que ’on souhaite de nouveaux points.

L’apprentissage actif recouvre donc un ensemble de méthodes visant a sélectionner les exemples
de facon a améliorer la construction des modeles. Cet objectif est aussi celui des plans d’expé-
riences. Un lien existe donc entre les deux approches.

Dans [COHN et al. 90] et [MACKAY 92B] ce lien est établi notamment avec la D-optimalité.
Les plans optimaux sont dus aux travaux de Kiefer [KIEFER 59| puis Fedorov [FEDOROV 72]. En
effet, leur approche est fondée sur le calcul de la matrice de dispersion, opérateur qui conditionne
la précison de 'estimation. La matrice de dispersion est utilisée pour estimer le gain d’informa-
tion apporté par une nouvelle requéte au superviseur. Le gain d’information a posteriori, avant
la connaissance de la réponse a la nouvelle requéte, est estimé par les techniques de Bayes. La
méthode nécessite donc plusieurs hypotheses sur les distributions a priori et les distributions
conditionnelles. Pour les modeles non linéaires par rapport aux parametres, la matrice de dis-
persion est obtenue par linéarisation.

En apprentissage actif, 'approche est différente. Elle est fondée sur la notion de comité d’ex-
perts (Query by Committee) introduite par [SEUNG et al. 92]. Chaque expert est un modele
hypothese différent. L’ensemble des hypotheses est utilisé pour établir une mesure de la diffé-
rence entre les prédictions appelée divergence des prédictions. La nouvelle requéte au superviseur
est celle qui maximise la divergence des prédictions. Les méthodes de comité d’experts, se dis-
tinguent principalement par la fagon de construire les experts et par la méthode de calcul de la
divergence des prédictions.

Dans [SEUNG et al. 92], en classification supervisée, les modeles hypotheéses sont construits
par un algorithme stochastique fournissant un modele différent a chaque apprentissage. Dans
[GILARDI & FARAJ 04] en régression non linéaire par réseaux de neurones, c’est I'initialisation
aléatoire des parametres qui permet de produire des modeles différents. Cette méthode ne peut
pas étre utilisée dans les approches classiques linéaires des plans d’expériences, ou le modele est
obtenu par un algorithme d’apprentissage déterministe. Cette approche de construction d’hy-
pothéses ne nous parait donc pas vraiment justifiée pour notre probleme dans le sens ou nous
mettons en place une méthode indépendante du choix de la famille de fonctions utilisée.

La seconde méthode pour construire les différentes hypotheses est fondée sur les techniques
de ré-échantillonnage par bootstrap par utilisation du Bagging [BREIMAN 96] ou du Boos-
ting [SHAPIRE 99]. Ces approches ont été proposées et développées principalement en classi-
fication supervisée avec des mesures d’utilité sur la requéte fondée sur les notions d’entropie
[MELVILLE & MOONEY 04] et [ABE & MAMITSUKA 98].

Notre approche en apprentissage actif est similaire aux méthodes de constructions des hy-
potheses fondées sur le bootstrap, et donc similaire a celle du Bagging. Elle est développée
dans le cadre de la régression qui a été beaucoup moins étudiée que la classification supervisée.
Nous avons utilisé la variance des prédictions comme mesure de divergence des prédictions. Les
réseaux de neurones utilisés comme hypotheses ont été construits par apprentissage, avec les
mémes valeurs initiales de parametres, sur des bases obtenus par ré-écchantillonnage bootstrap.
La variabilité des modeles obtenus représente donc la variabilité de I’apprentissage par rapport
au procédé d’échantillonnage utilisé pour engendrer la base d’exemples. Notre méthode se dis-
tingue donc de celles qui utilisent une approximation de la matrice de dispersion (inverse de la
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5.3. La méthode Learner Disagreement by experiment Resampling

matrice d’information des plans d’expériences). Une comparaison sera faite avec la D-Optimalité.

5.3 La méthode Learner Disagreement by experiment Resam-
pling

Comme nous 'avons décrit dans les chapitres précédents, 8, désigne le vecteur de parametres
du modele obtenu a partir de la base d’apprentissage £ et pour lequel la fonction de colt est
minimum. La variabilité de ce vecteur de parametres par rapport a la base d’apprentissage L a
été étudiée dans le cadre du Bagging que nous allons décrire, et que nous mettrons en oeuvre
dans le cadre de la méthode LDR que nous proposons.

5.3.1 Le Bagging

Le Bagging (acronyme de Bootstrap aggregating) a été proposé par Breiman [BREIMAN 96].
Supposons les points de ’échantillon £ choisis par un tirage aléatoire selon une densité de pro-
babilité P(x) définie dans U. En notant E, I'espérance calculée sur I’ensemble des échantillons
possibles £ de méme taille, le modele agrégé est défini de la maniere suivante :

fa(x) = Ec[f(x,60r)] (5.1)

Parmi 'ensemble des modeles construits sur des échantillons de méme taille £, le modele
agrégé est celui qui minimise I'espérance de ||f(x,02) — y(x)||? :

1£a(x) = y()|I* = 1Ec[f (x, 02)] = y(x)II* < Ec[ll f(x,0c) - y(x)[%]

La solution optimale peut étre estimée par la moyenne des modeles sur une famille de bases £*
et ne peut évidemment pas étre calculée a partir d’une seule base d’apprentissage. Obtenir une
famille de bases £** peut étre couteux; le Bagging consiste alors & approcher I'espérance f4(x)
par ré-échantillonnage bootstrap de la base initiale. On n’utilise, ainsi, qu’une unique base £ a
partir de laquelle on crée une famille de bases £** constituée des répliques bootstrap de L.

En notant Ly la base d’apprentissage initiale constituée de N exemples et Lﬁ}‘\l,’ la réplique
b de N exemples obtenue a partir de £y, I'estimation de I’espérance, obtenue par bootstrap a
partir de B répliques est :

1 B
fne) =5 > f(x000)

b=1

La figure 5.2 est un schéma de la méthode bagging.
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F1c. 5.2 — Modele agrégé obtenu & partir du ré-échantillonnage bootstrap.

La méthode bagging améliore l'efficacité de la prediction si une perturbation de la base
d’apprentissage entraine des changements significatifs sur le modele construit.

5.3.2 Choix de ’exemple a replanifier

De méme que 'on estime 'espérance des valeurs de prédiction, nous pouvons estimer leur
variance en utilisant le bootstrap. L’expression de I'estimation de la variance est la suivante :

B
B0, 023)] = 5 D (F(x,00) — v s(x))’

b=1

s%[f(x,0c, )] représente donc la variance des sorties estimées par les modeles, dont les bases

d’apprentissage sont des répliques bootstrap, autour du modele agrégé fa(x). La méthode d’ap-
prentissage actif que nous proposons consiste a ajouter de nouvelles expériences dans les régions
de 'espace des entrées ol ’estimation bootstrap de la variance des prédictions est la plus grande,
c’est-a-dire dans les zones de I'espace des entrées ou les modeles construits a partir des répliques
bootstrap sont le plus en désaccord. Notre méthode s’inscrit dans le cadre des méthodes QbC
(Query by Committes). En reprenant la métaphore du maitre et de 1’éleve de 'apprentissage
statistique, dans le cadre de notre méthode, il s’agit d’un maitre et d’une classe d’éleves. Chaque
éleve apprend a partir d’une partie des données (répliques bootstrap), le maitre pose des ques-
tions (les points du maillage), les éleves donnent leurs réponses (l’estimation aux points de
maillage) et demandent au maitre la réponse exacte a la question qui a provoqué le plus grand
désaccord.

La méthode que nous proposons peut se résumer de la maniere suivante :

— Trouver le point pour lequel la variance des prédictions est maximale
Xnpew = AT‘gM(IIerS%[f(X, OEN)]

— Réaliser I'expérience numérique correspondant a l'entrée Xew (Y(Xnew)) €t ajouter ’expé-
rience (Xpew, Y(Xnew)) & la base d’apprentissage initiale £y pour obtenir la base Ly 1.
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5.3. La méthode Learner Disagreement by experiment Resampling

»CN+1 =LyU {(Xnewyy(xnew))}

Cet apprentissage actif peut étre interrompu lorsque la décroissance de la variance de pré-
diction n’est plus significative ou lorsque le nombre maximum d’expériences défini a priori est
atteint. L’algorithme LDR ci-dessous résume la méthode.

L’algorithme LDR

En se donnant :

T - la base d’apprentissage

P - le maillage de ’espace des entrées

y - le processus inconnu que ’on cherche a modéliser
k - le nombre d’expériences que ’on souhaite ajouter
N - la taille initiale de la base d’apprentissage
Répéter k fois :

1. Créer B répliques bootstrap £*Nb

2. Calculer le modele agrégé par bootstrap fn z(x)

3. Vz; € P calculer I'estimation de la variance de prédiction s3[f(z, 6, )]
4

. Déterminer le point de P pour lequel la variance de prédiction est maximale, noté
$new

5. Extraire @,e, de P and ajouter (Zpew, Y(Tnew)) & T5 (N — N +1).

La méthode reste inchangée si I'on utilise d’autres méthodes de ré-échantillonnage que le
bootstrap. Par exemple, pour des modeles linéaires par rapport aux parametres comme les
polynomes, on peut utiliser le leave-one-out pour estimer la variance des prédictions. Le calcul
de cette variance est alors beaucoup plus simple, plus immédiat et ne necessite pas la phase
de choix de modeles. En effet, un seul apprentissage et un seul calcul de la matrice chapeau H
permettent de calculer cette variance, par I'intermédiaire du leave-one-out virtuel vu au chapitre
2. La variance des parametres obtenue par leave-one-out s’écrit :

Sto(6) = XTA(XY)

ot XT = (X'X)7!X’ est la pseudo inverse de X, et A est la matrice d’élement A;; =
%a?ézj - ﬁaiaj avec o; — T‘i/(l — ]’Lu)

La variance des prédictions au point x s’exprime comme :

sto(f(%,8)) = ¢(x) XTAX " ¢(x)
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Le point que I'on replanifie est, parmi un ensemble de points candidats, celui pour lequel la
variance est maximale :

Xnew = ATgMaxer\ |¢(X),X+A1/2||

Nous allons aborder la planification d’expériences pour modeles linéaires par rapport aux
parametres a la fin de ce chapitre au paragraphe 5.5.6 et comparer la qualité des bases replanifiées
dans ce cas a la qualité des bases LHS.

5.3.3 Un exemple didactique simple
Le sinus cardinal en dimension 1

Pour illustrer simplement la méthode, nous avons utilisé, comme processus générateur des
données, la fonction sinus cardinal en dimension 1 sur le domaine [—4; 10]. La base d’apprentis-
sage initiale contient dix exemples non uniformement distribués dans I’espace des entrées. Nous
estimons la variance des prédictions par Bootstrap sur ’ensemble du domaine et nous ajoutons,
dans la base d’exemples initiale, le point (x,y(x)) ou x est le point de maillage pour lequel la
variance des prédictions est maximale et y la valeur de la réponse du processus a modéliser en
ce point. Les modeles créés a partir des répliques bootstrap de la base d’apprentissage sont des
réseaux de neurones contenant 4 neurones cachés.

La figure 5.3 présente les résultats pour les six premiers points ajoutés aux exemples d’ap-
prentissage initiaux.

La variance des prédictions décroit de maniére significative a chaque itération au voisinage
des nouveaux points expérimentaux, et décroit de maniere globale sur ’ensemble du domaine.
Nous aurions pu interrompre la procédure a la cinquiéme étape car la variance des prédictions
n’y est plus significative et il n’y a pas de réel désaccord entre les modeles.

La figure 5.4 présente ’évolution de 'erreur de généralisation, estimée a partir d’un maillage
tres fin du domaine d’étude (cf equation (3.10)), en fonction du nombre d’expériences ajou-
tées. Cette erreur de généralisation a été calculée pour des modeles ayant appris sur les bases
d’exemples créées par la méthode LDR d’une part, et par une planification aléatoire d’autre part.

Cette courbe n’est pas statistiquement significative, puisque nous avons comparé une base
de données obtenue par LDR a une seule réalisation aléatoire d’une base; elle est présentée ici
de maniére uniquement illustrative. Une étude plus significative sera décrite dans la section 5.4
de ce chapitre.

Le sinus cardinal en dimension 2
sin(y/x2+y2)
$2+y2

Nous avons utilisé également le sinus cardinal en dimension 2 (f) en utilisant cette

fois-ci comme base d’apprentissage initiale un tirage LHS de 50 points sur le domaine [—4;10]2.
Les modeles construits a partir des répliques bootstrap de la base d’apprentissage sont des

142



5.3. La méthode Learner Disagreement by experiment Resampling

Expériences
Varin s

ce des prédictions
Expériences LDR

«i

0

02 F

S SR
o

]

10

1}
[

R

N R S

F1G. 5.3 — Apprentissage actif par la méthode LDR sur le sinus
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FI1G. 5.4 — Comparaison de I’erreur de généralisation entre des modeles ayant appris sur les bases engendrée par
LDR d’une part, et par planification aléatoire d’autre part.
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Chapitre 5. Apprentissage actif

réseaux de neurones de type MLP avec 6 neurones cachés. La figure 5.5 présente la répartition
des points de la base d’apprentissage initiale sur le domaine d’étude.

F1G. 5.5 — Répartitions des points LHS sur le domaine [—4; 10]2 pour le sinus cardinal en dimension 2.

La figure 5.6 présente ces mémes points répartis sur la surface sinus cardinal. Le voisinage
de l'origine, ou la fonction est maximale, ne comporte pas plus de points que les régions ou la
fonction varie moins.

Sinus Cardinal

0s
0
04
0.2

02
04

F1G. 5.6 — Répartitions des points LHS sur la surface sinus cardinal.

Nous avons utilisé la méme démarche que précédemment. La figure 5.7 présente le profil de
variance des prédictions a l'itération 0.

Le maximum de variance est atteint au voisinage du point (—4;1); cette zone correspond
a une carrence d’information (il y a trés peu de points au bord entre les points (—4,—2) et
(—4,8)). Comme precedemment, de nouveaux exemples sont ajoutés a la base d’apprentissage
aux points ou la variance de prédiction est maximale. La figure 5.8 représente les nouveaux profils
de variance a chaque itération. Le numéro de l'itération correspondant & chacun des profils de
variance est noté en haut a droite de chaque figure.

La figure 5.9 montre les points ajoutés a la base d’apprentissage.

Un certain nombre de points sont ajoutés aux bords du domaine; les autres points ajoutés
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F1G. 5.7 — Profil de variance des prédictions estimée par Bootstrap pour le sinus cardinal en dimension 2.

sont concentrés autour de l'origine, c’est-a-dire dans la zone de forte variations de la sortie du
processus sinus cardinal.

5.4 Comparaison entre méthodes pour la modélisation du pro-
cessus de Friedman

Nous allons étudier a présent des processus générateurs plus complexes que les précédents.
Nous considérerons deux exemples classiques, celui de Friedman et celui de Homma et Saltelli.
Pour ces deux processus, nous postulons des modeles non linéaires de type MLP que nous
avons décrits au premier chapitre. L’apprentissage actif LDR, la D-optimalité locale appliquée
aux réseaux MLP, et la planification aléatoire seront mis en oeuvre pour constituer des bases
d’apprentissage. Les capacités de généralisation des modeles construits a partir de ces bases
seront comparées.

5.4.1 La fonction de Friedman

Le processus générateur des données est la fonction de Friedman :

y(x) = Oy sin(ma120) + Oo(x3 — 03)% + G424 + O525 (5.2)

avec 91 = 94 = 0.4, 92 = 0.8, 93 = 0.5, 95 =0.2et x; € [0; 1]Vl = 1, ...,5

Cette fonction de R® dans R joue le role d’un code de calcul : aucun bruit de mesure n’est
ajouté aux résultats numeériques. Les trois méthodes de planification que nous allons tester
utilisent le méme plan d’expériences initial obtenu par un tirage LHS de 100 expériences. Les
modeles neuronaux que nous utilisons sont des réseaux MLP avec 6 neurones cachés'” & fonctions
d’activation logistiques et un neurone de sortie linéaire. 30 expériences supplémentaires seront
planifiées.

"Une étude préalable & montré que cette architecture offrait un bon compromis entre biais et variance.
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F1G. 5.8 — Profils de variance pour différentes itérations de replanification pour le sinus cardinal en dimension
2.
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0

F1G. 5.9 — Répartition des points spécifiés par la méthode LDR parmi les points de la base d’apprentissage.

5.4.2 Procédure de test et résultats

Le premier objectif est 'estimation et la comparaison des capacités de généralisation de
modeles dont ’apprentissage a été réalisé avec des bases obtenues par les méthodes D-optimales,
LDR, et par tirage aléatoire. Nous étudierons ensuite 1’évolution de 'erreur de généralisation en
fonction du nombre de points ajoutés a la base initiale.

Comparaison entre plan D-optimal, plan LDR et plans aléatoires

L’utilisation d’un plan initial est indispensable pour la D-optimalité et la méthode LDR afin
de procéder a la création des premiers modeles. Ils permettent de calculer la matrice jacobienne
Z dans le cas de la D-optimalité, et de procéder au calcul de la variance des prédictions dans le
cadre de la méthode LDR.

Les 30 expériences a ajouter aux 100 expériences du plan LHS initial seront spécifiées en une
seule fois pour la D-optimalité, et point par point pour la méthode LDR. Pour les plans naifs
(aléatoires), 30 expériences seront ajoutées au hasard. Les plans obtenus par la D-optimalité
et par la méthode LDR seront comparés entre eux, et a un ensemble de 1000 bases aléatoires
différentes pour que les résultats soient statistiquement significatifs.

Un plan P sera considéré meilleur qu’un plan P, pour un modele postulé donné, si I'erreur
de généralisation du modele dont les parametres ont été estimés a partir des exemples de P;
est plus faible que 'erreur de généralisation du modele dont les parametres ont été estimés a
partir des exemples de P». Cette erreur de généralisation est estimée a 1’aide d’une base de test
comprenant 20 000 exemples. Les modeles que nous postulons étant des réseaux de neurones,
non linéaires par rapport aux parametres, plusieurs estimations des parametres, correspondant a
des minima différents de la fonction de colt, peuvent étre obtenues a partir d’'un méme ensemble
d’apprentissage. Conformément aux résultats du paragraphe 3.5.2, nous retenons le modele cor-
respondant au plus faible minimum de la fonction de cout, parmi 30 valeurs initiales différentes
des parametres. Les composantes du vecteur des parametres sont tirées aléatoirement dans 1’in-
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tervalle [—%, 3] correspondant & lintervalle ou la fonction d’activation des neurones cachés (la

fonction logistique pour les réseaux de neurones que nous utilisons) est linéaire.

La figure 5.10 représente I’histogramme des 1000 erreurs de généralisation des modeles
construits sur les bases aléatoires ainsi que ’erreur de généralisation des modeles dont ’appren-
tissage a été conduit sur le plan obtenu par la D-optimalité et le plan obtenu par la méthode
LDR.

00 -

I Selection Aleatoire
Selection LDR. -------
Selection D-opt --------

20 |-

g | L . VL o~ d
Te-04 C.oo1 oot ai 1 o
Lrreur de generalisalion

F1G. 5.10 — Histogramme des erreurs de généralisation de modeles dont les parametres ont été estimés & partir
de 1000 plans aléatoires. L’erreur de généralisation est évaluée sur un échantillon de 20 000 exemples. Les deux
segments verticaux sont les erreurs de généralisation des modeles dont ’apprentissage a été conduit a partir des
plans obtenus par la D-optimalité et la méthode LDR.

96,7 % des modeles obtenus & partir des bases aléatoires généralisent moins bien que celui
obtenu & partir de la méthode LDR, 94,8 % d’entre eux généralisent moins bien que le mo-
dele obtenu par apprentissage & partir du plan D-optimal. Ces deux méthodes de planification
d’expériences sont plus efficaces que la planification aléatoire.

Comparaison entre plan D-optimal et plan LDR

Grace au modele obtenu a partir de la base LHS initiale, nous avons fait une planification
D-optimale et une planification LDR. Le test de comparaison de ces plans consiste a estimer les
erreurs de généralisation de 1000 modeles dont les parametres ont été initialisés différemment
avant ’apprentissage.

La figure 5.11 représente les histogrammes des erreurs de généralisation de ces modeles. Nous
avons créé 1000 modeles a partir de la base D-optimale et 1000 modeles a partir de la base LDR.
Chacun de ces modeles est le meilleur modele en apprentissage parmi 30 modeles initialisés
différemment. La figure 5.12, représente la fonction de répartition de I'erreur de généralisation
de ces modeles; elle montre que les deux méthodes permettent d’obtenir des performances de
généralisation tres voisines, pour le processus générateur considéré et la complexité de modeles
considérée.
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F1G. 5.11 — Histogramme des 1000 erreurs de généralisation pour la planification D-optimale et la planification
LDR. Nous avons conduit 'apprentissage de 1000 modeles, chacun d’entre eux est le meilleur modele en appren-
tissage parmi un ensemble de 30 modeéles initialisés différemment. Nous avons calculé pour chacun d’eux l'erreur
de généralisation sur un ensemble de test de 20 000 exemples. Cette figure représente ’histogramme des valeurs
d’erreur de généralisation de ces 1000 modeles pour la D-optimalité et pour la méthode LDR.

Evolution de I’erreur de généralisation en fonction du nombre d’exemples

Nous étudions a présent 1’évolution de 'erreur de généralisation en fonction du nombre de
points ajoutés a la base initiale. Nous avons estimé l'erreur de généralisation des modeles qui
apprennent sur les bases de N exemples pour N variant de 100 (base LHS initiale) & 130 (base
finale). Pour chaque valeur de N, on applique la méme regle de choix de modele, qui consiste a
prendre comme vecteur initial de parametres, celui du meilleur modele en apprentissage parmi
30 modeles entrainés.

La figure 5.13 représente I’évolution de 'erreur de généralisation en fonction du nombre de
points ajoutés a la base initiale. L’erreur de généralisation décroit lorsque le nombre de points
augmente, mais I’on n’observe pas de différences significatives entre les évolutions qui résultent
des deux méthodes de planification.

5.5 Comparaison entre méthodes pour le processus de Homma
et Saltelli

5.5.1 La fonction de Homma et Saltelli

Le processus générateur des données est la fonction de Homma et Saltelli :

y(x) = sin(x1) + Tsin®(x2) + 0.1z3sin(z) (5.3)

avec x; € [-mym] Vi=1,...,3

Cette fonction de R? dans R joue le role d'un code de calcul : aucun bruit n’est ajouté aux
données. Cette fonction est difficile & modéliser ; le paragraphe suivant est consacré au choix de
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F1G. 5.12 — Fonction de répartition de l'erreur de généralisation pour la planification D-optimale et la planifi-
cation LDR.
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FIG. 5.13 — Evolution de Perreur de généralisation des modeles dont ’apprentissage a été effectué sur les bases
planifiées par la méthode LDR et la D-optimalité, en fonction du nombre d’exemples que contiennent ces bases.
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I’architecture des réseaux de neurones qui permettent de modéliser les données obtenues.

5.5.2 Choix de P’architecture optimale pour le modele de Homma et Saltelli

Afin de trouver I'architecture optimale des réseaux de neurones, nous avons calculé I’erreur
quadratique moyenne d’apprentissage (EQMA) et 'erreur quadratique moyenne de test (EQMT)
en fonction du nombre de neurones cachés. Pour chacune des architectures, nous avons reporté,
sur la figure 5.14, les erreurs obtenues pour 20 modeles initialisés différemment. Nous avons
également fait varier le nombre d’exemples N de la base d’apprentissage initiale (N = 50,
N =100 et N = 200).

La premiere colonne de figures correspond a I’évolution de 'EQMA. La deuxiéme colonne
correspond a I’évolution de TEQMT. Les trois lignes de figures représentent respectivement les
résultats pour N =50, N = 100 et N = 200.

Les modeles construits a partir de la base d’apprentissage contenant 50 exemples n’ont pas
de bonnes capacités de généralisation. Les modeles construits a partir de la base d’apprentissage
a 200 exemples sont plus satisfaisants. On pourra difficilement observer, dans ce cas, I'impact des
points ajoutés sur les capacités prédictives des modeles, car la base parait suffisamment complete
pour que de bons modeles puissent étre créés. C’est pourquoi nous avons fait le choix d’utiliser
une base d’apprentissage initiale contenant 100 exemples ainsi que des réseaux de neurones avec
12 neurones cachés. Nous pourrons ainsi observer 'apport des points planifiés sur les capacités
de généralisation des modeles.

5.5.3 Procédure de test et résultats

Les tests doivent permettre d’estimer, comme précédemment, les performances des plans
d’expériences obtenus a partir des méthodes D-optimal, LDR et aléatoire en termes d’erreur de
généralisation des modeles construits a partir de ces bases.

Comparaison entre plan D-optimal, plan LDR et plans aléatoires

Pour les trois méthodes, un plan d’expériences initial obtenu par un tirage LHS permet de
créer un premier modele. Le plan LHS initial comporte 100 exemples, auxquels 60 expériences
sont ajoutées.

La figure 5.15 représente les points du plan LHS initial en projection sur les plans (Ozjz2),
(Ox123) et (Oxazs)
Ce plan LHS initial permet d’explorer correctement le domaine d’étude.

Comme pour le cas du processus de Friedman, nous allons comparer les trois méthodes entre
elles. Nous avons comparé les capacités de généralisation de modeles obtenus & partir du plan
D-optimal et du plan créé par la méthode LDR aux capacités de généralisation de modeles obte-
nus par apprentissage a partir de 1000 bases aléatoires différentes. L’erreur de généralisation des
modeles est estimée a 1’aide d’une base de test comprenant 20 000 exemples. Nous utiliserons la
méme stratégie de choix de modeles que pour le cas précédent : le modele sélectionné est celui
qui a la plus petite erreur d’apprentissage parmi 30 modeéles initialisés différements.

La figure 5.16 représente ’histogramme des 1000 modeles construits a partir des bases aléa-
toires, ainsi que 'erreur de généralisation des modeles dont 'apprentissage a été conduit sur les
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F1G. 5.14 — Erreur d’apprentissage et erreur de test pour différentes architectures et pour différentes tailles de
bases d’apprentissage. Chaque architecture est représentée par un code de couleur différent.
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F1G. 5.15 — Plan LHS initial vu en projection.

plans obtenus par la D-optimalité et la méthode LDR.
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F1G. 5.16 — Histogramme des 1000 erreurs de généralisation des modeles obtenus par apprentissage & partir
de bases obtenues par planification aléatoire. Nous avons conduit I’apprentissage de modeles (le meilleur modele
en apprentissage parmi 30) sur chacune des bases aléatoires. Les deux segments verticaux sont les erreurs de
généralisation des modeles dont I'apprentissage a été conduit a partir des plans obtenus par la D-optimalité et la
méthode LDR.

Comme attendu, la méthode LDR et la méthode D-optimale permettent d’obtenir de meilleurs
résultats que la planification aléatoire. Les modeles construits a partir de la D-optimalité sont
meilleurs que ceux obtenus par planification aléatoire dans 86 % des cas. Les modeles obtenus
a partir de la méthode LDR sont meilleurs que ceux obtenus par planification aléatoire dans 91
% des cas.

Comparaison entre plan D-optimal et plan LDR

Comme pour le processus de Friedman, le modele obtenu & partir du plan LHS initial nous
permet de planifier de nouvelles bases par la méthode D-optimale et par la méthode LDR. Le test
de comparaison des deux méthodes consiste a entrainer 1000 modeles, avec 1000 initialisations
différentes sur chacune des bases. Chacun des 1000 modeles est le meilleur modele en apprentis-
sage parmi 30 modeles initialisés différemment. On calcul 'erreur de généralisation de chacun
des 1000 modeles a l’aide d’'un ensemble de test comportant 20 000 exemples. La figure 5.17
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représente les histogrammes des erreurs de généralisation de ces modeles pour la D-optimalité
et la méthode LDR.

' Tk ' : PDR-Bagaing
140 |- / D-optimality
120 4
100 b i
80 | I
80 |-
a0k .I \ 4
20 4
0 4 , "I . L= it i —= )
g 0.001 0.002 0.003 0.004 0005 0.006 0.007

EQMT

F1G. 5.17 — Histogramme des 1000 erreurs de généralisation pour la planification D-optimale et la planification
LDR. Nous avons créé 1000 modeles (chacun d’eux étant le meilleur modele en apprentissage parmi 30). Nous
avons calculé 'erreur de généralisation sur chacun d’eux. Cette figure représente 1’histogramme de ces 1000 valeurs
pour la D-optimalité et pour la méthode LDR.

Pour le processus considéré, les modeles construits sur la base LDR ont de meilleures per-
formances en généralisation que ceux construits sur le plan D-optimal. Nous pouvons remarquer
que la dispersion des erreurs de généralisation de ces modeles est moins importante que pour le
processus de Friedman (voir figure 5.11). Ceci peut s’expliquer par le nombre de points de la base
finale par rapport a la dimension de ’espace des variables. Les bases finales pour le processus
de Friedman contiennent 130 expériences pour un espace des entrées de dimension 5, alors que
nous avons des bases finales contenant 160 expériences pour un espace des entrées de dimension
3 pour le processus de Homma et Saltelli.

La figure 5.18 représente la fonction de répartition des erreurs de généralisation. 73 % des
modeles entrainés sur la base LDR ont une erreur de généralisation inférieure & 2.1073 contre
26% dans le cas des modeles ayant appris sur le plan D-optimal.

5.5.4 Zones de replanification
Points D-optimaux

La figure 5.19 représente les projections des 60 points D-optimaux replanifiés. Seuls deux
points sont situés a l'intérieur du cube expérimental. Tous les autres points replanifiés sont
situés sur les sommets, sur les arétes ou sur les faces de ce cube.

Points LDR

La figure 5.20 représente les projections des 60 points LDR replanifiés.

La similitude est treés forte. Dans les deux cas, on note une faible présence de points a
I’'intérieur du domaine d’étude et une forte présence sur les faces et les arétes du domaine. Notons,
néanmoins, que la méthode LDR conduit & replanifier les 8 sommets au lieu de 4 replanifiés par
la D-optimalité (voir figure 5.21).
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F1G. 5.18 — Fonction de répartition de I’erreur de généralisation des modeles construits & partir des bases D-
optimale et LDR. Certains modeles construits & partir du plan D-optimal ont obtenu une erreur de généralisation
supérieure & 7.107% que nous n’avons pas reportée sur les graphiques. Ceci explique pourquoi la fonction de
répartition pour la D-optimalité n’atteint pas 100 % pour une erreur de généralisation de 7.1073.

Bot

F1G. 5.20 — Plan LDR final vu en projection.

o |

Intérieur Face Aréte | Sommet
D-optimal 3.33 % 41.67 % | 48.33 % 6.67 %
LDR 8.33 % 46.67 % | 31.67 % | 13.33 %

F1G. 5.21 — Type de point replanifié pour les deux méthodes.
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5.5.5 Temps de calcul

Ce paragraphe fournit des ordres de grandeurs de temps de calcul pour mener la campagne
de planification pour le modele de Homma et Saltelli. Pour planifier un point, il faut tout d’abord
entralner plusieurs réseaux de neurones, afin de choisir le meilleur en apprentissage. Le vecteur
initial des parametres de ce modele est ensuite utilisé pour initialiser tous les réseaux de neu-
rones construits a partir des répliques bootstrap de la base d’apprentissage. Il faut réaliser 30
apprentissages pour effectuer cette étape de choix de modele. La deuxieme étape de la méthode
consiste a entrainer 200 réseaux de neurones sur des répliques bootstrap de la base d’appren-
tissage courante. Il faut donc réaliser 200 apprentissages, ainsi que le calcul de la variance des
prédictions, pour effectuer cette deuxieme étape. Il faut donc au total 230 apprentissages, et le

calcul de la variance des prédictions pour planifier un point.

La planification d’un point demande environ 7 minutes sur un ordinateur conventionnel muni
d’une unité centrale Pentium IV. Ce temps est négligeable par rapport au temps requis par un

code numérique pour le calcul de la réponse correspondante.

5.5.6 Evolution de I’erreur de généralisation en fonction du nombre d’exemples

Evolution D-optimale et LDR

Le procédé de comparaison que nous avons mis en oeuvre est différent de celui du cas précé-
dent. Nous avions visualisé 'erreur de généralisation pour chaque point replanifié. Etant donné
que la variabilité des performances des modeles en fonction de 'initialisation de leurs parametres
est trés grande pour le processus de Homma et Saltelli (voir paragraphe 5.14), nous avons réa-
lisé 'histogramme des erreurs de généralisation des 1000 réseaux de neurones construits a partir
de la base LHS initiale et ’avons comparé aux histogrammes des erreurs de généralisation des
modeles construits a partir de la base D-optimale de 160 points, la base LDR de 160 points ainsi

qu’une base LHS de 160 points (voir figure 5.22).
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F1G. 5.22 — Histogramme des erreurs de généralisation (en echelle log) de 1000 modeles entrainés sur la base
initiale LHS commune aux deux stratégies et les histogrammes des erreurs de généralisation de 1000 modeles
entrainés sur une base LHS de 160 points et sur les bases D-optimale et LDR finales.

Pour s’affranchir du probleme de la forte influence de l'initialisation des parametres des
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modeles sur leurs performances, nous avons visualisé 1’évolution de I’erreur de généralisation en
fonction du nombre d’exemples replanifiés pour des modeles linéaires en leurs parametres.
Evolution dans le cadre de modeles linéaires

Comme nous 'avons précisé en début de chapitre, la variance des prédictions peut aussi
étre estimée par d’autres méthode de ré-échantillonage que le bootstrap, le leave-one-out par
exemple. Lorsque les modeles sont linéaires par rapport aux parametres, la variabilité des para-
metres peut étre calculée explicitement. C’est pourquoi nous avons utilisé des modeles linéaires
en les parametres (polynomes de degré 6, possédant 84 parametres) sur le processus de Homma
et Saltelli, et avons replanifié le point de variance des prédictions maximale calculée par leave-
one-out. Nous allons ensuite comparer la qualité des bases LDR a la qualité des bases LHS de
méme taille.

Rapellons que les modeles que nous utilisons sont de la forme :
P
F(x,0) = Ordi(x) = ¢(x)'6
k=0

La valeur des parametres 6y, est obtenue par la méthode des moindres carrés, que nous avons
décrite au premier chapitre. Nous avons vu, au chapitre 2 (equation (2.12)) que la variance des
parametres d’un modele linéaire estimée par leave-one-out s’écrit :

Sto(8) = XTA(XT)

ot XT = (X'X)7!X’ est la pseudo inverse de X, et A est la matrice d’élement A;; =
%a?ézj — ﬁaiaj avec o; = T’i/(l - ]’Lu)

La variance des prédictions au point x s’exprime comme :

sto(f(x,8)) = ¢(x) XTAX " ¢(x)

Le point que I’on replanifie est, parmi un ensemble de points candidats, celui pour lequel la
variance est maximale :

Xnew = ATgMaxxGU’|¢(X)lx+A1/2||

Nous avons comparé 'erreur de généralisation de modeles construits a partir des bases ob-
tenues par la méthode LDR leave-one-out et celles obtenues par des bases LHS pour des tailles
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allant de 100 a 250 expériences. Etant donné que la méthode LHS est aléatoire et afin d’ob-
tenir une comparaison plus robuste entre les deux méthodes, nous avons utilisés 50 bases LHS
différentes pour chaque taille et nous avons calculé la moyenne et 1’écart-type de l'erreur de
généralisation dans chaque cas.

La figure 5.23 montre 1’évolution de I'erreur de généralisation des modeles construits a partir
des bases LDR ainsi que ’évolution de la moyenne et de I’écart-type de 'erreur de généralisation
des modeles construits a partir des bases LHS.

Homma - Saltelli
100 T T T 1 T

LHS
LDR

erreur de gé

ol i . i . | i :
00 120 140 160 1SD 200 220 240 260

Nombre d'expériences

F1G. 5.23 — Comparaison entre les bases LHS et LDR. Nous avons approché la fonction de Homma et Saltelli
par des polynoémes de degré 6. La variance des prédictions est estimée par leave-one-out virtuel. Pour la stratégie
LHS, pour toutes les itérations k = 1, ..., 150, 50 bases LHS de taille 100 + k ont été créées. Nous avons reporté la
moyenne et I'écart-type de 'erreur de généralisation des modeles construits sur ces bases. Pour la méthode LDR,
un seul point est ajouté a chaque itération. Le point choisi est celui pour lequel la variance des prédictions est
maximale.

Comme on pouvait s’y attendre, la méthode LDR leave-one-out est plus efficace que LHS.
Pour des bases de méme taille, 'erreur de généralisation des modeles construits a partir des
bases LDR est plus faible que la moyenne des erreurs obtenues a partir de LHS d’au moins un
écart-type de l'erreur de généralisation LHS. De plus, cette étude nous a permis de visualiser
I’évolution de 'erreur de généralisation en fonction du nombre de points ajoutés en dehors de
toute considération de choix de modeles étant donné que nous utilisons des polynoémes. C’est
d’ailleurs pour cela que ’évolution est beaucoup plus réguliere que dans le cas des réseaux de
neurones (voir figure 5.13 pour le processus de Friedman).
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5.6 Conclusion

La méthode d’apprentissage actif LDR, que nous proposons pour planifier des expériences
numériques pour modeles non linéaires, a été décrite en détail dans ce chapitre. Nous avons
présenté des comparaisons entre les capacités de généralisation de modeles qui ont été congus
par apprentissage a partir de bases de données planifiées par LDR et par D-optimalité locale.
Deux processus générateurs des données ont été utilisés : le processus de Friedman et celui de
Homma et Saltelli. Les résultats concernant le premier processus ne mettent pas en évidence de
différences significatives entre les qualités des bases créées par les deux méthodes. En revanche,
sur le processus de Homma et Saltelli, les capacités de généralisation de modeles congus a partir
de la base d’exemples LDR étaient supérieures a celles de modeles construits a partir de la base
D-optimale.
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Nous nous sommes attachés, dans cette these, a développer une procédure de planification
d’expériences dans le contexte de la simulation numérique. Nous avons présenté une méthode
de planification d’expériences simulées fondée sur 'apprentissage actif. Cette discipline faisant
partie de la théorie de 'apprentissage statistique, nous avons consacré le premier chapitre de ce
mémoire a décrire les fondements de cette théorie.

Une premiere partie de mon travail de these a été de déterminer 'importance d’un exemple
dans le processus d’apprentissage par des méthodes statistiques de ré-échantillonnage. Détermi-
ner une mesure de 'influence des exemples nous paraissait étre un premier pas vers la planifica-
tion d’expériences. Dans le cadre de modeles linéaires par rapport aux parametres et pour des
données bruitées, la variance des prédictions des modeles est corrélée aux leviers. Le coeflicient
de corrélation est la variance du bruit expérimental. Cependant, pour des données déterministes,
cette corrélation n’est plus valable puisque le coefficient de corrélation (le bruit expérimental)
n’existe pas. C’est pourquoi nous avons estimé la variance des prédictions par la technique de
ré-échantillonnage du bootstrap. Méme si les données sont déterministes, le ré-échantillonnage
crée des bases d’apprentissage différentes, chacune d’elles permet de créer un modele différent
et, dans ce cas, la variance des prédictions n’est pas nulle. Nous avons ensuite étudié les rela-
tions existant entre la variance des prédictions estimée par bootstrap et les leviers. Les résultats
obtenus dans le cadre de cette étude ont montré :

— que 'on peut déterminer 'importance d’un exemple dans le processus d’apprentissage par
le calcul de la variance des prédictions de modeles créés a partir de répliques bootstrap de
la base d’apprentissage.

— que la mesure de 'importance d’un exemple a partir de la variance des prédictions prend
en considération les informations relatives a la sortie du processus & modéliser. En effet,
la réponse d’'un modele est dépendante du placement des expériences de la base d’appren-
tissage dans l’espace des variables et des leurs sorties associées. Contrairement aux leviers
calculés uniquement & partir de la répartition des points dans I'espace des variables (mé-
thode a priori), la variance des prédictions est conditionnée par le ré-échantillonnage qui
s’effectue sur les données d’entrée et de sortie (méthode a posteriori).

Nous avons consacré le chapitre 3 a la problématique de choix de modeles. Cette problé-
matique est directement liée a ’estimation de I'erreur de généralisation. Nous avons présenté
une méthode d’estimation de ’erreur de généralisation pour des modeles linéaires en leurs para-
metres fondée sur 'analyse spectrale de la matrice d’information, qui nous a permis d’établir un
lien intéressant entre I’apprentissage statistique et la méthodologie des plans d’expériences (avec
la A-optimalité). Pour les modeéles non linéaires en les parametres de type réseaux de neurones,
nous avons utilisé des méthodes de ré-échantillonnage pour estimer l'erreur de généralisation.
Nous avons validé, sur des exemples simples, ’estimation de 'erreur de généralisation par ces
méthodes en les comparant a une tres bonne estimation de 'erreur de généralisation établie sur
une base de test comportant plusieurs milliers d’exemples.

Apres avoir décrit les principaux plans d’expériences au chapitre 4, nous avons présenté la
méthode LDR (Learner Disagreement by experiment Resampling) que nous proposons dans cette
these pour planifier des expériences numériques. Nous avons utilisé deux processus générateurs
des données, le processus de Friedman et celui de Homma et Saltelli pour présenter des com-
paraisons entre les capacités de généralisation des modeles congus a partir de bases d’exemples
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planifiées par LDR et par D-optimalité locale. Nous avons remarqué que les capacités de géné-
ralisation des modeles construits a partir de la base d’exemples LDR, étaient supérieures a celles
des modeles construits sur la base D-optimale pour le processus de Homma, et Saltelli. Initiale-
ment, les plans d’expériences sont concus pour des modeles linéaires par rapport aux parametres
et pour des données bruitées. Nous les avons utilisés dans le cadre d’expériences simulées, pour
lequel les hypotheses concernant le bruit de mesure ne sont pas vérifiées, et pour des modeles non
linéaires en leurs parametres. Néanmoins, cette étude a permis de mettre en évidence l'efficacité
des plans D-optimaux dans ce cadre expérimental particulier.

La méthode LDR que nous proposons offre de bons résultats. Il faudrait cependant éta-
blir I'influence du plan LHS initial sur la qualité des bases finales obtenues a partir des deux
méthodes, en reconduisant ’ensemble de la procédure sur différentes bases LHS initiales. Une
perspective serait d’utiliser les méthodes de discrépance pour créer la base d’apprentissage ini-
tiale nécessaire pour l'initialisation des deux méthodes. La qualité des bases planifiées par la
D-optimalité et par LDR doit dépendre de la qualité de la base d’apprentissage initiale.

Nous avons également rencontré certains problemes lorsque ’on crée, par ré-échantillonnage,
un échantillon peu représentatif des données. Le modele construit a partir de cet échantillon
risque de mal représenter le processus a modéliser. Ce modele outlier risque de biaiser la sta-
tistique de la population de modeles. Une solution est d’effectuer le calcul de la variance des
prédictions sur les meilleurs modeles de la population. Une autre solution serait d’envisager
d’autres mesures de divergence plus robustes que la variance comme par exemple ’entropie.
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A.1 Calcul du gradient

Le vecteur gradient de la fonction de cout peut étre calculé, dans le cadre des réseaux
de neurones, par un calcul direct. Néanmoins, une implémentation plus judicieuse du cal-
cul du gradient peut étre obtenue a 1’aide de l'algorithme de rétropropagation proposé par
[RUMELHART & MCCLELLAND 86], [WERBOS 74]. La présentation de ces algorithmes est ex-
traite de [DREYFUS et al. 04] et [GAUDIER 99].

Pour ces deux algorithmes, nous considérons un réseau de neurones de type MLP. Rappelons
que le neurone 7 calcule une grandeur y;, non linéaire par rapport a son potentiel p; qui est une
somme des entrées x; pondérée par les parametres 6;;.

f(i: Oijz;) = f(pi)
j=1

Les n; entrées du neurone i peuvent étre les entrées du réseau ou les sorties d’autres neurones.
x; désignera soit la sortie y; du neurone j soit 'entrée j du réseau.

Le fonction de cott dont on cherche a évaluer le gradient est :

N N
=20 -k = 3 e) (A1)

k=1

ol y* est la sortie du processus & modéliser en réponse & lexemple k.

La fonction de coiit est donc décomposée en somme de cofits partiels J*(8). 11 suffit donc
d’évaluer le gradient du cout partiel relatif a 'exemple k et de faire la somme sur I’ensemble des
exemples pour obtenir le gradient de la fonction de cotit totale.

Calcul du gradient dans le sens direct

Il faut distinguer deux cas dans le cadre du calcul du gradient dans le sens direct.

— pour un neurone m qui recgoit :L‘f directement de I'entrée j du réseau ou de la sortie du
ol

neurone j :
@)= (G (), = ot
IYm

_ <ij)k désigne la valeur de la dérivée partielle de la sortie du neurone m par rapport

au parametre 0,,; lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a I'exemple
k.

- <gz—2)k désigne la valeur de la dérivée partielle de la sortie du neurone m par rapport

au potentiel du neurone m lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a
I’exemple k.
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— (%)k correspond & la valeur de la dérivée partielle du potentiel du neurone m par

rapport au parametre 6,,; lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a
I’exemple k.

k

_ x]

est la valeur de 'entrée j du réseau pour 'exemple k.

— pour un neurone m qui recoit 'information x? de l'entrée j du réseau ou de la sortie du
neurone j par l'intermédiaire d’autres neurones du réseau, situés entre les entrées et le
neurone m :

(), = (30, = oy 2 (15), (), = ) X (2,

ou [ désigne les neurones intermédiaires situés entre les entrées et le neurone m.

Ces deux relations permettent de calculer les dérivées de la sortie de chaque neurone par
rapport aux parametres qui ont une influence sur cette sortie, a partir des entrées du réseau
jusqu’a la sortie. Une fois toutes ces dérivées calculées, on peut établir le gradient de la fonction
de cout partielle :

(5., = (o [0~ 10007 = 20t - st op (52,

On obtient le gradient de la fonction de colit en faisant la somme des fonctions de cott
partielles sur I’ensemble des exemples.

Algorithme de rétropropagation

Cette implémentation permet de faire le calcul du gradient avec moins d’opérations que pour
celui obtenu dans le sens direct. Il faut préciser que ce n’est pas un algorithme d’apprentissage
mais uniquement un algorithme de calcul de gradient qui sert a I’apprentissage.

L’algorithme de rétropropagation du gradient repose sur l'utilisation répétée de la regle
des dérivées composées. Etant donné que le cotlit partiel ne dépend du parametre 6;; que par
I'intermédiaire de la valeur de la sortie du neurone ¢ qui est une fonction uniquement du potentiel
du neurone 7, on peut écrire :

k k ]
(57, = (5 (), = ot a2

avec

- (%)k correspond a la valeur du gradient du cout partiel par rapport au potentiel du

neurone ¢ avec ’exemple k en entrée du réseau.
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- ( ,965; ) . correspond a la valeur de la dérivée partielle du potentiel du neurone ¢ par rapport

au parametre 0;; avec I’exemple k en entrée du réseau.
- xf est la valeur de I'entrée j du neurone i lorsque les entrées du réseau sont celles qui
correspondent a ’exemple k.

Il faut donc évaluer les quantités 55 . Le calcul peut étre mené judicieusement d’'une maniere
récursive en menant les calculs depuis la sortie du réseau vers ses entrées.

Nous devons distinguer deux cas :
— pour le neurone de sortie 7 :

o (02, (o), - e (50,

Cette relation peut étre simplifiée dans le cadre du neurone de sortie en régression, car
dans ce cas, le neurone de sortie est linéaire et 'expression se réduit a :

5zk = _Qf(xk7 0)

— pour un neurone caché 7 :

La fonction de cout ne dépend du potentiel du neurone ¢ que par l'intermédiaire des
potentiels des neurones m qui regoivent la valeur de la sortie du neurone i. Ces neurones
m sont ceux situés entre le neurone ¢ et la sortie du réseau.

k k
BL-SEDEL TG, w

m

or pk = > Hmia;f =3 Hmif(pf), nous avons alors : (%’TT)]C = Hmif’(pf)
On obtient finalement la relation :
SF =" 68 0mif' (0F) = F'0F) D 0% Omi

Les quantités 5;-“ peuvent étre obtenues récursivement en parcourant le graphe des connexions
de la sortie vers les entrées du réseau.

La rétropropagation nécessite I’évaluation d’un gradient par neurone alors que le calcul dans

le sens direct requiert I’évaluation d’un gradient par connexion. Le nombre d’évaluation de
gradient dans le sens direct est donc plus important que dans le cas de la rétropropagation.
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B.1 L’algorithme d’apprentissage de Levenberg-Marquardt

Les algorithmes d’apprentissage des réseaux de neurones par utilisation du gradient, sont fon-
dées sur les méthodes classiques de descente, comme par exemple le gradient stochastique adapté
aux grandes bases d’exemples ou le gradient conjugué et les méthodes quasi-newton aux conver-
gences plus rapides. Pour plus de détails, on pourra consulter notamment [DREYFUS et al. 04],
[C1cHOCKI & UNBEHAUEN 93]. A noter le probléme posé par les minima locaux. En effet pour
des modeles non linéaires par rapport aux parametres comme les réseaux de neurones, la fonction
de colit n’étant pas convexe, la solution optimale ne vérifie que les conditions locales du minimum.

Dans cette section, nous allons uniquement présenter la méthode quasi-newton de Levenberg-
Marquardt [LEVENBERG 44] [MARQUARDT 63] particulierement adaptée a la minimisation de
fonction colt de type moindres carrés, que nous avons utilisée comme algorithme d’apprentissage

des réseaux de neurones.

Rappelons le cotit global J définis par :
1 *k 2
= 5 2 )
k

En notant J;, = f(x*,0) — y** le résidu de I'exemple k et J' = (Jy,Jo,...) le vecteur des
colits partiels :

1 1
b DIE S e

Soient VJ et V2J le gradient et la matrice hessienne de C, un développement au second
ordre autour de la valeur 8 s’écrit :

J(00 +60) =~ J(00) + 60'V.J(60) + %(50’V2J(00)69

La variation 60 minimisant la variation (méthode de Newton) du cout vérifie :

V27(00)60 = —V.J(0,)

Lorsque la fonction de cott s’exprime sous forme d’une moyenne quadratique, il vient :

vy = 23200
k

i

2
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Dans ’algorithme de Levenberg - Marquardt (Gauss-Newton) le second terme de la matrice
hessienne est négligé!®.

2 o~ 2 af(Xk,g) 8f(Xk,0)
v J(QO)Z] TN zk: 00; 89]

En notant par Z la matrice des éléments de sensibilité du premier ordre, la méthode aboutit
a I’approximation de la résolution du systeme suivant :

0f(x;,0)
Zz‘j = —=
a0,
(Z'Z)50 = —7'3

A noter que la résolution de ce systeéme correspond a la solution des moindres carrés ||Z466 +
J||? et est celui des équations normales. Dans les cas ot la matrice Z est mal conditionnée, ou
de rang non maximal, il est nécessaire de régulariser ce systeme. Cela est généralement obtenu
via un parametre A > 0 de régularisation :

(Z'Z + \1)36 = —Z'J (B.1)

La matrice Z’'Z+ A1 étant symétrique définie positive, la nouvelle direction reste une direction
de descente (66'(Z'Z + M\I1)60 > 0). On peut donc déterminer le pas n du gradient de facon &
réduire le cout J c’est a dire de facon a obtenir J(68 —7n00) < J(6).

Cet algorithme est relativement performant. Il ne nécessite que le calcul des dérivées pre-
mieres obtenues pour les réseaux de neurones par rétro-propagation. Pour des valeurs impor-
tantes du terme de régularisation A il se comporte comme la méthode du gradient simple. Pour
des valeurs plus petites, ’algorithme se rapproche de la méthode de Newton et présente donc
d’excellents performances en convergence en réduisant le nombre d’itétrations nécessaire.

Le systeme B.1 peut étre résolu par les approches itératives de type gradients conjugués
(probleme de grande taille) ou bien par les méthodes directes (pour les problemes de petite
taille) de type Choleski. A noter égalemement les méthodes de décomposition de type QR ou
SVD en valeurs singuliéres pour les problemes de petite taille et particulierement adaptées a la
résolution des moindres carrés.

80n retrouve la méme approximation & partir d’un développement au premier ordre de la fonction f(x,8) par
rapport a 6.
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Abstract

The present paper addresses the problem of the optimal design of numerical experiments for the
construction of nonlinear surrogate models. We describe a new method, called LDR, for Learner
Disagreement from experiment Resampling, which borrows ideas from active learning and from
resampling methods : the analysis of the divergence of the predictions provided by a population
of models, constructed by resampling, allows an iterative determination of the point of input
space where a numerical experiment should be performed in order to improve the accuracy of the
predictor. The LDR method is illustrated on neural network models with bootstrap resampling,
and on orthogonal polynomials with leave-one-out resampling. Other methods of experimental
design such as random selection and D-optimal selection are investigated on the same benchmark
problems.

keywords

Active Learning, Bagging, Bootstrap, Neural Networks, D-optimality.

C.1 Introduction

Although numerical simulation tends to be ubiquitous in present-day engineering, computation
time often limits its use, despite the ever-increasing power of computers. A common technique
for circumventing that limitation is the design of surrogate models, i.e. analytical functions that
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approximate the input-output mapping performed by the simulation model. Still, the estimation
of the parameters of the surrogate models requires the availability of results obtained by the
simulation model that it is intended to approximate ; therefore, whenever numerical experiments
are costly, it is important to select them as efficiently as possible in order to minimize their
number. In statistics, the selection of experiments is known as optimal experimental design
(OED), see for instance [1] and [2], while it is known as active learning in the machine learning
literature.

Optimal experimental design has been widely developed for models that are linear in their para-
meters, such as polynomials. The observations of a given quantity are assumed to be realizations
of a random variable that is the sum of a deterministic function (the regression function, assu-
med to be linear in its parameters) and of a random variable with zero mean. By contrast, in
the present work, the existence of the latter random variable is not assumed : in other words,
repeated experiments will provide identical results. Such is the case when the data to be modeled
is generated by a deterministic computer simulation. Moreover, we relax the assumption that
the model is linear in its parameters. Therefore, we describe a generic alternative approach to
experimental design, based on resampling techniques.

Section C.2 and section C.3 are intended to put optimal experimental design and active learning
into the perspective of the present work. The two subsequent sections describe two variants of
the method that we advocate in the context of numerical experiments. Finally, those approaches
are compared on classical benchmark problems.

C.2 Background : D-optimality in experimental design

The mainstream development of optimal experimental design dealt with linear-in-their-
parameters models, starting with the work of Kiefer [3], Kiefer and Wolfowitz [KIEFER 59],
Fedorov [1] or Wynn [5]. Vila [ViLA 91], MacKay [MACKAY 92A] and Cohn [8], and more re-
cently Issanchou and Gauchi [ISSANCHOU & GAUCHI 04] and Witczak [WI1TCZAK 06], described
applications of optimal experimental design techniques to the training of neural networks.

C.2.1 Training models from data

We consider an unknown function %(x) in a domain U C R?. We denote by £ = {(yx, %),k =
1,...,n} a finite set of observations, where x is drawn from a probability distribution p(x), and
where yi, = y(xx).

We consider a family of parameterized functions f(x, @), within which we seek the "best” ap-
proximation of the unknown function y(x), given the available data £. To that effect, the loss
function I(y(x), f(x,0)) = ||y(x) — f(x,0)||? is defined, which expresses the discrepancy bet-
ween function y(x) and its approximation f(x,@). The parameters of the model are estimated
by minimizing a cost function which is the sum, over all examples of a data set called training
set, of I(yk, f(xk,0)); we denote by 0, the vector of parameters for which the cost function is
minimum :

f(x,07) = ArgMin; 9 Y Uye, f(xx,6)) (C.1)

(yr-xr)EL

182



C.2. Background : D-optimality in experimental design

C.2.2 The linear framework

In the linear framework, D-optimal experimental design consists in organizing the experiments
in order to minimize the variance of the estimated parameters, by maximizing the Fisher Matrix
determinant (det(X'X)), where X is the experimental matrix, whose element z;; is the value of
variable j observed in experiment i. X is a (N, p) matrix, where NN is the number of observations
and p is the number of variables. We denote by X+ = (X’X)~!X’ the pseudo-inverse of X.

Let 8, = Xy be the least-squares estimator of the unknown function parameters for the dataset
L. The model f(x,8) is postulated to be linear in its parameters. In the probabilistic framework,
under the hypothesis of uncorrelated centered residuals with variance o2, the variance-covariance
matrix of the parameters is :

V(0r) =V (Xty) =XtV (y) Xt =a2(X'X)! (C.2)

The Fisher Matrix X’X depends on the distribution of the experimental values of the variables.
It is therefore natural to seek a distribution of points that reduces the variance of the parameters
to the largest extent. Under the additional hypothesis of gaussian residual error, the confidence
area of the estimated parameters is a hyperellipsoid centered in 6, and defined, for a confidence
level a, by [RAO & TOUTENBURG 95] :

(0 —60,)X'X(0—0r) < ?X2(p) (C.3)

where x2(p) the Chi-square o quantile with p degrees of freedom.

maimal eigen value
P CKTEN

trace (XX - . '
.

6,

s=-e._ | delerminani
/ & NI
gl

F1G. C.1 — Confidence area for 2 parameters

Many optimality criteria may be considered. We will describe the main optimal experimental
design techniques that make use of the spectral properties of the dispersion matrix (X'X)~1.

The confidence area, or, more generally, the volume of the confidence ellipsoid as shown on
Figure C.1, can be acted upon by decreasing :
— the length of the main axis of the ellipsoid, i.e. the largest eigenvalue of (X'X)~! (E-
optimality criterion).
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— the sum of the lengths of the axes of the ellipsoid, i.e. the trace of (X'X)~! (A-optimality

criterion).

— the volume of the ellipsoid, i.e. the determinant of (X'X)~! (D-optimality criterion).
Various algorithms [MITCHELL 74|, [1] are available for finding exact solutions satisfying the
above optimality criteria, for postulated models that are linear in their parameters. In that
context, the solution depends only on matrix X : therefore, it does not depend on the model,
insofar as it is postulated to be linear in its parameters. In other words, experimental planning
can be performed prior to modelling in that context. That is no longer true for models that are
nonlinear in their parameters, as will be shown in Section C.2.3, which describes a D-optimal
experimental design methodology for such models.

C.2.3 The non-linear framework

In the non-linear case, useful results are frequently obtained by performing a first-order Taylor
expansion of the model, in parameter space, in the neighbourhood of the parameter vector 0,
for which the least-squares cost function is minimum

f(x,0) ~ f(x,0,) +Z(0,)(6 — 0r) (C.4)

where Z is the Jacobian matrix of the model

2, 0)); = (2120) (©5)
' X=X;

x; is the vector of variables for the i-th observation, and 6; is the j-th parameter of model f(.)
with parameter vector 6. Z is an (N, p) matrix, where N is the number of observations and p
is the number of parameters of the model. This provides a locally linear approximation of the
model, whose variables are the partial derivatives of the model with respect to its parameters.
Therefore, the jacobian matrix Z of the model plays the same role as the experimental matrix
X does for linear-in-their-parameters models. Actually, if the model is linear in its parameters,
matrices X and Z are identical.

By contrast to matrix X, matrix Z depends on the parameters of the model. That technique
allowed, for instance, the estimation of confidence intervals [13], of the tangent-plane leverages
and of the generalization error [MONARI & DREYFUS 00] of nonlinear models. In the same spi-
rit, Issanchou and Gauchi [ISSANCHOU & GAUCHI 04] proposed, in the homoscedastic case, an
optimal experimental planning technique based on the minimization of the approximate volume
of the confidence ellipsoid, proportional to (Z'Z).

Since the Jacobian matrix depends on the parameters of the model, experimental planning can-
not be performed prior to modelling. Therefore, a two-step procedure is necessary. Before the
construction of the D-optimal design, an initial set of experiments must be available e.g. by Latin
Hypercube Sampling (LHS)'; from that initial data set, a first estimate of the parameters of
the nonlinear model is obtained, allowing the computation of the Jacobian matrix.

19The LHS method was developed to generate a distribution of experiments from a multidimensional distribution
[IMAN et al. 81]. A square grid is a latin square if there is only one sample in each row and each column. A latin
hypercube is the generalisation of a latin square in an arbitrary number of dimensions. The LHS sampling provides
an efficient sample placement in the input space of variables.

184



C.3. The Active Learning background

The algorithms that are available for the construction of D-optimal experimental design can
be applied simply, replacing matrix X by matrix Z, in order to obtain D-optimal experiments
that can be used in addition to the initial ones. Local D-optimality is often denoted as D(0.)-
optimality, where @, represents the parameter vector for which the least-squares cost function
is minimum.

C.2.4 Algorithmic Construction of D-optimal experimental designs

There are many algorithms for the construction of optimal experimental designs, see for instance
[5], [MITCHELL 74], or [ATKINSON & DONEV 89]. We describe here Fedorov’s algorithm [1],
which is probably the most popular, and easiest to code. The purpose is to select N experiments,
in a set of N, candidates, which maximize the determinant of the Fisher Matrix (X'X) for linear-
in-their-parameters models, or (Z’'Z) for nonlinear-in-their-parameters models.

— First step : choose N experiments randomly in a set of N, candidate experiments, which
are typically the nodes of a “fine” grid.

— Second step : perform all possible exchanges of an experiment ¢ of the initial design with
an experiment j of the candidate experiments; there are N(N. — N) different exchanges
(repeated experiments are not allowed in the context of numerical experiments since repea-
ted numerical experiments yield identical results) ; compute the N (NN, — N) determinants
of the corresponding Fisher matrices.

— Third step : perform the exchange that increases the determinant of the Fisher matrix by
the largest amount. Iterate to the second step if the termination criterion is not satisfied.

To compute the determinant at the current iteration, the following theorem can
be used [RAO & TOUTENBURG 95] :

After the exchange of i with j at iteration ¢, the new information matrix is :
(X' X) 41 = (X' X)) — xix] + x;%] (C.6)
As a consequence, the determinant is :
det((X'X)(p41]) = det(X' X)) x [1+ A(7, 5)] (C.7)
with :
A(i, §) = hjj — [hiihj; — hij®] — hy (C.8)
where h;; is the element ij of the Hat Matrix H = X(X'X)"1X’ :
hij = x;(X'X) " 'x; (C.9)
Various termination criteria may be considered. For instance, the algorithm may be stopped when
the increase of the determinant is smaller than a chosen value. As usual with greedy algorithms,
local optima exist in general, so that the solution thus obtained may be sub-optimal.

C.3 The Active Learning background

In contrast to classical learning (passive learning), the active learner selects the most useful expe-
riments to be added to the initial data set. The learner chooses the best instances from a given set

185



Annexe C. Article soumis o IEEE Transactions on Neural Networks

of unlabeled examples (pool-based sample selection [COHN 94] and [MELVILLE & MOONEY 04]).

The Active Learning strategy can be summarized by three steps :
— Train the learner using the current training set.
— Choose a point x in the pool of candidate experiments.
— Measure or compute the corresponding quantity of interest y and add the point (x,y) to
the training set.
This procedure is an incremental strategy, which adds new training points iteratively.

The main question in active learning is how to choose the point x in the second step. Various
strategies may be considered, such as :
— adding experiments where data is missing,

— adding experiments where confidence in model predictions is low [THRUN & MOLLER 92],

— adding experiments in order to minimize the generalization error of the model, see for ins-
tance [SCHOHN & CoOHN 00] for Support Vector Machine, or [SUNG & NIYOGI 92], where
the ezpected integrated squared difference (which is an estimation of the generalization er-
ror in a bayesian framework) is minimized.

C.4 Design of experiments by LDR-Bagging

We describe, in this section, new method called LDR. for Learner Disagreement from experiment
Resampling. As explained in section C.2.1, we denote by @, the vector of parameters for which
the cost function is minimum :

f(x,0r) = ArgMing, g) Z Uy, f(xx,0)) (C.10)
(Yr-xx)EL

Clearly, different optimal parameter vectors will be derived from different training sets; that
variability can be investigated by resampling methods such as bagging (bootstrap aggregation)
[BREIMAN 96]; we first describe that method, which is central to our experimental planning
technique.

C.4.1 Bagging

Given a training set L, the aggregated predictor is defined by :

fa(x) = Ec[f(x,60r)] (C.11)

where E, is the expectation value of the predictions of the model, for variable vector x, for
all possible training sets £ of identical size; the expectation value is estimated by the average,
hence the subscript A.

The prediction provided by the aggregated predictor is more accurate than the average of the
predictions provided by the individual predictors of the same family on the same data set :
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1fa() —y()I* = EL[f(x,00)] - y(x)|* (C.12)
Ec| f(x,02) —y(x)|? (C.13)

An estimation of f4 can conveniently be obtained by the bootstrap [EFRON & TIBSHIRANI 93],
a statistical resampling method : examples are drawn randomly with replacement from the
original data set L,, of size n, thereby generating an ensemble of B data sets of identical size n.
Denoting by [,’,"Lb the bootstrap sample (or replicate) b, the estimated expectation by bootstrap
(hence the subscript B) with B replicates is :

IN

B
Frn(x) = %Z £(x,0,2) (C.14)
b=1

C.4.2 Active Learning by LDR-Bagging

Similarly to estimating the expectation value of the predictions, their variance can be esti-
mated by bootstrapping of the original data set :

B
B0, = g DU 0) = ) (€15)
The approach to active learning, or experimental planning, that we advocate here consists in
adding new experiments in the regions of variable space where the bootstrap estimate of the
variance of the predictions is largest, i.e. where the predictors constructed from data sets obtained
by Bootstrap resampling disagree most. That can be viewed as a paradigm of a teacher-classroom
interaction, where each student learns from a part of the data, the teacher asks questions,
the classroom provides answers, and new questions are asked in the area where the greatest
disagreement between all possible answers arises.
Therefore, our method can be summarized as follows :
— find the point of maximal prediction variance

Xpew = ArgMaxera%[f(x, 0r,)] (C.16)

— perform a numerical experiment, i.e. compute f(Xpey), and include the experiment (Xpey, f(Xnew))
in the initial sample £, in order to obtain the new sample £, ;1.

En—l—l = En U {(Xnew y(xnew))} (C17)

This active strategy is terminated when the decrease of the prediction variance is not signifi-
cant, or when the predefined maximum number of additional experiments is reached (see the
LDR-Algorithm Table C.1).

The generation of the bootstrap aggregated predictor (step 2) involves the training of the mo-
del by an appropriate procedure. For linear-in-their-parameters models, the procedure may be
ordinary least squares; for non-linear-in-their-parameters models, such as neural networks, trai-
ning is performed by minimizing the chosen cost function. In the latter case, the main source
of variability should be the resampling process, rather than the existence of local minima of the
cost function ; to that end, for each bootstrap sample, several models are trained, and a single
model is selected, as explained in section 6.1.1.
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LDR-Algorithm

Given :

T}, - set of training examples

P - set of candidate experiments (generally a grid of variable space)

y - unknown function

k - number of selected candidate experiments, appended to the training set
after selection

n - size of each sample (n # 0)

Repeat k times :
1. Generate B bootstrap samples £
Generate the bootstrap aggregated predictor f, g(x)
Vz; € P compute the estimated variance of the predictions o[f(x, 0, )]

Select the point of maximal prediction variance in P, noted Xpey

ATl O o

Remove Xpe, from P and add (Xpeyw, ¥(Xnew)) t0 T3 (n «— n +1).

TaB. C.1 — LDR algorithm

C.4.3 A simple didactic example

We illustrate the above procedure by the simple example of sin(x)/x. The initial training set
features ten experiments, not uniformly distributed in variable space. The bootstrap estimates
of the prediction variance over all candidate points of a grid are computed, and the point with
maximum prediction variance estimate is included in the initial training set, as shown on Figure

C.2.

The estimated prediction variance decreases significantly at each step in the vicinity of the
new points, and decreases globally in the domain. The active strategy is terminated when the
decrease of the predictive variance is not significant (we would have stopped the heuristic at
the fifth step). Figure C.3 compares the generalization error of models that learned on data
selected by LDR and on data sets generated randomly. The generalization error is estimated by
an integration Monte Carlo method which provides an estimate of :

/U (y(x) — F(x,0))*p(x)dx (C.18)

It shows that the generalization error in the LDR case decreases significantly with the number
of new experiments.

Note that we compare the generalization performance of LDR-designed models with the genera-
lization performance of models obtained by training from a single random data set. Section C.6
reports comparisons between LDR designed models, D-optimality designed models, and models
trained from 500 different random data sets.
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C.4. Design of experiments by LDR-Bagging
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Fi1G. C.3 — Comparison of generalization error between models that learned on LDR-generated data sets and
on random data sets.

C.5 Active Learning by LDR-Leave One Out

The prediction variance may also be estimated by Leave-One-Out, especially when the models
are linear in their parameters : in that case, the variance of the parameters can be compu-
ted explicitly. The application of that technique to a benchmark [SALTELLI & HoMMA 92] is
described in section C.6.

The models were sought within the family of linear combinations of functions ¥j resulting
from the tensorisation of orthogonal Legendre polynomials. The family of orthogonal Legendre
polynomials provides a well-conditioned information matrix.

P
y(x) = 0 T4(x) = V' (x)6 (C.19)
k=0

The parameters 6 are computed by ordinary least squares, as described in 1.1. or by SVD
(Singular Value Decomposition). We denote by 6 ;) the parameter vector obtained by removing
example ¢ from the training set, by h;; the leverage of observation i (the i-th diagonal element of
the Hat Matrix H = X(X'X)~'X’), and by ¢; the residual of example i when it is present in the
training set. The parameter vector ;) is obtained explicitly by [RAO & TOUTENBURG 95] :

Xi€i
1 — hi;

6—6=XX)"! (C.20)

We denote by «; the quantity €;/(1 — hy;), by A the matrix of elements A;; = a?&ij — %aiaj and
by X+ = (X'X)"'X’ the pseudo-inverse of X. The estimated prediction variance o7 (x) is given
by :

o2 = %X*AX*' = 02(x) = S0 ()X AX W (x) (C.21)

n

Since the prediction variance can be computed exactly (within numerical roundoff errors) from
the pseudo-inverse X+, the new point Xpey can be obtained without resorting to resampling :

Xnew = ArgMax, ;|| ' (x)XTAY2| (C.22)

The new point is chosen in a set of candidate experiments.
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C.6 Results

In this section, the efficiencies of D-optimality, LDR active learning and random sampling of
variable space are compared on three different problems.

C.6.1 The Homma & Saltelli benchmark [Saltelli & Homma 92]

The method was validated on the Homma-Saltelli benchmark. The data-generating function is :
y(x) = sin(x1) + Tsin(x2) + 0.1x3sin(x) (C.23)
with x; € [-m;7w]Vi=1,...,3
100 experiments were obtained by LHS, thereby generating the initial data set.

In the following, the models are feedforward neural networks (MLPs) with a single layer of
hidden neurons. With the initial data set of 100 examples, we trained several MLPs with different
numbers of hidden neurons. The generalization error of each MLP was estimated by the Monte
Carlo integration method mentioned in section C.4.3. Models with twelve hidden neurons gave a
good bias-variance tradeoff. The purpose of experimental planning was to supplement the initial
training set of 100 examples with 60 additional examples. The generalization error was also
estimated by the Monte Carlo integration method.

Results for LDR-Bagging method

A comparison between D-optimality, LDR Active Learning and random sampling
of variable space

We compared D-optimality, LDR active learning and random sampling of variable space in order
to estimate the accuracy of the first two planning techniques with respect to the accuracy of a
random strategy. Since the random strategy is not representative with only one data set, 500
random data sets were generated, in order to provide a robust statistic of the random strategy
accuracy.

Since neural network training depends on initial weights, we trained the MLP 50 times with
different random weight initialization, allowing for a maximum number of cycles for each training.
After these 50 trainings, we selected the MLP that had the smallest training error?’. That time
will be further reduced in the future by application of the method described in [25], based on
the correlation between the MLP performance at convergence and its performance early in the
training process, which allows discarding a model even before its training has been completed.
Figure C.4 shows the histogram of the estimated generalization errors of the 500 neural net-
works. The two lines are the estimated generalization errors of neural networks that learned on
the D-optimality and the LDR-Bagging data sets.

As expected, both experimental design techniques led to better results than a random selection
of experiments : models built on D-optimal training sets outperformed the random strategy in
86% of the cases, and the LDR method outperformed random selection in 91% of the cases.

20The mean square error on the training set is correlated with the generalization error when no measurement
uncertainty is present.
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Comparison between D-optimality and LDR Active Learning

Since the cost function of neural networks has local minima, a statistical comparison between
two experimental planning methods requires training the network with different initial values
of the parameters. 1000 different neural networks were trained on each data set. Each neural
network was selected on its training mean square error among 50 different neural networks.
Figure C.5 shows the distribution of the generalization error estimates.
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F1c. C.5 — Generalization error distribution of 1000 MLPs trained on D-optimal and LDR. data sets.

For the LDR method, the average generalization error is p; = 3x1072. For D-optimal design,

the average is g = 5.7x1073.
The models that learned on LDR samples appear to be more efficient than the D-optimal ones.

Indeed, 73% of the LDR models have a generalization error smaller than 2x10~2 against 26% in
the D-optimal case.

Results for LDR-Leave One Out Method

We compared the generalization error, estimated by Monte Carlo, of models constructed on se-
veral samples of the same size (100 to 250 experiments), generated by LDR-Leave-one-out and
by LHS. In order to obtain a robust comparison, we used 50 LHS samples for each sample size,
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F1Gc. C.6 — Comparison between LHS and LDR selection. To approximate the Homma-Saltelli function, the
models were sought as linear combinations of Legendre polynomials of degree 6. The prediction variance was
estimated by (virtual) leave-one-out. For LHS strategy, in every iteration k = 1,...,150, 50 LHS samples of size
100 + k were generated. The mean and the standard deviation are shown. For LDR strategy, a single point is
added at each iteration. The selected point is the point for which the prediction variance is maximum.

and we computed the average and the standard deviation of the generalization error.

Figure C.6 shows the average evolution of the generalization error, and its standard deviation, of
models that learned on both LHS and LDR samples. In real applications, the initial samples (100
experiments) would be based on low-discrepancy mathematical series, which are more robust,
on the average, than the LHS samples [26].

In that case, the LDR-Leave one out active learning appears to be more efficient than LHS.
For samples of identical size, the generalization error of models that learned on LDR samples is
smaller than the average generalization error of LHS by at least the standard deviation of LHS
generalization error.

C.6.2 The Friedman benchmark

In that case, the data-generating function is the Friedman function :
y(x) = Oysin(ma1ze) + Oo(x3 — 03)* + G424 + 525 (C.24)
with 61 =6, =04, 63 =0.8, 03 =0.5, 05 = 0.2 and z; € [0;1]Vi =1,....,5
An initial data set of 100 experiments was generated by LHS.

For this benchmark, we used the same test procedure used in Homma & Saltelli benchmark.
In the following, the models are feedforward neural networks (MLPs) with a single layer of six
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hidden neurons ?'. The purpose of experimental planning was to supplement the initial training
set of 100 examples with 30 additional examples. The generalization error was estimated by the
Monte Carlo integration method C.4.3.

Results for LDR-Bagging method

A comparison between D-optimality, LDR Active Learning and random sampling
of variable space

We estimated the accuracy of the D-optimality and the LDR active learning planning techniques
with respect to the accuracy of a random strategy with 500 random data sets. In each case, we
used an accurate neural network selected on its training mean square error among 50 different
neural networks.

Figure C.7 shows the histogram of the estimated generalization errors of the 500 neural net-
works. The two lines are the estimated generalization errors of neural networks that learned on
the D-optimality and the LDR-Bagging data sets.
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Fi1G. C.7 — Comparison between D-optimal design, LDR. design and random strategy.

As expected, both experimental design techniques led to better results than a random selec-
tion of experiments : models built on D-optimal training sets outperformed the random strategy
in 94.8% of the cases, and the LDR method outperformed random selection in 96.7% of the cases.

Comparison between D-optimality and LDR Active Learning

We performed a statistical comparison between D-optimality and LDR active learning. 1000
different neural networks were trained on each data set. Each neural network was selected on its
training mean square error among 50 different neural networks. Figure C.8 shows the distribution
of the generalization error estimates. In that case, both experimental design techniques have the
same accuracy.

21Models with six hidden neurons gave a good bias-variance tradeoff.
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Fi1c. C.8 — Generalization error distribution of 1000 MLPs trained on D-optimal and LDR. data sets.

C.6.3 The CEA application

For this application, we used a data set of more than 2000 real examples generated by a simulation
model of a physical process. The quantity to be predicted is the multi-keV x-ray conversion
efficiencies in the context of multi-keV x-ray production from prepulsed germanium foils.

An initial data set of 35 experiments was generated by LHS. For this benchmark, we used the
same test procedure used in Homma & Saltelli and Friedman benchmarks.

In the following, the models are feedforward neural networks (MLPs) with three variables and
a single layer of six hidden neurons. The purpose of experimental planning was to supplement
the initial training set of 35 examples with 36 additional examples. The generalization error was
estimated by the Monte Carlo integration method C.4.3.

Results for LDR-Bagging method

A comparison between D-optimality, LDR Active Learning and random sampling
of variable space

In the previous cases, the efficiency of D-optimal planning and of LDR active learning were
compared to the efficiency of a random strategy with 500 random data sets. In each case, we
used an accurate neural network selected on its training mean square error among 50 different
neural networks.

Figure C.9 shows the histogram of the estimated generalization errors of the 500 neural networks.
The two lines are the estimated generalization errors of neural networks that learned on the D-
optimality and the LDR-Bagging data sets.

As expected, both experimental design techniques led to better results than a random selection
of experiments : models built on D-optimal and LDR training sets outperformed the random
strategy.

Comparison between D-optimality and LDR Active Learning

We performed a statistical comparison between D-optimality and LDR active learning. 1000
different neural networks were trained on each data set. Each neural network was selected on its
training mean square error among 50 different neural networks. Figure C.10 shows the distribu-
tion of the generalization error estimates.
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F1c. C.10 — Generalization error distribution of 1000 MLPs trained on D-optimal and LDR data sets.
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C.7. Conclusion

The models that learned on LDR samples appear to be more efficient than the D-optimal ones.
For finding the point of maximal prediction variance, the computational burden is the following :
train 50 MLPs for selection and train 200 MLPs for computing the prediction variance with 200
replicates. The planning of an experiment takes a few minutes on a present-day PC, which is a
negligibe overhead with respect to the time necessary for performing the numerical experiment
iself.

C.7 Conclusion

A new active learning strategy (LDR for Learner Disagreement from experiment Resampling),
intended for use in the context of the planning of numerical experiments, has been described. The
traditional optimal methods for experimental design give optimum data sets by minimizing the
variability of the parameters due to experimental noise. In a context of numerical experiments,
no experimental noise is present, so that the traditional approaches are not relevant. In order
to generate a data set, the LDR method estimates the variance of the prediction of several
models around the bagged predictor, and plans a new experiment at the location, in the space
of variables, where the estimated prediction variance is maximal. The procedure is somewhat
computer-intensive, since it is based on resampling, but the computation time necessary for
planning an experiment is negligibly small as compared to the computation time required by the
experiment itself. A comparison between the prediction errors of models that learned on data
sets designed by LDR and D-optimal design leads to the conclusion that the LDR method gives
promising results in terms of quality of models that learned on such designs.
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