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CLZA Traitement des incertitudes en simulation numérique Svens

Depuis une trentaine d’années, I'industrie a développé des processus et des codes
de calcul parfois tres lourds pour modéliser des phénomenes complexes !
La plupart des ingénieurs sont amenés a manipuler ces codes & processus

1) Il est nécessaire d’optimiser leur utilisation pour prendre des décisions !
=> Analyse de sensibilité, planification d'expérience, développement de modeéles reduits

2) La validation de leurs résultats est un probléme crucial lorsqu’ils sont utilisés

dans des cycles industriels (conception, slreté, prévision, etc.)
=> (Gestion des incertitudes, calculs fiabilistes

3 cours de 3h15 pour INSA GMM 5 & Master Pro 2 UPS

1.Cours 1 : Introduction, modélisation et propagation d’incertitudes

2.Cours 2 : Planification et analyse d’expériences numériques

3.Cours 3 : Modélisation d’expériences numériques, métamodeéle processus gaussien

3 séances de TP pour INSA GMM 5
1.TP 1 :Exercices en R
2.TP 2 : Exercices en R
3.TP 3 : Exercices en R

Une note sera délivrée via un compte-rends réalisés a l'issue du dernier TP
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Cours 3 : Modélisation d’expériences numériques

= Métamodele processus gaussien



CZa Pourquoi un métamodéle ?
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CZa Pourquoi un métamodéle ?

Etape C : Propagation des
sources d’incertitude

Etape A : Spécification du probléme

p Modele : (" Quantité
Variables (ou processus de Va{' 'al?l‘fs d’intérét
d’entrée mesure) d’interét Ex: variance,

Incertaines : x G(x,d) Z=G(xd) probabilité ..
Fixées : d tl

Modélisation par
des distributions

EL A

Rebouclage

I (feedback)

= = = BT160sS, A Ntarfél =1 faitement des incertitudes - Cours GRS £ 7a b2/a e mulieti i - S

Critere de décision
Ex: Probabilité < 10
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|
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CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

> _Incertitudes sur les paramétres d'entrée des modéles numériques

Incer?itud’es sur
les entrées

—>

Incer'ti'rud_es sur
la sortie

> Gestion des incertitudes :

>

Incertitude sur la
prise de décision finale

= Comment propager les incertitudes sur la sortie du code ?
= Quelles sont les incertitudes les plus préjudiciables ?

= Quelles sont les variables les plus influentes ?
= Incertitude au final sur la sortie ?
= Estimation de la marge de confiance sur la prise de décision ?

Analyse de sensibilité

—>
——>

Propagation d'incertitudes




CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

> Probleme :

= Code souvent complexe & « coliteux »
* Grand nombre de variables d'entrée

= Grand nombre de simulations nécessaires pour réaliser les
études de sensibilité et de propagation d'incertitude

= Etude souvent « multi-objectif »

> Exploitation directe du code difficile |

—> ‘ Utilisation d'un métamodele \




CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

> Métamodele :

= Fonction statistique représentative du code de calcul

= Construction a partir de 7 simulations du code
= Temps d'évaluation négligeable par rapport a celui du code
= Approximant les réponses du code

= Permettant de prédire avec une « bonne précision » de nouvelles
réponses dans le domaine de variation des parameétres incertains

.=:>‘ Controle de la qualité d'approximation et de prédiction \

= Outil multifonctionnel : analyse de sensibilité, propagation
d'incertitudes, calibration...

Autres appellations : surface de réponse , émulateur, surrogate model,
modéle simplifie,...




CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

Variables et paramétres d'entrée
X, .., X,

| Fhénoméne physique Cededecloy i Frocessus guussins

y (X) Temps CPU
important

Y (X)
Colt négligeable

Expérience
« prédite »

»_Exploitation du métamodéle

« Analyse de sensibilité = Propagation d'incertitudes = Calibration

Variance de ¥

Détermination
des parameétres

Distribution des
entrées

; e
3 =
3 EFER

Distribution
de la sortie

— Métamodele —
Yo = S SR(X )

Adéquation expériences
simulées et observées



CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

Etape C : Propagation des
sources d’incertitude

Modélisation par
des distributions

EL A

Etape A : Spécification du probléme

Modeéle

Metamodele

-
Quantite

s .
Variables (ou processus de Va’_r iables d’intérét
d’entrée mesure) d’interét Ex: variance,

Incertaines : x G(x,d) Z=G(xd) probabilité ..
Fixées : d tl

Etape C’ : Analyse de sensibilité,
Hiérarchisation

Rebouclage
(feedback)

Critere de décision
Ex: Probabilité < 10




CZa Etapes de la métamodélisation

/ Planification \ ) 4 Meéta- A

" Simulati
imulation : o
modélisation :

d’expériences : On effectuc |
— effECtUe 18 | ey

points ou I'on va simulations. Approximation de la

effectuer les - / surface de réponse
simulations (Space \ du code. j

\ Filling Design) / -
o 4 . . .A‘
U B ‘ MRS Y @ W
¢ * Code de calcul SN ‘ ./
e Expérience
>
X;

" Tile Gratiet, 2011 ]

Méthode : On va choisir parmi une famille de fonctions, la fonction qui est la plus
proche de la fonction objectif
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CZ2a Pourquoi un métamodeéle ?

> _Différents types de métamodéles :
= Modele linéaire, GLM

= Polynomes

" Splines
G(‘K) Z ﬁkB (x) avec K le nb de noeuds __

k=l

= Modeles additifs, GAM
G(x) = Zs (x, )+Zsy(:& X )+

1‘{_}

= Arbres de régression
= Réseaux de neurones
= Krigeage ou processus gaussiens conditionnels

= Polynomes de chaos



CZa Plan du cours 3

¥ Rappels statistiques et theorie
Variable, vecteur et processus gaussien

& Définition du métamodele processus gaussien (PG)

Du krigeage a la régression par PG
Formulation analytique

Analogie avec le krigeage
Simulation conditionnelles

& Construction du métamodele PG

Choix de la fonction moyenne
Choix de la fonction de covariance
Estimation des parametres

& Utilisation du métamodele PG

Validation du métamodele PG
Illustration sur des exemples analytiques

Plans d'expériences et planification adaptative

& Application sur des cas industriels



ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> De la variable au champ aléatoire :

= Variable aléatoire réelle : fonction définie sur |'ensemble des
éventualités Q2 et qui associe a chaque éventualité o un élément de R

X:o—-> X(o)
= Vecteur aléatoire réel ou variable aléatoire vectorielle : a chaque w
est associée néléments de R
o = [Xi(w), X;(0), ..., X (o)]
= Fonction aléatoire réelle : variable aléatoire vectorielle avec une
infinité de composantes
= Dénombrable : Z(0), Z,(®), ..., Z(®), ...
= Non dénombrable : fonction Z(1), fonction Z(x)

= Champ aléatoire réel : fonction aléatoire dans un espace a plusieurs
dimensions : Z(xy), Z(x\y.z), Z(x,1) ..



ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> Variable aléatoire vectorielle :

= Variable aléatoire réelle a 2 composantes : ® — (Z,(w), Z,(®)) € R2

= Fonction de répartition conjointe :
FZl,22: R? > [0,1]
(21, 22) —> FZI,ZZ (21, 22) = P(ZI S ZI, ZZ S 22)

= Densité de probabilité conjointe :
<y 1

F, ,(2,2,)= I _‘-le,zz (u,v)dudv

—00 —00

= Indépendance entre Z; et Z, 4=y f,7,(z;, 2,) = fz‘l(zzl) fz.(z1)

= Covariance et coefficient de corrélation :

cov(Z,,Z,) = E|2,Z, ]|~ E[Z |E|Z, ] Pliy = ngro(vz(flx’fazrz()z ) Coic(z(; -

= E[(z, - E[z )] E[(z, - E[Z,])] 1<p, <l




ced Rappels statistiques et théorie

> Loi gaussienne ou loi normale Mu.c?)

—h
~~
X
A
| -
»

= Densité 1 (x— /1)2)

=  Moments
E(X)=p ; varX)=07?

v

Plu-o<X<u+o) =068
Pl - 1.690 < X <u+164c) =090
Pl - 1960 < X <u+1960c) =095
Plu-3.09 < X<u+309)=0998

Exemples : impacts des boulets de canon (Jouffret, 1872)



ced Rappels statistiques et théorie

> Vecteur gaussien ‘
- Loi MO, ) I
Z=(Z,Z,, .., Z)"~ MO, ) T
' ' N 0 .
’ 'l * a .
tous les Z; ;. _py suivent indépendamment des 2
lois gaussiennes centrées réduites ~ V0, 1) =/ ",

= Vecteur gaussien d-dimensionnel Z
= Sitoute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi gaussienne

= Sisa fonction caractéristique est de la forme :

) 1
—i<u,m>——<u,Au>

VYueR",¢,(n)= E[ei<”’z>]= e
avecme R" et Ae M"(R) une matrice symétriquepositive
= SiZ s'écrit comme une transformation affine d'une N0, /) :
Z = m+AN ou N ~N0, 7))
avec m € R"et A € M, (R)



ced Rappels statistiques et théorie

> Vecteur gaussien

= Propriétés :
Transformation affine
= SiAe M, (R),beR etZ~N/(m,2), alors

AZ + b ~N{Am + b, A TAY)

Utilisation pour simuler un vecteur gaussien
/Z~N (0, Il n) et X matrice symétriquedéfinie positive

1

alors m+X2Z ~ N(m,X)

— Simulation a partir d'une VO, Z,)




ced Rappels statistiques et théorie

» Vecteur gaussien Z = (Z,, Z,, .., Z))" ~ N(m,X)

= Vecteur de la moyenne
m=B(Z) =gy, 1, | =[EZ),..EZ)]

= Matrice de covariance (hypo : Var[Z] =c,%>0)

(57 Cov(Z,.Z,) .. Cov(Z,.Z,))
5 _| Cov(Z,.2,) o, .. Cov(Z,,Z,)
(Cov(Z,,2,) Cov(Z,.Z,) .. o,

Cow(z,,2,) = |z, - E[z, )|z, - E[z,])
"ot =conz,.2) = VarlZ,)



ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> _Vecteur gaussien
* Loi bi-gaussienne : Z = (Z,,Z,)™ N(m, X)

rm:[/ulnuz]T

2 2 2
of Cov(Z,Z,)| [0y o,| [ o P£1,0,0,

/\

)

- 2 2 2
Cov(Z,,Z2,) o, o, O, £1,0,0, o,

Simulation d'un échantillon de 1000 points

avec m = (2,1)7 ; 6,222 ; c,%=1 et p=0.35 | |° ./
Ellipse de confiance a 95% | TR 1




ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> _Vecteur gaussien
= Propriétés :

= Les composantes d'un vecteur gaussien sont gaussiennes
(Attention : la réciproque n'est pas vraie)
* Lasomme de 2 vecteurs indépendants est un vecteur gaussien

= Dépendance & corrélation

= Représentation de loi multi-gaussienne : Z~N(m, X)
= Cas non-dégénéré : T symétrique définie positive
1

= Y =% *(Z-m)~N(0,1,) Simulation & partir
= Z=m+3%Y ==>|  d'une M0, 1)
Z admet une densité : T oy
e
VZERnafZ(Z): €

J27) det(2)



ced Rappels statistiques et théorie

> Vecteur gaussien

= Propriétés de projection : Théoréme de Cochran

= Statistiques des échantillons gaussiens: moyenne et variance
empiriques indépendantes et resp. de loi normale et khi2
= Conditionnement : Z = (Z,,Z,)"
o o o 62 o)
Loi jointe : Z~N(m,Z) avec m = (m;,m,)" et Z:(Gl GLZZJ
1,2 2
Loi conditionnelle Z, sachant Z,=z, :
- Z,1Z,=2, suit une loi gaussienne moyenne et variance :
)
E[Zz‘Z1 = Zl]: m, +0,,0, (Z1 _ml)
2 -2
Var[Zz‘Z1 = Zl]: 0, =020, 0y,
P(AN B)

P(B)
Pour des variables continues, densité de Z,|Z=z, : fzzlzl=z1 (z,)=

Rappel conditionnement P(A|B) =

fzz,z1 (2,,2,)

J2,(2))




ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> Vecteur gaussien

= Conditionnement :

Extension au cas général Z'; = (Z,,.., Z,))" et Z';, = (Z,.1,... Z)T

- ' m' 211 z:1,2
(z.z,) ~N| ™| 2}
m, E1,2 E22

avec m, vecteur p x1, m, vecteur (n— p)x1,
>, matrice px p, Z,, matrice (n— p)x(n— p)
et 2, ,matrice (p)x (n— p)

= loi conditionnelle de Z',| Z',=2', :

Z'z Zl' =<~ N(mz +21T,221_11 (Zl _’771')7222 _Z1T,221_1121,2)



ced Rappels statistiques et théorie -~ eDF

> Processus Gaussiens (PG)

= Définition : un processus gaussien est un processus aléatoire réel
{Z(x)}¢ prd dont toutes les lois finies-dimensionnelles (Z(x,),...,Z(x,)) sont
gaussiennes.

= Propriétés : entiérement caractérisé par sa moyenne et sa fonction de
covariance

Z(x) ~ PG( m(x), C(x,x’) )
ou m(x) =E[Z(X)]
et C(x,x") = Cov( Z(x), Z(x) ) = E[( Z(x)-m(x)) ( Z(x")-m(x"))]

= Processus centré : m(x)=0
= Covariance stationnaire : C(x,x’) = C(x-x’)
= Covariance isotrope : C(x,x’) = C(|]x-x’|])

= Fonction de corrélation R : C(x,x’) = o?R(x-x") avec 6% = Var[Z(X)]



& Rappels statistiques et théorie
Variable, vecteur et processus gaussien

& Définition du metamodele processus gaussien (PG)

Du krigeage a la régression par PG
Formulation analytique

Analogie avec le krigeage
Simulation conditionnelles

& Construction du meéetamodele PG

Choix de la fonction moyenne
Choix de la fonction de covariance
Estimation des parametres

& Utilisation du métamodele PG

Validation du métamodéle PG
Illustration sur des exemples analytiques
Plans d'expériences et planification adaptative

& Application sur des cas industriels



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Du krigeage a la régression par processus gaussiens

Géostatistique/statistique spatiale : application de la théorie des
fonctions aléatoires a des données localisées dans un espace géographique,

=> Application de méthodes probabilistes pour |'étude de phénomenes
corrélés dans l'espace

1955 : Daniel Krige, mines d'or sud-africaines

Approche empirique pour corriger les problémes de biais lors de
I'estimation de la teneur d'un bloc de minerai a partir d'un nombre limité
d'échantillons pris autour du bloc

1960-1970 : Georges Matheron

Formalisation théorique et introduction d'un outil pour analyser la
continuité spatiale des variables d'intérét : le variogramme

=>Méthode d'estimation basée sur le variogramme : krigeage



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Du krigeage a la régression par processus gaussiens

= 1970-actuellement : Extension des méthodes géostatistiques a d'autres
domaines : pétrole, environnement, hydrologie, océanographie, foresterie,
codes de calcul, ...

L'idée du krigeage pour les codes est d'interpoler les réponses du code en
dimension p comme pour une cartographie spatiale

= Différents points de vue :
= Weight space view => Krigeage => estimateur BLUP

= Function space view => vecteurs gaussiens, loi jointe et loi
conditionnelle => métamodéle processus Gaussien

2 approches différentes mais qui conduisent au méme métamodele

.=;>‘ Métamodele krigeage ou métamodele processus gaussien \




CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Formulation analytiqgue du métamodéle PG :

= Entrées du code : xeD < Rd
= Sortie du code : z(x)eR

= Hypothése :
la sortie déterministe z(x) est considérée comme la réalisation d'un
champ aléatoire Z(x) :

Z(x) = f,(x) +W(x)

avec :
= f, la fonction moyenne

= W/(x)un processus gaussien centré stationnaire de variance o?et
de fonction de corrélation R:

Cov(W(x),W(x)) = c(x-x') = 02R(x-x")



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Formulation analytiqgue du métamodéle PG :

= Base d'apprentissage (BA)
- N points de simulations du code de calcul {x,,...,x,}
X, =[x,7,...x,, 717
- N réalisations/observations du code associées :
Z=Z(X,) =[Z(x), .., Z(x,)]"

= Loi jointe de la BA: Z, ~N(F,, Z, )
avec F = fo(Xy) =[fo(X), . fo(x,)]” et =, la matrice de covariance

(Z9);j = c(x%)) = 0°R(x;-x))

= Point de prédiction : nouveau point non échantillonné x*



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Formulation analytique du métamodéle PG :

= Loi jointe {BA+x*} :
Zx)zee - N |0 LS
she £,00 S k() o2

= Loi conditionnelle : Z(x*)| Z(X,)

Z('x*)|Y(XS)=YS ~ N(/’l(X*)9&2(-X*))

/J(-X*) — E[Z(X*)‘Z(Xs) — Zs] — fo(X*) + k(X*)TZS (ZS — Fs)
e o2(x*) = Var[Z(x*)‘Z(XS) =Z, 1 =02—k(x*)" T k(x*)



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Formulation analytiqgue du métamodéle PG :

= Prédicteur du métamodele PG :

2(e%) = ) @)

« Tendance déterministe » « Partie permettant l'interpolation »
Terme identique a celui des MC classiques Prise en compte de la configuration des données

=> Interpolateur exact des points de la base d'apprentissage :
Z(X)=2Z,

=> Meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP)



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

»_Propriétés du métamodele PG :

= Variance du prédicteur => Erreur du prédicteur
Z ~ T
MSE[Z(x*)]=0?(x*) =02 —k(x*) 2 k(X7)

= Erreur indépendante de la valeur des données, dépend uniquement de la
covariance et du schéma d'échantillonnage

— Visualisation des régions ou I'estimation est imprécise et o il
conviendrait de placer des nouveaux points de mesure

= Prédicteur et variance identiques a ceux du krigeage obtenus avec
I'approche « Weight space view »

J

Krigeage universel



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Analogie avec le krigeage :
= Hypotheses :
- Processus spatial Z de covariance ¢ connue
- nsites de mesures {s, ..., s} => observations de {Z(s; ), ..., Z(s, )}
- Z centré de moyenne nulle

= Objectif : Prédire le processus pour un nouveau site non observé s*

= TIdée : Construire un estimateur qui soit une combinaison linéaire des

observations : Z(S*) _ Z ZiZ(Si)
i=1

= Sans biais : E[ZA(S*) —Z(s")]=0 D

= De variance minimale : Var[Z(s*)— Z(s*)]= minVar[Zn: ﬂ,iZ(si)—Z(s*)} (2)
AeR" 1

Estimateur BLUP Détermination des A,



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Analogie avec le krigeage :
= Hypothéses : Meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP)

Estimateur sans biais : E[Z°(s)-Z(s)]=0
la moyenne des erreurs est nulle

Z"(u) est optimal : Var [ Z7(s) - Z(s) ] est minimale
la dispersion des erreurs est réduite

Z(s*)=E[ Z(s%)| z(s1)...z(sn)]




CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Analogie avec le krigeage :

= Détermination des 4, :

Condition (2) implique q équations:
Var{z AZ(s,)— Z(s*)} =Var[Z(s*)]+ ZZ/Iileov[Z(si ),Z(s,)]- 22 ACov[Z(s,),Z(s*)]

Dérivation par rapport aux A,

=> systéme linéaire avec 7 équations a »ninconnues
Z/IiCOV[Z(Sl.),Z(S].)] =Cov[Z(s,),Z(s*)] Vi=l.n
j

=> Réécriture sous forme matricielle du systéeme linéaire :

a” Cov(Z,.Z,) *
Cov(Z,,Z,) o° .
. . .

[ L] L]

L]

|Cov(Z,.Z)) Cov(Z,.Z,)

—

K

s

Cov(Z,,Z,) |
Cov(Z,.Z,)

(]

2

Cov(Z,.Z,) |
Cov(Z,.Z,)
L ]

| Cov(Z,.Z,)



CEZAa Dpéfinition du métamodéle processus gaussien '~ eDF

> Analogie avec le krigeage :

= Détermination des 4, : Résolution du systéme linéaire :

KA, =k, = A =Kk,

|

Z(s*)="k K'Z
Var[Z(s*)— Z(s*)] = o2~k K 'k,

= Généralisation aux processus non centré :
- Moyenne m constante et connue => krigeage simple
- Moyenne m constante et inconnue => krigeage ordinaire
- Moyenne fonction de s, m(s) inconnue (présence d'une « dérive »)
=> krigeage universel ou krigeage avec dérive



Cea Simulations conditionnelles

> Formulation analytique du métamodéle PG/krigeage:
= Loi conditionnelle : Z(x*)| Z(X,)

Z() i, oy, ~ N (%), 52(x%))

e pH(x*) = E[Z(xX9)|Z(X ) =Zg 1= fy(x") +k(x*) Z(Zs — Fy)
52(x*) = VarlZ(x9)|Z(X §) = Zg1 = 02— k(x*)" T ok (x*)

= Le prédicteur du PG cherche I'estimation optimale (sans biais, variance d'erreur
minimale) de la variable en tout point, a partir de données expérimentales

» Utilisation de la loi conditionnelle :
Construction d'intervalle de confiance

Réalisation de simulations conditionnelles : une simulation de la loi
conditionnelle représente une réalisation possible du phénomene réel. Elle
cherche a reproduire sa variabilité tout en respectant les données
expérimentales (conditionnement).



Cea Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

Froll du londs rrarin

Lo -

4000

3000

Elévation {m)

2nnn

1000

1 1 1
7o a0 <C icC

0 1 1 1 1 1
) 10 20 3z 4 50 60
Coordcanés {<mi

Vous déposez un cable de fibre optique sur le fonds marin.
Quelle longueur devrait avoir ce cable ?

[ Marcotte, Cours EPM ]



Cea Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

La profondeur exacte est connue uniquement aux points observations

Precfil du fends marn

S000 -

Elévation {m)

26 ap T o

1 1
45 50 G0 D)

v\ . Coordenrée {km)
Exagération verticale environ 10

[ Marcotte, Cours EPM ]



Cea Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

On effectue un krigeage

Prelil du lends inar'n

~0da - -1

EODTE

2000

Elgvation im]
%

2000

iqaaa

1 1 1 1 1 1 1 1 1
D ic z2 32 4D sD aD 70 ac € 1CcC
Coordenrée {km)

La longueur réelle est 110 km, le krigeage donne 104.6 km

On va manquer de cable !

[ Marcotte, Cours EPM ]



CQ@ Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

Une autre approche : des simulations conditionnelles

AN

L

AL

25 ;

125¢ ;

¢
0 10 20 30 40 A Gl T0 o Se 100
— Réelle
Simulée

— — Krigeage

[ Marcotte, Cours EPM ]



Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

Profil du fords marin
T T

Lpin ;'

Elgvatian i m)

iy
o

<

Canrdnnnée (ki)

Histonranme des lorqneurz simolégs - 1000 ke (4<m?
150 r

Movyenne des 1000 réalisations : 110

"Vraie" valeur : 110
Intervalle de confiance a 95 % : [108.8 ; 113.5]

=> prédicteur de krigeage a 104.2, non
compris dans I'TC 95 %

Fréequence

o0 s 1y o 1y 1 e
Lengueur cu a-cfil

[ Marcotte, Cours EPM ]



Cea Simulations conditionnelles

> Exemple de simulations : profil du fond marin

Longueur de cdble = f (prof. du fonds marin) avec f la fonction de transfert
Ici f est non linéaire

Or le prédicteur du PG est un estimateur linéaire (qui gomme les variabilités
locales)

Pour l'estimation d'une moyenne, on peut utiliser le prédicteur du PG car la
fonction de transfert est linéaire

Comment calculer la probabilité de dépasser un seuil ou un quantile ?
> a partir des simulations (hypothese gaussienne et calculs lourds)

> Krigeage d'indicatrices : estimation d'indicatrices 1200 5 s
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Ccea Construction du métamodele PG Svens

*Modéle : xeD c Rd
Z(x) = fo(x) +W(x)
avec :
*f, la fonction moyenne
=W(x) : PG centré stationnaire de variance o?et de fx de corrélation R

> Choix de la fonction « moyenne » £,

= Constante f,(x)=c
d

* Polynéme de degré 1 f,(x)=/4,+> Bx,
i=1

= Polynome d'ordre supérieur

= Modéle additif généralisé

f,(x)=p, +Zﬁifi(xf)+218i,jfi,j(xf:xj)"‘---

i,j=1
i



Ccea Construction du métamodele PG Svens

=Modele : xeD c Rd
Z(x) = fy(x) +W(x)

avec :
*f, la fonction moyenne
=W(x) : PG centré stationnaire de variance o?et de fx de corrélation R

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Propriétés par définition:
- Symétrique c(x, x') =c(x', x)
. ey n Zn:ii/l.c(si,s.)ZO VA, A réels
- Semi-positive Var[) A4Z(s)1=20=45 "’ ! 7

! c est une fonction de ty pepositif

= Covariance stationnaire :
c(x,x')=c(x—x")
= Covariance isotrope :

)

Rque : différentiabilité de ¢ directement liée a la régularité du processus

c(x,x')= c(Hx —X'



Construction du méetamodele PG -~ eDF

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Modéles paramétriques 1D:
- Covariance exponentielle c(h)zazexp(—gj

2
- Covariance gaussienne c(h)za%xp[(g] j
h p
- Covariance exponentielle généralisée c(h)=ao?exp _(Ej avec p>0

: 1 hY . (h
- Covariance de Matern : c(h) = 02(“—(—) K, (—j avec a >0
2T (x)\ @ 0

K, est la fonction de Bessel

Cas particulier a=p+1/2, peN => exponentiel (p=0), Matern3/2 (p=1), Matern5/2 (p=2)

— 1= c(h)= az(nﬂ) Xp( %}

J5h ShZJ ( \/Ehj
o2k

2= c(h) = o2 1427
p=2=clh)= G( 307 0

Rque : p directement liée a la régularité du processus (différentiabilité de c)



Ccea Construction du métamodele PG

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Généralisation en dimension supérieure:
- Covariance isotrope : c(h) = c(|h])

d
- Covariance anisotrope : c(h)=]]c(h)
i=1

- Exponentielle c¢(h)= GZHeXP[ %j—@zexp[ Zd:

i=l1 i

J

=

2
- Gaussienne c(h)-a%xp(—i[?j}



Construction du méetamodele PG

> Analogie avec le variogramme en géostatistique

15Q9.

500 m

504.

500 m
—>
0. S500.

D. S00.
Location map

1000.

100D.

I500.

1000.

500D.

s00.
200.
700,
000,
s00.
400.
200,
200,

100,

200,  200. Jo0.  400.  306.

Variogram cloud

Directional Variogram

. 10a. xa0_ 200. 468, 506, 00, TOO. BGO.

na
15G. 1 LED.
Nk
F-d ) Y
1o, | g 7NN {100,
ol o -
! soh_ol
B -.__.--'v.'/. ]:I-!
80, [l | 5o,

o.

ke B.. l00. 200- 300, 408, 3006, &00. 740 ASO.
4 -

500 m

[ Géovariances ]

Nuée variographique : pour tous les couples de point (x;,x,), on calcule

1
E[Z(xl) —Z(x,)]” et onle reporte en fonction de x;-x,



Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Analogie avec le variogramme en géostatistique

Hypothése localement stationnaire (ou intrinséque) : les incréments de Z(x) sont stationnaires
Variogramme : y(h) = 0.5 Var[ Z(x+h) - Z(x) ]
E[Z(x+h) - Z(x)] et y (h) caractérisent entierement Z
Stationnarité, C(h)

Moyenne et variance
de Z sont constantes

Stationnarité locale, y (h)
Moyenne et variance
de Z sont linéaires

, — variogramme expérimental

< — variogramme (modéle)

variance

pente (continuité spatiale du phénoméne) variance l
L L] é .1-
effet de pépite bepite
(erreur de mesure, |
microstructure) &———| | | h

I | I

e | | )
0 por‘fee = échelle de I'hétérogénéité + portee

covariance C(h)




Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Covariance gaussienne

*® 4

“Simulation d'un champ 2D isotrope




Ccea Construction du métamodele PG

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Covariance exponentielle

C(h) = exp {—%I}

7650 km

Exemples : milieux sédimentaires
(champs de porosité)

e

.

“Simulation d'un champ 2D isotrope



Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Covariance exponentielle anisotrope

c(h)= azexp[—(f;j —[%) J avec 0, # 0,

Simulation trajectoires P de covariance gaussienne isotrope avec 8=0.1 Simulation trajectaires PG de covariance gaussienne avec 8, = 0.1 et 6=0.03
i I-
40+ al-
A0+ M}
Ar it
0t B
D 1 1 ] ] i D
a 10 20 0 40 A0
Simulation d'un champ 2D isotrope Simulation d'un champ 2D anisotrope

(covariance gaussienne) (covariance gaussienne)



Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Choix de la fonction de covariance/corrélation

= Effet de pépite
chy=ch)+&°1,_,

= Discontinuité de la covariance a l'origine

Bruit blanc additionnel

Géostatique : modélisation d'hétérogénéités locales

Pour le métamodele PG :

= Relaxation de la contrainte d'interpolateur exact des données

= Amélioration du conditionnement de la matrice de covariance
(rajout d'un terme sur la diagonale)



Ccea Construction du métamodele PG Svens

Effet de pépite pur => bruit blanc

ww WL M‘ Pm W “ﬂl k’ fw MM ‘h \A W'MMN‘ Moyenne = 0




Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Estimation des paramétres du métamodele PG
= Parametres de la moyenne S
= Parameétre de variance o ?
= Paramétres de la covariance 6 : appelés « hyperparamétres »

=;>‘ Estimation par maximum de vraisemblance \

= Log Vraisemblance sur la BA :

LnL(Z,,3.0,0)=— % Ln(27c2) — % Ln(detX ) — % oz, - F,) 2 (z, - F,)

=  Maximisation:

(,8*, o, 6?*): Argmax LnL(ZS,,B, o, 6?)
(8.0.6)



Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Estimation des parametres du métamodele PG

d ~
= Si £, de forme linéaire f(x)=4,+> Bx, =k, =Xp
i=1

=> Solutions analytiques pour B* et o ** en fonction de 6
Fo)=(X12%,) 5 (%57,
% 1 it * — Mt *
o7 (O)=— (z,-X,8 ) 2,(2,-X,8®)

=> Estimation des hyperparamétres 6* (injection de o ** dans Lnl)
1

DI No2'(0)

0" = Argmax ¢o(0) avec @(0)=
o

—=>| Optimisation humérique pour l'estimation des 8* |




Ccea Construction du métamodele PG Svens

> Etapes de construction du métamodéle PG :

= Choix de la fonction moyenne
= Choix de la fonction de covariance

= Estimation des paramétres :

= parametres de la moyenne et hyperparametres
= par maximum de vraisemblance sur la base d'apprentissage

= Construction métamodele PG conditionnel aux points de la BA :
= Moyenne = prédicteur
= Variance = MSE du prédicteur

Z(x*) = f,(x*)+k(x*) 2 (Z, - F,)
MSE[Z(x*)] = 62— k(x*)" Z Jk(x*)
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Utilisation du métamodele PG

> Validation du métamodele PG
* Qualité d'ajustement parfaite des données de la base d'apprentissage (BA):
car interpolateur exact des points de la base d'apprentissage

* Qualité de prédiction pour un nouveau point ?? => prédictivité ?
= 2 possibilités :

Utilisation d'une base de test : points différents de la BA et non
utilisés pour la construction du métamodele

Approche par validation croisée sur la BA :

» « |leave one out » (LOO) (Hastie et al. 1990) : on enléve un point de la
BA, on construit le métamodeéle avec les points restants, puis on compare
la prédiction du métamodele pour le point enlevé avec sa vraie valeur.
Répétition pour les n points de la BA => n prédictions et donc n résidus

= Validation croisée par blocs

Comparaison des valeurs observées et des valeurs
—> predites: calcul des residus




Utilisation du métamodele PG X s—

> Validation du métamodeéle PG

v Estimation des prédictions Z,: sur une base de test ou par validation croisée

v Validation graphique : Graphe des résidus, comparaison valeurs
prédites/valeurs observées

Résidus absolus par LOO

0.5
- Comparaison valeurs
0.3 . ' o prédites/valeurs observées
. 8 Résidus absolus par LOO
= 2t
- :
g + I
pu. 0.4 +
O
Dis| o 03 r
25 N T I %
m 0.2 ;—_
1 , , 0 L
1 1.5 - 2.5
Z; observées 0 I

PG GIM



Utilisation du métamodele PG X s—

> Validation du métamodeéle PG

v Validation quantitative :

« Calcul du coefficient de prédictivitité : Q,

& 1 - écart quadratique normalisé entre prédictions et valeurs réelles
N

Z (Zi _ ZAZ)2 (Z. : valeurs observées

o, (Z, Z)=1- = — - avec 1 Zi : valeurs prédites par le métamodele
Z (Z - Zi) Z : moyennedes valeurs observées
i=1 -

- Interprétation du Q, :

« Plus il est proche de 1, meilleur est l'ajustement du modéle aux observations ».
= Part de la variance de Y expliquée par le métamodéle.



Utilisation du métamodele PG X s—

> Illustration sur des exemples analytiques

= Fonction théorique : f(x) = cos(4nX) + sin(8zX)
= Base d'apprentissage : tirage aléatoire de 10 points

3r T T T T T T r r r -

25K Fonction théorique .

. “ Points de la base d apprentissage |

151/
]

N 05
0

0.5

1

-1.5




Utilisation du métamodele PG X s—

> Illustration sur des exemples analytiques 7(x) = cos(4zX) + sin(8zX)

= Ajustement d'un métamodele PG : avec covariance Matern 5/2

3 L L L L L L L L L

Fonction théorique |
+ Points de la base d apprentissage
2+ — Metamodele PG

Calcul du Q? sur une base de
test de 100 points :

Q?=0.85




Utilisation du métamodele PG X s—

» Illustration sur des exemples analytiques 7(x) = cos(4zX) + sin(8zX)
= Utilisation du MSE du métamodeéle PG

Fonction théorique

+ Points de la base d apprentissage
7N\ \ Metamodeéle PG

2i- [\ [ L 1Ic95%

Construction d'intervalles de
confiance pour les prédictions

| —— MSE du Metamodéle PG

0.9

0.8

0.7

0.5

MSE

3 ; r r r ; r ; r ; 0.4

X 0.3
0.2

0.1




Utilisation du métamodele PG X s—

> Illustration sur des exemples analytiques

= Utilisation du MSE du métamodele PG

»
»

moyer(ne V X

Intervalle de confiance a 95%
(a partir du MSE)

2 calculs

_____

5 calculs

X

»
»

3 calculs

»
>

X

Conclusion : a partir d'un certain nb de
points, le métamodéle devient précis

Probléme : fléau de la dimension p (dans

I'optimisation des hyperparametres)



Utilisation du métamodele PG X s—

» Illustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : Y = sin(X)
= Base d'apprentissage : 7 points tirés aléatoirement
= Impact du choix de la fonction de covariance

gauss exponential

* * [ Chevalier, 2011 ]



Utilisation du métamodele PG X s—

» Illustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : Y = sin(4zX)
= Base d'apprentissage : 5 points équirépartis

= Impact des hyperparamétres

[ Le Gratiet, 2011 ]



Utilisation du métamodele PG X s—

> Avantages du métamodeéle PG

= Interpolateur exact des points de la base d'apprentissage (relaxation
possible si ajout d'un effet de pépite)

= Possibilité de « jouer » sur la forme de la fonction moyenne

=> moyenne du processus devient une fonction de x (krigeage universel)
=> prise en compte d'avis d'expert

= Possibilité d'estimer les parametres par maximum de vraisemblance
=> extension + facile en grande dimension

= Formulation analytique : exploitation de la loi du prédicteur
=> Simulation de la loi gaussienne conditionnelle

= Rapidité d'évaluation du prédicteur

/ N\

Analyse de Propagation Calibration
sensibilité d'incertitude




Utilisation du métamodele PG X s—

> Inconvénients du métamodele PG

= Choix des fonctions moyenne et de covariance

= Estimation des parameétres de régression et de covariance
=> Estimation en grande dimension

* Pas adapté quand beaucoup de données

inversion de la matrice de covariance coliteuse => optimisation de la
vraisemblance difficile

= Prédicteur a tendance a lisser
=> pas adapté a I'estimation de valeurs extrémes, de sedil...



Interprétation




Utilisation du métamodele PG X s—

> Utilisation du métamodeéle PG dans une démarche « incertitudes »

1. Détermination du domaine de variation des

o Faramitres + drstmputions de propabited variables d'entrée influentes (et éventuellement
l de leur loi de proba)
:_-l_____—___-_____::»‘l Plan d'expériences : N simulations I . , , .
| U 2. Choix d'un type de métamodele
| T 3. Choix d'un type de plan d'expériences numériques
i 4. Evaluation du code pour le plan d'expériences
Validatian;u métamodele [ Modélisation statistique : métamodeéle 5 ec)(onésr:';l:]izgr;IerrL\]u?ézzamOdele a parhr dCS
i Y P
Analyse de sensibilité | | Propagation d’incertitudes I6 vahda-‘-lon du mé-l-amodéle
AY Vi '
Interprétation 7. Exploitation du métamodele

Les étapes 2 et 3 sont guidées par le probleme traité (analyse d'incertitudes, calcul de
sensibilite, outil de prédiction, évaluation d'événements rares, optimisation, ...)

A lissue de I'étape 6, on peut revenir a I'étape 3 => plan adaptatif

Nota Bene : I'un des intéréts importants du métamodéle est de donner la possibilité d'étudier
I'impact du choix de la distribution des entrées



Utilisation du métamodele PG

> Choix du plan d'expériences pour la base d'apprentissage

= Métamodéle PG adapté :

* au cas des modeles numériques = expériences « déterministes »

» quand quelques dizaines d'entrée et quelques centaines de simulations
possibles = points d'expériences dispersés = « sparsity »

= Plan d'expériences recommandés dans ces cas :
- Space-filling design : couverture optimale du domaine de variation

des parameétres incertains

Simple
Random ¢
Sample

1.0

02 04 06 08

1
o

V2

02 04 06 038

Space
Filling
Design



Utilisation du métamodele PG

> Choix du plan d'expériences pour la base d'apprentissage

= Space-filling design de type hypercubes latins (LHS) : projections
uniformes sur les marginales

= compromis entre "étalement” des points et répartition uniforme

On divise chaque dimension en N intervalles ,
et on prend un point dans chaque intervalle *

! !
T
_______________ .‘
1 :_ I \
1 1
1 | 1

plan LHS de 4 ,50/'/77‘5 en dimension 2
= Plans LHS optimisés : optimisation d'un critére d'occupation de I'espace

ex : critére maximin, minimax, discrépance, ..

0.8

0.6 - |\ plan LHS maximin de 10

0.4 points en dimension 2

0.2r




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Principe :
= Plan d'expériences initial
= Construction d'un premier métamodéle

= Ajout de nouveaux points de maniere séquentielle en utilisant le
métamodele = planification adaptative

= Mise en oceuvre avec le métamodeéle PG:

= Utilisation d'un critere basé sur le MSE du métamodele PG

= Objectif : choisir comme nouveau point celui qui améliore le plus la qualité
du métamodele

= Exemple : point ot le MSE du métamodele PG est maximal => point ou
I'erreur de prédiction est potentiellement la + grande

= Autres criteres utilisant le MSE du PG : point qui minimise l'intégrale
du MSE sur le domaine, ajout par blocs de points, ...

= Autres critéres liés a I'objectif de I'étude : recherche de minima, ...



Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critere basé sur le MSE
Nouveau point = celui ot le MSE du métamodele PG est maximal

x,,, = Argmax MSE[Z(x)] = Argmax (02 — k(x)" £ 3k(x))

3 : : : C r : r r r
o5l- Fonction théorique | i S
+ Points de la base d apprentissage 0ok — MSE du Metamodéle PG
2/ — Metamodele PG g

0.8

0.7

0.6

0.5

MSE

0.4r-

0.3

0.2

0.1

s mm n o mm ok o mm s o o mm s mm o mm s mm ok o omm n

0 0. 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
0 0.1 062 03 04 05 06 07 08 09 1 X

Nouveau point : x,., = 0.0972




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critére basé sur le MSE
Nouveau point = celui ot le MSE du métamodele PG est maximal

x,,, = Argmax MSE[2 (x)] = Argmax (02 —k(x0)'Z Sk(x))

Etape 1 : Recherche de x,,, (maximisation du MSE => pbe d'optimisation)

T T T 1 T T T T T
Fonction théorique { — MSE du Metamodéle PG {
25 + Points de la BA A 0.9- \ |
Nouveau point
ol Xnew = 0.0972 Prédicteur du PG | 0.8 Xnew = 0.0972
0.7+
0.6
w
0 0.5
=
0.4
0.3
0.2
0.1
_2 r r r r r r r r r 0 r F r Fm._ r Q_Fq} ¥ r {_F
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critéere basé sur le MSE
Etape 2 : Simulation de x,,, => Z,..,
Ajout de (X,op, Znew) @ la BA et mise a jour du métamodele PG

3 T T T 0.9 T T T T T
Fonction théorique { — MSE du Metamodéle PG {
2.5 + Points de la BA H 0.8
Nouveau point
2 Xpew = 0.0972 — Prédicteur du PG | 07l Xnew = 0.0972

0.6

0.5

MSE

0.4

0.3

0.2

0.1

R S
0.6 0.7



Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

5F + Points de la BA

Tllustration : Utilisation d'un critére basé sur le MSE
Etape 1 : Recherche de x,,, (maximisation du MSE => pbe d'optimisation)

Fonction théorique

Nouveau point
Prédicteur du PG |

MSE

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Xpew = 0.7845

L L L L L
|~ MSE du Mejamodéle PG |

/




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critére basé sur le MSE
Etape 2 : Simulation de x,,, => Z,..,
Ajout de (X,op, Znew) @ la BA et mise a jour du métamodele PG

T T T . T T T T LY T T T T
Fonction théorique { — MSE du Metamodeéle PG {
151 + Points de laBA m j \
Nouveau point 061
2F Prédicteurdu PG X = 0.7845

new

Xpew = 0.7845

MSE

r r r r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critéere basé sur le MSE
Ajout de 10 points par planification adaptative

3 L L L L L L L L L F 003 L T L L C C C T C

Fonction théorique MSE du Metamodeéle PG

+ Points initiaux de la BA

2 planification adaptative
8 ™ Prédicteur du PG

0.025

I

0.02
w
o) 0.015
=

0.01 -

0.005 |




Utilisation du métamodele PG X s—

> Planification adaptative avec le métamodéle PG

= Tllustration : Utilisation d'un critéere basé sur le MSE
Ajout de 10 points par planification adaptative

, Evolution du Q?

- Fonction théorique ;
' + Points initiaux de la BA
2t = planification adaptative 0.99 -
Prédicteur du PG ’
1.55% y
0.98 -
1r g
0ar 0.97 -
N
(&)
ot 0.96 -
-0ar
0.95-
-1k
0.94 -
1.49¢
iy 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.93+¢ " " " "
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& Rappels statistiques et théorie
Variable, vecteur et processus gaussien

& Définition du métamodele processus gaussien (PG)

Du krigeage a la régression par processus gaussien
Formulation analytique

Analogie avec le krigeage

Simulation conditionnelles

& Construction du métamodele PG

Choix de la fonction moyenne
Choix de la fonction de covariance
Estimation des parametres

& Utilisation du métamodele PG

Validation du métamodéle PG
Tllustration sur des exemples analytiques
Plans d'expériences et planification adaptative

@ Application sur des cas industriels



CZ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Evaluation des dépdts causés par le
rejet accidentel ou chronique de

polluants nucléaires (rejets Nuclear site

atmosphériques)

Rain + dry deposits

Soil deposit

External
Exposure (soil)

External
exposufe

Modélisation de la dispersion
2ri > halat
a’rn\wosghemque, basée surun | . vegetabte\malo /
modele a bouffées gaussiennes

ji animal products
{(meat, milk, ...)

Reference group

— Direct way

Modéle gaussien de panache Indirect way

Panache & modéliser

(- )
Code de dispersion atmosphérique

CERES-MITHRA (C-M)
= Calcul d'impact des installations nucléaires
Modele gaussien a bouffées \ J

Vent u
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Modélisation numérique
[ Sorties C-M

£
Entrees C-M ] Cartes 2-D de la concentration de |'activité volumique intégrée (Bqsm-2)
a différents instants

Chronique de rejets

| |
| |
| |
I » Points de rejet I
{ » Hauteur des points de rejet |
: » Quantité de radionucléides rejetés |
i » \Vitesse de dépdt des radionucléides |
l » Durée des rejets }
| |
| |

Simulateun
C-M

}"emp s CPU de gue /c?'Ue?.S' Cancentration de Csi37 aqprés 20 minutes
secondes & quelques
dizaines de minutes

Chronique météorologiques
» Direction du vent

|
|
|
|
Vitesse du vent }
Diffusion atmosphérique :
|
|
l
|
|
|

Taux dhumidité

3

b

» Température

=

¥ Durée d'observation

Concentration de Csi37 aprés 2 heures



CQ_a Application 2 : Modele de dispersion atmospheérique m

Objectifs
» Quantifier les incertitudes sur les paramétres d'entrée du modéle
» Evaluer l'influence de chaque paramétre d'entrée sur la sortie
=> analyse de sensibilité du code C-M
> Identifier I'impact sur les prédictions du modele C-M

Probléme

» Grand temps de calcul pour chaque simulation

» Méthodes classiques d'analyse de sensibilité globale = des milliers de simulations
> Sorties spatiales

Solution

» Construction d'une méthodologie globale combinant différentes techniques
statistiques avancées

/7

< Approximation du code C-M par un métamodeéle

< Analyse de sensibilité

Avenl Traitnmant Anc inAaavtitiidAaa CAlira 2 42/40D/410
o (RSB N V]

~
WWICUH TG — 1TAILGHTITIIL UTO 1HTUTI LILUUGC O wuUuil o
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CQ@ Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Méthodologie

Quantification des incertitudes :
paramé&tres d'entrée + distributions de probabilité assocides

|

Plan d'expériencés : N simulations

|

Echantillon
de simulations
Validation du Modélisation statistique:
métamodale : Métamodale
Analyse de sensibilité Propagation d’incertitudes

AN /

Interprétation des résultats

B. looss, A. Marrel — Traitement des incertitudes - Cours 3 — 13/12/13

Quantification des incertitudes
Création d'un simulateur réaliste
des chroniques météorologiques

Plan d’expériences
Hypercube latin ayant des
propriétés de recouvrement
optimales

Métamodele
Décomposition spatiale
Orthogonale aux Valeurs propres
(POD)

+
métamodellisation des
coefficients principaux de la
POD par Processus Gaussiens

(PG)
Analyse de sensibilité
Estimation d’indices basés sur la
décomposition de la variance de
la sortie

U

indices de Sobol

87



CQ@ Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Quantification des sources d'incertitudes

| ois des variables incertaines du scénario
Parametres Intervalle de variation | Loi de probabilité associée |
Hauteur des points | [7.5,22.5] Uniforme
( J | A [22.5;67.5] Uniforme Lois déterminées
\ﬁn n Y > par avis d’expert
esse de C=pot 5.107%; 5,107 Log-Uniforme du LMTE
(en m.s™") '
Quantité rejetée 8 «nll .
(en Bg) [10°; 107 Log-Uniforme )
Direction de vent ] Lois modélisées
(en degré azimut) [249; 333 Processus temporel > aprées étude d’une
Vitesse de vent 0; 125) D t | base de donnees
(en m.s~) 12, rocessus tempore _, CEA
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CZ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Plan d'expériences et simulations
Nombre total de variables : 4 (rejet) + 12 (météo)

Choix d'un plan d'expériences numériques :
Latin hypercube Sampling maximin (LHS)

Taille du plan d'expériences :

n=150 simulations
bon compromis entre le nombre dexpériences et exploration du domaine de
variation des paramétres incertains (une meilleure répartition spatiale des points)

Réalisation des simulations avec Ceres-Mithra :
Constitution de la base d'apprentissage (BA)

0 20 40 60 0 20 40 60

Exemples de cartes d'activité surfacique intégrée du Cs137 (log)
B. looss, A. Marrel — Traitement des incertitudes - Cours 3 - 13/12/13 - 89



CZ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Modélisation statistique : métamodele fonctionnel

» Etape 1: ACP fonctionnelle (ou POD pour Proper Orthogonal Decomposition)
==> Sélection des principaux coefficients de la décomposition

k | <Yo) > |<(Yip)> 2

Y(X,2) =Y (2) + Zal (X)di(2) avec e = Merver@ e ob llalf =1
[—1 et aq(X)= [O Y (X, 2)hi(2)dz viec{1,.. k}

» Etape 2 : Modélisation des principaux coefficients en fonction de X :
==>Métamodeéle PG

e : Metamodéle
Sélection des | probabilste Modélisation

Code de Décomposition
/ | 4 calcul spatiale
Siru “g'b” % | ce—-  Cartes simulées >l | Principausx - | des coefficlents
\\pnr-nm tres x \ e e en fonction de «
~— W;"’f I
® Prédiction :
=—> Analyse de sensibilité, propagation d'incertitude, ...

Metamodele Reconstruction
Probabiliste spatiale

Nouveau jeu de — Prédiction des coefficients —

de décomposition spatiale

Reconsgtitution
de la carte
prédite

paramétres x*
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CQ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Modélisation statistique :
» Validation du métamodéle

métamodele fonctionnel

==> Estimation du coefficient de prédictivité Q?

- sur base de test
- par validation croisée

n’i [I}(XU) ) —=Y(x, Z)]2
0x(2)=1-—2== : 2
[Y(x(j) , Z) . l ZY(X(J') , Z):|
n -

J=1

avec {X0}_;  ioct les points de la base de test, z les
coordonnées spatiales, Y les valeurs observées
("vraies" valeurs) et Y la prédiction du métamodéle.

Interprétation :

« pourcentage de variance expliquée par le métamodele

Q2 pro.che de 1 = bon mé'tamodéle

5 10 15 20 25 20
Q=091

FIGUR | D Q2 du métamodele pour t=40min.

» plus sa valeur est proche de 1, meilleure est 'adéquation du métamodeéle au « vrai » modéle.
Rque : Dans le cas d’'une sortie spatiale, on obtient une valeur de Q? en chaque point de I'espace.
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CQ@ Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Analyse de sensibilité : indices de Sobol
« Etude de I'influence des entrées d'un simulateur sur sa sortie.» Saltelli [1999]

Définition des indices de Sobol [2001]

Indices du premier ordre S; : Mesure l'influence de 'entrée X; indépendamment
des autres.

Indices du second ordre S;; : Mesure l'influence de ['interaction entre |'entrée X; et
I'entrée X; indépendamment de leurs effets seuls.

Indices totaux S7, : Mesure 'influence de 'entrée X; et de |'ensemble de ses
interactions. variance of ¥

Estimation des indices de Sobol “/\‘ r\m
Utilisation de la méthode RBD-FAST (Mara [2009])
J -
Nécessite des milliers de simulations

X3
Utilicati dU , 4ol Poids de chaque entrée dans
tilisation du metamodele la variance de la sortie

B. looss, A. Marrel — Traitement des incertitudes - Cours 3 — 13/12/13 - 92



CQ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

vV vyy

Analyse de sensibilité : indices du ler ordre (a T,+40min)

o 40 1 40 1 40 1
5 10 30 30
2 920 :‘:-’ 05 ' 20 05 ' 20 0.5
5 10 10 10
-
; 10 20 30 ¥ 10 20 30 ¢ 10 20 30 ¢
- 24 24 24
= Quantitée rejetée (20%) Direction de vent (34%) Vitesse de vent (20%)
3 40 1 40 1 40 1
8 30 30 30
% N 20 g uos 9 20 Uo.s S 20 05
é 10 10 B 10
10 20 30 . 10 20 30 a 10 20 30 .
Z1 Z1 21
Quantitée rejetée (23%) Direction de vent (60%) Vitesse de vent (45%)

Quantité rejetée : Influe sur le coeur du panache;

Direction et vitesse de vent : Influe sur le les bords du panache;
Somme des indices du premier ordre = 74% = 26% d'interactions;
Interaction probable entre la direction et la vitesse de vent.
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CZ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Analyse de sensibilité : interactions (a T,+40min)

40 1 40
35 35
30 08 30
25 ‘, 0.6 25
20 Y 20
15 [ 4 15
10 5 10

ﬁ 5

10 20 30 ¢
Z4

]

o
[

10 20 30
Z4
Direction de vent » Vitesse de vent (23%) Quantitée de Cs137+ rejetée . Direction de vent (1.9%)

Indices du second ordre
Z,

L'interaction direction de vent x vitesse de vent influe sur les bords du panache.

N
- direction de vent (34%) ;

- direction de vent x vitesse de vent (23%); 99% de

- quantité rejetée de Cs137+ (20%); >~ variance
- vitesse de vent (20%) ; expliquée!
- direction de vent x quantité de Cs137+ rejetée (2%):/
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CZ_a Application 1 : Modele de dispersion atmospheérique m

Analyse de sensibilité : évolution temporelle

1

05
) 0
=
= 10 20 30 10 20 30 10 20 30
‘;; 20 minutes (67%) 40 minutes (60%) 60 minutes (67%)
LiB]
O 1 1 1
= 50 50
= 40 40
NN 05 & 30 05 & 30 05
20 20
10 10
10 20 30 H 10 20 30 ¢ 10 20 30 9
80 minutes (69%) 100 minutes (7 3%) 120 minutes (74%)
Forte croissance des indices totaux

|

Augmentation de la part d'influence des interactions de DV

B. looss, A. Marrel — Traitement des incertitudes - Cours 3 — 13/12/13 - 95
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> Processus gaussiens
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> Comme il n’y a pas que le krigeage dans la vie..

=> Polyndmes de chaos m

Base des polynomes du chaos = famille de polynomes orthogonaux v, (x) associés
a une mesure sy (x)

Ex. : densité gaussienne ==y pol. d'Hermite ; uniforme == pol. de Legendre

Le développement de chaque v.a. d'entrée sur sa base permet de représenter
Y= £(X) par tensorisation (chaos polynomial généralisé) :

- Zakl/jk (X) avec Ely, (X)y,(X)]=0O
keN
Limité a un ordre K de développement convenable (précision / nb de termes)

Par exemple : p=2et K=3 = 10 polyndmes du chaos

Estimation de «, par intégration numérique ou par moindres carrés

Plus : approche déterministe, taux de convergence connu, atteint un niveau
arbitraire d'incertitudes, les coef. du chaos contiennent toute l'info. proba.

Minus : fléau de la dimension, adaptation des outils (en mode intrusif), probléme
de robustesse (non linéarités, discontinuités)
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Polynomes de chaos

o X =(X1,X2,X3), Xi = U(—m,m), independent
o f(xy,x0,x3) = sin(xy) + asin®(xy) + bx3sin(x;)
e a=7,b=1/10

@ budget: 500 computations

o Total degree of approx.: 9 o [otal degree of approx.: 12
e compute 220 coefficients @ keep 16 best coefficients
Model vs Meta-Model Model vs Meta-Model

10 15
L

meta model
meta mode|
5

L]
1

-10 -5
L 1
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Traitement des incertitudes en
simulation numérique

TP 3 : Modélisation d’expériences numeériques
=> métamodele processus gaussien

Compte-rendu d’évaluation :
=> CR sur les exercices 1.b), 3 et 4.
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EXERCICE 1 : SIMULATION DE
TRAJECTOIRES



CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne et
covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Enoncé
Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance gaussienne
h

2
C(t, t") = Jze-(g) . Simuler des réalisations de Z(t) de N = 200 points sur
[0 ;1]. Prendre a* = 0,5, 8 = 0,05 puis 6 = 0,2.

Meéthode
- simulation de N points vecteur gaussien iid => rnorm

- calcul matrice des distance => dist

- calcul matrice de covariance
- transfo en vecteurde loi => chol
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Solution

N <- 200 #nb de points de la trajectoire

X <- seq(0,1,length.out=N)

dist all <- as.matrix(dist (x))

n <- 10 # simulation de n trajectoires

721 <- matrix(rnorm(N*n),N,n)

f0 <= rep(0,N)

sig2 <= 0.5 ; theta <- 0.05 ; lambda <- 107 (-10)

cov <- sig2*(exp(-(dist _all/theta)”"2) + lambda * diag(l,N))

22 <- matrix(0,N,n)

for (i in 1:n) {
22[,1] <- fO0+t(chol (cov))%$*%$Z1[, 1]

}

plot(x,22[,1], main=paste('Simulation trajectoires PG de
covariance gaussienne avec theta =',6 theta), type='1l",
ylim=c (min (Z2),max (Z22)))

for (i in 2:n)
lines(x,%22[,1],col=1)
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Simulation trajectoires PG de covariance gaussienne avec theta = 0.05 Simulation trajectoires PG de covariance gaussienne avec theta = 0.2
T8}
o
_
] QY. ‘.
: TN
: ~

; o = / // / \

(=] = . \\ —
N == A .

o \ ™

e _ >

NN
o
L
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Enoncé

Soit un processus exponentiel centre stationnaire de covariance
gaussienne C(t,t') = a?e™™_ Simuler des réalisations de Z(t) de N = 200
points sur [0 ;1]. Prendre a? = 0,5, 8 = 0,05 puis 6 = 0,2.

Méthode
- Simulation de N points vecteur gaussien iid => rnorm

- calcul matrice des distance => dist

- calcul matrice de covariance
- transfo en vecteur de loi => chol
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Solution

sig2 <- 0.5
theta <- 0.05
cov <- sig2*exp (-(dist all/theta))
Z2 <- 41
for (i in 1:n)
z2[,1] <- fO0+sqgrt(cov)s*%Z1[,1]

plot(x,z22[,1], main=paste('Simulation trajectoires PG de
covariance exponentielle avec theta =',theta), type='1l"',
ylim=c (min (Z2) ,max(Z2)))

for (i in 2:n)
lines(x,z22[,1] ,col=1i)
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Autre solution (avec DiceKriqing) :

type <- "exp"

coef <- c(theta = 0.05)

sigma <- 0.5

model <- km(design=x, response=rep(0,N),coef.trend = 0,
covtype=type, coef.cov=coef, coef.var=sigma)

22 <- simulate (model, nsim=10, newdata=NULL)

plot(x,22[,1], main=paste('Simulation trajectoires PG de
covariance exponentielle avec theta =', theta),
type="'1l"', ylim=c (min (Z2),max (Z2)))

for (i in 2:n)
lines(x,22[i,] ,col=i)
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Simulation trajectoires PG de covariance exponentielle avec theta = 0.05

Z2[ 1]
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne et
covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Enoncé
Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance gaussienne
h

2
avec effet de pépite : C(t,t') = o e_(e) + A6, (h). Simuler des réalisations
de Z(t) de N = 200 points sur [0 ;1]. Prendre ¢ = 0,5, 6 = 0,05 puis
6 =0,2.

Méthode

Ajout de I'effet de pépite => diag
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Solution

sig2 <- 0.5
theta <- 0.2
lambda <- 0.05
cov <- sig2*(exp(-(dist all/theta)”"2) + lambda * diag(1,N))
Z2 <- 41
for (i in 1:n)
z2[,1] <- fO+t(chol (cov))%$*%Z1[,1]

plot(x,z2[,1], main=paste('Simulation trajectoires PG de covariance
gaussienne avec theta =',theta),type='1l"',ylim=c (min (Z2) ,max (22)))
for (i in Z2:n)
lines(x,Z2[,1],col=1)
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.a) Simulation de trajectoires 1D

Simulation trajectoires PG de covariance gaussienne avec theta = 0.2

Z2[, 1]

0.0 02 04 06 0.8 1.0
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.b) Simulation de trajectoires 2D

Enoncé
Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance

h 2
gaussienne isotrope C(t,t") = aze'”5” :
Simuler des réalisations de Z(t) de N = 50x50 points sur [0 ;1]x[0 ;1].
Prendre > = 0,5 et = 0,1.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.b) Simulation de trajectoires 2D

Enoncé
Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance

onne an RG]
gaussienne anisotrope C(t,t') = o%e 01/ \62/

Simuler des réalisations de Z(t) de N = 70x70 points sur [0 ;1]x[0 ;1].
Prendre ? = 0,5, 8, = 0,1 et 6, = 0,03.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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CZa Exercice 1 : Simulation de trajectoires I~ epr

Objectif : Simuler des trajectoires d'un processus gaussien de moyenne
et covariance données

1.b) Simulation de trajectoires 2D

Enoncé

Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance
_ha_ha

exponentielle anisotrope C(t,t') = o%e 61 62,

Simuler des réalisations de Z(t) de N = 70x70 points sur [0 ;1]x[0 ;1].

Prendre 6% = 0,5, 8, = 0,1 et 6, = 0,03.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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EXERCICE 2 : KRIGEAGE 1D
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Mbjectif : Construire un métamodele PG en dimension 1

Enoncé

x=0,9
2

Soit f(x) = sin(30(x — 0,9)*) cos(2(x — 0,9)) +

Etape 0 & 1
m Evaluer f sur 100 points équirépartis et tracer f
m Construire un plan d’expérience et évaluer f sur ce plan
m Faire varier le nb de points de 10 a 30 et le type de plans : équirépartis et LHS.

Méthode

m Points équirépartis => seqg
m Plan LHS => optimumLHS du package lhs
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodele PG en dimension 1

Solution

N BA <- 15

S BA <- optimumLHS (N BA,1)

N BT <- 100

S BT <- seq(0,1,length.out=N BT)

fx exo2 <- function (X)
sin (30*(X-0.9)"4) *cos (2* (X-0.9)) + (X-0.9)/2

Y BA <- fx exoZ (S BA)
Y BT <- fx exoZ(S BT)

plot (S BT,Y BT,type="'1")

points (S BA,Y BA,pch=3,col=2)

legend ("topright",y=c(0.17,0.33),c('Fonction théorique','Pts
de la base d apprentissage'), lty=c(1,0), pch=c(-1,3),
col=c(1,2), cex=0.8)
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodele PG en dimension 1

04

— Fonction théorique )
+ Pts de la base d apprentissage

0.2
I

Y BT

-0.2

-04

-06

0.0 02 04 06 08 1.0

S BT
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodéle PG en dimension 1
Enoncé

Etape 2
Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance Matern3/2.

Construire le métamodele basé sur Z conditionnellement aux points de la base
d’apprentissage :
m Estimation des parameétres du métamodele
m Calcul et tracé du prédicteur sur la base de test avec intervalle de confiance
m Calcul et tracé du MSE sur la base de test
m Calcul du Q? sur la base de test

Méthode
m Estimation des parameétres => km du package DiceKriging
m Calcul du prédicteur => predict.km du package DiceKriging
m Intervalle de confiance et MSE fournis par predict. km
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodele PG en dimension 1

Solution

metamodel <- km(formula=~1, design=S BA, response=Y BA,
covtype="matern3 2")

prediction <- predict.km(metamodel,S BT, 'UK',checkNames=FALSE)
par (mfrow=c(2,1))

plot (S BT,Y BT,type="'1")

points (S BA,Y BA,pch=3,col="red')

lines (S BT,prediction$mean,col="'blue')

lines (S BT,prediction$lower95,col="'blue’',lty=2)

lines (S BT,prediction$upper95,col="'blue’',lty=2)

plot (S BT,prediction$sd,type="1")

Q2 <- function(y,yhat)
l-mean ( (y-yhat) *2) /var (y)

Q2 BT <- Q2(Y BT,predictionsmean)
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodele PG en dimension 1

Estimation de f par métamodéle PG
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodele PG en dimension 1
Avec le package DicevView

par (mfrow=c (2,1))
sectionview (metamodel)
plot (S BT,prediction$sd, type='1l"',main="sqrt (MSE) de l'estimation")

y X1
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0.12
I
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0.08
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodéle PG en dimension 1

Enoncé

Etape 3

m Calculer analytiguement les valeurs optimales des parametres 3 et ¢ du
métamodele PG.

m Tracer la log-vraissemblance et retrouver la valeur optimale de 6.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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CZa Exercice 2 : Krigeage 1D

Objectif : Construire un métamodéle PG en dimension 1
Enoncé

Etape 4
m Trouver le point x ou le MSE est maximal et I'ajouter a la base d’apprentissage

m Mettre a jour le métamodéle (estimation des hyperparametres, construction du
prédicteur et du MSE)
m Tracer le prédicteur et le MSE comme a I'étape 2.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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EXERCICE 3 : KRIGEAGE 2D
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CZa Exercice 3 : Krigeage 2D

Mbjectif : Construire un métamodele PG en dimension 2

Enoncé

Soit f(xq1,x;) = —x18in.J|x;| — x35in /|x5|
a Evaluer f sur 70x70 points équirépartis et tracer f
m Construire un plan d’expérience et évaluer f sur ce plan
m Faire varier le nb de points de 50 a 90 et le type de plans : équirépartis et LHS.

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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CZa Exercice 3 : Krigeage 2D

Objectif : Construire un métamodeéle PG en dimension 2

Enoncé

Soit un processus gaussien centré stationnaire de covariance Matern3/2.
Construire le métamodele basé sur Z conditionnellement aux points de la base
d’apprentissage.

m Calcul et tracé du prédicteur sur la base de test

m Traceé de l'erreur (valeur absolue) sur la base de test

m Calcul du Q2 sur la base de test

A réaliser en dehors du TP => compte-rendu
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EXERCICE 4 : APPLICATION A
L’ANALYSE DE SENSIBILITE



o7 Exercice 4 : Application a I'analyse de

= sensibilité = eDF

®bjectif : Construire un métamodele et y appliquer des
méthodes d'analyse de sensibilité

Enoncé

Soit la fonction d’Ishigami :
f(X1,X5,X3) =sinX; + a(sinX,)? + bX3sinX,
Onposea=7eth=0,1.
Etape 0

m Calculer les indices de Sobol du 1¢" et du 2" ordre théoriques de f
m Calculer les indices de Sobol totaux de f

Etape 1
m Construire la base d’apprentissage : un plan LHS de N = 70 a 100 points

Méthode
s Plan LHS => 1hs
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coz Exercice 4 : Application a I'analyse de

== sensibilité = eDF

Objectif : Construire un métamodéle et y appliquer des méthodes d'analyse
de sensibilité

Solution

N BA <- 80
d <- 3
S BA <- randomLHS (N BA,d)

ishigami <- function (X,coeff){
X <- 2*pi*X-pi
sin(X[,1]) + coeff[1]*sin(X[,2]) "2 +
coeff[2]*X[,3]"4*sin(X[,1])

}

coeff fx test <- c¢(7, 0.1)
Y BA <- ishigami (S BA,coeff fx test)
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o7 Exercice 4 : Application a I'analyse de

sensibilite

Objectif : Construire un métamodéle et y appliquer des méthodes

d'analyse de sensibilité
Poura=7eth=0,1:

Indices de Sobol théoriques :

X1

X2

X3

0.314

0,442

0

Indices de Sobol théoriques totaux :

X1

X2

X3

0.558

0,442

0,244
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o7 Exercice 4 : Application a I'analyse de

= sensibilité L Seor
Objectif : Construire un métamodele et y appliquer des
méthodes d'analyse de sensibilité

Enoncé

Etape 2 :

m Construire le métamodeéle basé sur Z conditionnellement aux points de la base
d’apprentissage.

m Calcul du Q? sur une base de test
m Calcul du Q? par validation croisée sur la base d’apprentissage

Methode
s métamodéle => km
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coz Exercice 4 : Application a I'analyse de

= sensibilité = eDF

Objectif : Construire un métamodeéle et y appliquer des méthodes d'analyse
de sensibilité

Solution

metamodel <- km(formula=~1, design=S BA,response=Y BA,
covtype="matern5 2")

Q2 <- function(y,yhat)
l-mean ( (y-yvhat) *2) /var (y)

# Calcul de Q2 sur une base de test

S BT <- randomLHS (100, 3)

Y BT <- ishigami (S BT,coeff fx test)

Y BT hat <- predict(m, S BT, 'UK', checkNames=FALSE)sSmean
Q2 (Y BT,Y BT hat)

# Calcul du Q2 par validation croisée
yvhat <- leaveOneOut.km(metamodel, '"UK') Smean
Q2 (Y BA, yhat)
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o7 Exercice 4 : Application a I'analyse de

=" sensibilité = eDF

Objectif : Construire un métamodéle et y appliquer des méthodes
d'analyse de sensibilité

Q2 sur une base de test : 0,88

Q2 par validation croisée : 0,93
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o7 Exercice 4 : Application a I'analyse de

= sensibilité L Seor
Objectif : Construire un métamodele et y appliquer des
méthodes d'analyse de sensibilitée

Enoncé

Etape 3 :
Calcul des indices de sensibilite
m Avec la méthode de Sobol
m Avec FAST (avec M=4)

Meéethode
s Méthode de Sobol => sobol
m Méthode FAST => fast99
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coz Exercice 4 : Application a I'analyse de

—=  sensibilité = eDF

Objectif : Construire un métamodeéle et y appliquer des méthodes d'analyse
de sensibilité

Solution

##Sobol

n <- 5000

X1 <- data.frame (Xl=runif(n,0,1) ,X2=runif(n,0,1) ,X3=runif(n,0,1))
X2 <- data.frame (Xl=runif(n,0,1) ,X2=runif(n,0,1) ,X3=runif(n,0,1))
indices.sobol <- sobol2007(f,X1,X2)

plot (indices.sobol)

## FAST
n RBDFast <- 5000
M RBDFast <- 4
f <- function (x)
predict (metamodel ,x, type="UK',checkNames=FALSE) Smean

indices.fast <-
fast99(f,d,n RBDFast,M RBDFast,g="'qunif',qg.arg=1ist (min=0,max=1))

plot (indices. fast)
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con Exercice 4 : Application a I'analyse de

— sensibilité m

Objectif : Construire un métamodéle et y appliquer des méthodes
d'analyse de sensibilité

Indices du 1¢' ordre

Théoriques
Sobol [2007] ? ? ?
FAST ? ? ?

Indices totaux

Théoriques
Sobol [2007] ? ? ?
FAST ? ? ?
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