
����������		
������������������	����������
���
���� 1

������������	

	

�
	��
�������



����������		
������������������	����������
���
���� 2

�������������	���
 ��!"�����
#���$�������	�����
 �
"��	����$����
����	�������$"����	���


�	��������"%	��������"������$�������$�&
���������	


�������� ��	�����

�����'
��$���"��	$��������������
$ ���
�����($���������)�$��������'
���
$ 	'���%���	���($���$	��"��)

�	��"��������������(�*+�,�������������$��
�	��������*�"����������-���)

���	�������

����.�����	��	�"�	�	������
/'���%���	���$����"�	�0����������
�
�"��
�����$ �*�"���������������������
�"��
�����$������
���	������"������

1�������������

2��������������



����������		
������������������	����������
���
���� 3

�"������������������

�� �����!��	
������"��#�	

$�%"&�� �����'	

������"����	�(��)���!��	���	�������	*
� ����"�������	���!���������3

� 4�'
���*3

� ��$������������"�������(�	�����3�"����������5)+


� &(��	��	�������	
�
����������	�3����
��������	���

�3�5

+ �	��	���,&��	"��� ��&�����	� ��	�����	�� "�

�� �����!��	
����������&&�	
$����������&&�'

-������	&��	"��"������	����� ����	���	��	��) ���&&��	
. �����	���	"�"�& ���� (���"�����������������) ,

� ��������	��$ �����	�����3�%�������3
� 4�����$ ���	��0��3
� #�	�	����$����	$0
�����	'�'�
�������	���!"����$���
��������$ �������+

���	"��� ��&����	������	��	�/&�	���� ���� &	� ��				
�����	�� "�



����������		
������������������	����������
���
���� 4

�/66����

�+ �����������	��	� ""�&�	��	"��� ��&����
010	�������&����
�+��7����'
����
"��	����
�+8�1	���$����	'�'�
��"

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������������	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	��
��"�����



����������		
������������������	����������
���
���� 5

4�����	
	!���$��'���
+�"�& ����	ΩΩΩΩ (
����"��	��$����0��!���$�����

�)

����#���	ωωωω , �	���"
"�����$��
���	��
���	��

-�) ���&&�� , �	��������'
��($�����

���)�$��
���	��
���	������
����
��	���
�"�
��"���
���	'���%���	��

�����������	* 	'���%���	��(	��������	!���	�)�$���	����
���	��
���	�

��!�2��	��	���� �� ,�	'���%���	��$ ���"������

	�

3 �� �&�	4 , Ω → Ω (������"���������$"����������
���	��
���	�)�<
= � ���� ��#�	$ΩΩΩΩ56ℜℜℜℜ'

$����0���(�*�,�>!�) 	���	�������(�*�,��	�$�)
= � &�� ��#�	$ΩΩΩΩ563'

�	����
��(�*�,���*�) 	��	�$���
��(�*�,������	�)

�������	* �����'
��$�����$�%�$���	'���%"�3�$���%����'
����	���$"�"������
$���	'���%���	���$������%����'
�������������$�%�$��+



����������		
������������������	����������
���
���� 6

�/66����

�+ �����������	��	� ""�&�	��	"��� ��&����
�+��4�����	
	!��
017	3 �� �&��	 &� ������
�+8�1	���$����	'�'�
��"

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������������	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	��
��"�����



����������		
������������������	����������
���
���� 7

7����'
���
"��	���
� 3 �� �&�	 &� �����	$4	*	Ω Ω Ω Ω →→→→ Ω Ω Ω Ω5' ,

?���$����$"���$����$���"��
����$ �����*�"��������
"��	����
($	���
���"��
���������	����"%���'
�)

�*�,���	�����������������������������"3�@�A��	��������$ �������

� �� &�� ����	*	* ���������"�
�����	� $��@ (%�
��������������@)

� 8�������	��	��" �������	��	4 *

� � ���&�	$��	�� ���&�'	�5�����	!	*
*� ��
�����#(@�≤ *�)A� �@(*�)A�

�+B

*�+B

[ ]
( ) ( )������

�

�

�

≤=→

→Ω �����

( ) ( ) �������� ==
+∞→−∞→

���� �
�

�
�



����������		
������������������	����������
���
���� 8

� +$ 	9	4	≤≤≤≤ �'	6	84$�'	: 84$ '
������" �	������$����	'�'�
��" ����C�3'D�,��@ (�3')AC�@ (')��@ (�)DE('��)

� ������� ��	"��� ��&��� �4 A�$"��%"��$��
���	����	���@
�	����	��������%�

����$��ℜ

� �@ ����������������	"�����#� ��

�����

� �������"�������	��!����������������"%�$�����
���;����	. <	�����	
"��� ��&���1

7����'
���
"��	�����	������

∫=∈Ρ
�

� ������ 	
	


�	
������	
 ==
±∞→

+∞

∞−

∫ ������ �
�

�

� '

�(*)

*

#(�F*F')

�*���
��,�$�����" !���������



����������		
������������������	����������
���
���� 9

6	������$���%����'
����
"��	����
� ��"�� ���	� �)�� ��!�� $ ����%+�+��	�������,

#�	���"�"��, ��$��������$�����$�����������
�
��C��@�G�'�D�A����C@D�G�'

���������,�
 �*��������$���(@)�� ��������!��������(�*�, )�

� 3 �� ��� $ ����%����'
���
"��	����,

#�	���"�"��, ��$��������$��$�������	��
%���(��@�)�A��2 %���(@)���<���%���(�@�G�'�)�A�%���(@)

���������,�%����������

�� %+�+���������

∫=Ε= ������ � 	
	
µ

	�


�
	


+
=

�
��

π

( )[ ]
	�
�	
�	
���

	
	���

�

�������

���

� Ε−Ε=−=

Ε−Ε==

∫ µσ

σ



����������		
������������������	����������
���
���� 10

6	������$���%����'
����
"��	����

� =������	�5�����	��"������	$ ����%+�+��	�������,

���
��%����'
�������"���"$����

#�	���"�"��, ��A�8�� ��$��������$  �(������

��A�9�� ��$��������$  "& ��������� ���	�%��2���
����
" >�������

( )[ ]�

� ��	 	
Ε−Ε=



















 −
Ε=

�

�

�
	

σ

µ�



����������		
������������������	����������
���
���� 11

�	��
��$��%����'
����
"��	����
� 7����'
�������������%���,���(@3H)�,�Ω  → ℜI

� 8�������	��	��" �������	���������	*
�@3H�,���ℜI → C�3�D

(*3�)�→ �@3H�(*3�)�A�#(@�≤ *3H�≤ �)

� ������� ��	"��� ��&��� ���������	�4?@ *

� ����"��� ���	�����	4	��	@ �4?@	$%?('	6	�4	$%'	�@	$('	

∫ ∫
∞− ∞−

=

 �

���� �����
�� 	�
	�
 ��



����������		
������������������	����������
���
���� 12

�	��
��$��%����'
����
"��	����
� ��# �� ��� *

#�	���"�"��, �(@GH)�A��(@)G�(H)
7��(@GH)�A�%��(@)�G�%��(H)�G���	%(@3H)

� ��# �� ���	��	����"��� ���	*
4	��	@	����	����"��� ���� ��#$4?@'	6	A

��#$4?@'	6	A									4	��	@	����	����"��� ����

@����H��	���$"�	��"
"���� �	%(@3H)�A��

� ���� &��� ��	� ��)(:��)B ��;	*

� �����������	��	�����& ����	*

#�	���"�"��,���"!�
��" ���
��

��

σσ
ρ

	����

=

[ ] [ ] [ ]( ) ����� ���� ���� ΕΕ≤Ε

[ ] [ ] [ ]
[ ]( )[ ] [ ]( )[ ]��������

���������

−−=

−=

�����������������

��	����


�� ≤≤− ρ



����������		
������������������	����������
���
���� 13

�/66����

�+ �����������	��	� ""�&�	��	"��� ��&����
�+��4�����	
	!��
�+��7����'
����
"��	����
01C	����	��	"��� ��&���

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������������	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	��
��"�����



����������		
������������������	����������
���
���� 14

#�������
���
	���$����	'�'�
��" $����0���
� ���	��������	* @�A�J�3�353�K��%���#(@AL)�A��E�

�*���
��,�
���������$ ���$"

� ���	��	D������&&�	����$"'	* ���%���������	'��������(����0�)
���%���������	'�������("����)

� ���	������ &�	����$�?"'	* � �"�"����	�����$"���$������$ ����M���	��

��

�*���
��,��	�$�!��(/2�A�3��/�A�)

� ���	��	+������	����(λ)(λ)(λ)(λ) ,�
	��$���	�'���$ 	�����������$ "%"��������
N ����� O3�������"�	�������$������������%�

��$��������$	��"+

�*�, �	�'���$������	�����$����������
�3�
�	�'���$ ����
��P �������$��$

@�A

��

�
	���
�����

�

�
	


−
=

+
=Ε

�
�

�
�

	�
	���
�����	
 ����� −==Ε

∑
=

=
�

�

���
�

����

� ������ −−==Ρ 	
	


λ
λλ

==Ε==Ρ
−

	���
�	
�
�

	
 ��
�

�
��

�

�����'
�3���!���$

�+8

: ��

�+�

�+�

� �



����������		
������������������	����������
���
���� 15

#�������
���
	���$����	'�'�
��" �	�������
� ���	��������	��������E ?�F

� ���	���� &�	����(µ,σ(µ,σ(µ,σ(µ,σG'

#(µ � σ F�@�F�µ G�σ)���������������A��+;Q
#(µ � �+;9σ F�@�F�µ G��+;9σ)��A��+B�
#(µ � �+B;σ F�@�F�µ G��+B;σ)��A��+B:
#(µ = 8+�Bσ F�@�F�µ G�8+�Bσ)�A��+BBQ

�*���
���, ��������$���'	�
����$�����	��(R	������3��QS�)3
���������$��$��������

���������	
���
�

	
 =≤≤
−

= �����
��

��








 )−
−=

�



���

�

�
	


σ

µ

πσ

�
��

	���
�����	
 σµ ==Ε ��

σ 2σ−2σ −σ

�(*)

� '

�� −

�

�(*)



����������		
������������������	����������
���
���� 16

#�������
���
	���$����	'�'�
��" �	�������
� ���	��	�)�:���% , ��� �	����A�353� �
	���

� ���	&������ &�	�����(µ,σ(µ,σ(µ,σ(µ,σG'	*

1����	$����$��%+�+

�*���
���, %����'
����	����%����������"��������(�	�$�3���
�����3�5)3
�"�	
���	��$ ��������������(�	������$ ��������A���
���
�����	��$T���

!���$��	�'���$��������������������$"���$����)

� ���	�%"�������&&�	��������λλλλ) ) ) ) *

�*���
���, ������$ �������3�
$��"��$��%���$������0���������������
� �+�+�
����	�	���	��$�����"���
��
$"���

�������������������"��
���.��+�

	�
�	��
 σµ��

�� �→

�(*)

�������	���
 �!
�	 ≥= �λλ

	���
� ��� 	
�
�

� ��
�

�

�

	
∑
=

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

x

d
e

n
s

it
é

 d
e

 p
ro

b
a

b
il

it
é

 f
(x

)�

�
	���
�

�
	


λλ
==Ε ��



����������		
������������������	����������
���
���� 17

#�������
���
	���$����	'�'�
��" �	�������
� ���	��	H����&			H$�?�)  :)  :)  :)  :

U ������" $����	'�'�
��" �	��������
����"����������	���$���	$���

U 
����	�����%�
���������������	'�'
��

�*���
��,��	$"
�����	��$�����"�	�0����
�
�����������*��.����(�	$0
��$������3�5)

� ���	��	I����&&	I$%A,α,β)  :,α,β)  :,α,β)  :,α,β)  :

?"�"��
�����	��$��
��
	���*�	������

�

�*���
������"��������,�����"��$��%���$ ������"���
�����,
= ���$"!��$���	���α>��(�"�����" $�����%���$���"�����������
"�����)
= 	�����'	�������	���αF��(�"���������$��'"�	��������!�����	���*�����)






















 −
−







 −
=

1− αα

βββ

α �� ���	

����

��

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

x

d
e
n
s
it
é
 d

e
 p

ro
b
a
b
il
it
é
 f
(x

)
















 −
−−







 −
−=

�

�

�

�

�
��

µµ
���������

�
	




����������		
������������������	����������
���
���� 18

�/66����

�+ �"������	�����������
��$����	'�'�
��"�

71 
� &(��	������"��#�	��������������&&�
710	��"������ �����	�� ")�!���
�+��#�	���"�"�����"������
�+8�V�������������������P ����
	�

8+ ��������	��������"������������	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	��
��"�����



����������		
������������������	����������
���
���� 19

����"�������	���!����������= 7����'
���$����0���

U �� �� ����	��	�J����

�*���
��(%����'
��	�$���
�)�,
���

��$�����'���������"��
$���������!����

U �� �� ����	��������&�
$K � �������� L'

25%

22%

18%

15%

12%

8%

1

6 @1
�

@@1
@�



����������		
������������������	����������
���
���� 20

����"�������	���!����������= 7����'
����	�������

M������ ���
(����	*�����	��$��
��$�����")

�*���
��, �������$��������	��$��
'	�
	���<�
������$����������(6#�)�

8�������	��	��" �������	��"���!��
(����	!����������
")
���,�ℜ C�3�D�

*�������

�)���,��	��	H&�#��>�:� ���&&�	*
�	
	
���

∞→ℜ∈

→−
�

��

�
�

����

1

0

∑
=

≤=
�

�

��� ��
��

�

�
�

	


���,��"����������"�������3�%�
����$��
���	���������P 
���������+�



����������		
������������������	����������
���
���� 21

����"�������	���!����������= ���������
	�

=�����	&�	� � ��,��	&��� ���	��	�� ��	��	"�����
� ����
��
�
� ?�������	�����E������������"�

��

��

σσ
ρ

	����

=

�%��"&�	* �6CAA

�%������



����������		
������������������	����������
���
���� 22

�/66����

�+ �"������	�����������
��$����	'�'�
��"�

71 
� &(��	������"��#�	��������������&&�
�+���"��"�������	���!���������
717	+��"������	������!���
�+8�V�������������������P ����
	�

8+ ��������	��������"������������	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	��
��"�����



����������		
������������������	����������
���
���� 23

#�	���"�"��$���	����	�
� =�(����	µµµµ

#����	'��������������'
����*�%�
������*��.���

� =��� ��	* %�
����6���

�������(6)A�+:
�������'
����*�%�
������*��.���

� =���
7+�+�$����0���, %�
����
���
�����"������
7+�+��	�������, ����$��
 ����	!�����
#
���������	$���, $�����'���	����
���	$�
�

� ���	# &����	����� &�	��	� %�� &�
�����'
�����*�%�
������'��������

� � ���&��	��	 �����	!� ���&�� ($"��
��3������
��3�5)�,�
�(W�)A�+�:���<����(W�)A�+:���<����(W8)A�+S:�<�

6	$�
6"$����

6	�����

������'���	�
����"������



����������		
������������������	����������
���
���� 24

#�	���"�"��$��$�������	��(�E�)

� -������ (�����%�

��$��%������	�)�N%� % O %���N
�����'
������$"���$����$��%�
������*��.���

� �����# &&�	�����!� ���&� NC O 0N 	X �(W�)A�+�:�����(W8)A�+S:
6�������
����	'���������
 "���$��

� �� �� ���	��	��P�� O D�P��O.:����� �)�� (N '	*��
	� O $��4�L��)�,
�"���" , ����CY�W���+:(W8�W�)D�3�W�3��"$����3��	�����3�W83���*�CF�W8G�+:(W8�W�)D

G�%�
��������$��	���$�����������%�

�

W� 6 W8

G



����������		
������������������	����������
���
���� 25

σ=1

σ=2

#�	���"�"��$��$�������	��(�E�)
� 3 �� ���	*

����������	������$���	'���%���	�����������	���P 
���	������$���
	'���%���	��

� -� ��:�("�
(�.�������" ����
���	'���%���	��)
6�������	�"�������%���
���	������
($������������
�$������)

� -� ��	��(��	*
/�$���$��!���$����$���$"%����	������	���$��
���	������

� -� ��	���� �	*	
6�������	�"�������%���
���"$����

� �����������	��	# �� ���� (��$�������������$������	�)

�� 	
 µσ −Ε= �

σ

µ−Ε= ��� ""

��	��� −Ε="

µ

σ
=�



����������		
������������������	����������
���
���� 26

#�	���"�"��$���	���
� �����������	�5 �(������	$K �>�B���� L'

� �����������	�5 "& ���������	$K Q������� L'

31

−Ε
=

σ

µ
γ

#	
�

$

$

�

	


σ

µ
γ

−Ε
=

�



����������		
������������������	����������
���
���� 27

�/66����

�+ �"������	�� ��������
��$����	'�'�
��"�

71 
� &(��	������"��#�	��������������&&�
�+���"��"�������	�� !���������
�+��#�	���"�"� ���"������
71C	
��������� ��"���!�� . ��� &��

8+ ��������	��������"������� ����	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	� 
��"����



����������		
������������������	����������
���
���� 28
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��"����
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�����������

�	�� 4� ���������� $��θ

� ����� ���� � ��	�� �� * �(4�)�A�θ

� ����� ����	���#������ *

���4� ��� �����'����3��
	�� �(4� � θ)I A�%��(4�)�

� ����� ���� ����� �� *

�	���� 4� ���7� ����������� �����'���� <
4� ��� �
����������� ��� 7� �� %��(4�)�F�%��(7�)

���

 →)−Τ(Ε⇔→ ∞→�
�

�

�$ θθ

�(4)����������θ

�� ��
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6"��	$� $����	������,��	����� ���������
(@�3�53�@�)�%+�+��+�+$ ��

�� ��� �C@�DAµ ���%��(@�)AσI

� ����� ���� ��	& 	��(���� *

� ��� ���	�� ��� ������� *

� +��"������ *

� � � � ������ *

� � � ����� & * �)���,�� ����� &	&����� ⇒⇒⇒⇒

1���"��	$� $����	���������	���'���$ ������� 
��������0���� $ ��� 
	�
�*���
� , 
	� �*�	������

� 3�

∑
=

=
�

�

�� �
�

�
�

�

[ ] ( )
�

���%� ��


���������

σ
µ ==Ε

µ
∞→

→
�

��

��

	���
��

∞→
→

−

�

�

�

�

σ
µ










�
� �


��
σ

µ�

�

�
�

�
�<�	���
 =− λλλ
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6"��	$� $����	������,�%�����������������
(@�3�53�@�)�%+�+��+�+$ ��

�� ��� �(@�)Aµ ���%��(@�)AσI

� ����� ���� ��	& 	# �� ���	*

� ��� ���	�� ��� ������� *

#�	���"�", (� ���������� '����" )

� 
���� ����� ���� ��	& 	# �� ���	*

���������� �	��'����"

� � � � ������ *

� � � ����� & * �)���,�� ����� &	&�����

���������, �����"	���3������ �"��	$� ��� ���
���'
��P �	�� �	�����+
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6"��	$� $����*�����$��%������'
����
(@�3�53�@�)�%+�+��+�+$ $	�� 
��
	� �0�� $"���$ $ ����	����������

� 8������� ��	#� �����& ��� *
� ���@�$����0�� ,
� ���@��	�������,

� ����� ���� ��	� %	��	#� �����& ��� $�=3'	*

� #�	���"�"� ,
�
� ���!"�"��
3�
 �67 ��� �
����������� ��� ��
�� �����" ����
���"��	$�

$����	�����+

���
�����	���	���
��
	� �	���
� ,

⇒ ����������� $����*�����$��%������'
���� ,

∏
=

=====
�

�

����� �����������
�

��� 	�
	���
	���
 θθθ ��

∏
=

==
�

�

��� ��������
�

�� 	�
	���
	���
 θθθ ��
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4��

� $��
 "������

	�

� ���� &��� ��	D��� (��:��)��(�)�# *
����� # �� �&�	4 ��	��(���� µµµµ ��	��	# �� ���	σσσσG � ���� �� . *

����� �	���
� "%�
�� 
�����	'�'�
��"� $���"����� P 
���	�����+

��
�����	��P ,

/����	���� ε ��������%��� $���	������� (�����*+��+B:)�
⇒ /�����$"$��� �+

#����� $��$"�������� 
�����

� �"�������� ($��
 "������

	�)��	����%	��
B:�`�$������������ 
 "���� ������
���	����� ��������� ���
���	����� �"�

�
�	�� ���'
� (���"����� P ε)

( )
ε²

σ²
ε�XΡ ≤≥−

( )




ε

σ
εµ

�
� � −1><−Ρ

��

��%����$��
�	�������
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�����%�

� $���	������� $ ��� ��������	�

= 4���A����������� $��θ
= � A����!� $ ������
= ��α A���%��� $���	�������
= α A���	'�'�
��" $ ������

�*���
� , ���$ ������������� $��
���	����� $ ��� 
	�

� σσσσ ����� *

� σσσσ �������	*

αθ −=+≤≤− �	
 �$�$�

�� 	�
 σµ�

	���
�����	
.����� �&&
�

� α
σ

αα =>Ρ=

	�
�����	
.����� ����

�

−=>Ρ= −− �"�����
�

"
� ��

� ααα

µθ == ��������$
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6"��	$�� �����"�������

V�������� $ ����	$0
� ��	'�'�
����
6"��	$� $����	�����3�6�*+�$��%������'
����

4�'
���������������
�	����	�� 
	!����

�� (6��
�'3���3�����!�������5)

� 	������������	��	& 	# �� �&�	 &� ����� ������� 4	��� ��������
��) ���&&�� ��	�� ��� � �&&� $�TCA'

� ���0� 4�13�
���	����� ��������� �������� 
	� �	���
�
$���	����� µ ���$ "����������σ�E����

� ���

�������� 
	� �(�3�)+
�

�
'

�σ

µ−
=

��
��
 �	�����3�"���������3�������
��
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6"��	$�� �����"�������

�)���,�� ��	D��� (��:��)�����)�# *
#	���@� $���	����� ���$ "����������������µ ���σ

� 	������������	��	& 	# �� �&�	 &� ����� ������� 4
��� �������� ��U�� "����	��) ���&&��

������� ��� *	
U ��
� ������ $ �%	�� ��� 
����� $���	������� N �	����%���%� O
�	���
���	����� $��
 "������

	�
U �"������� $���	���Z��� σ

( )




ε

σ
εµ

�
� � −1><−Ρ
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�/66����

�+ �"������	�� ��������
��$����	'�'�
��"�

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ����� �����	" � �����!��� ��	���	" � �����!���
8+��#�	'
"��������$��
 "������

	���!�
8+��4�"	�0����$���	�%��!����
8+8�6"��	$���$ ��������	�������"������
C1R	=��)����	�5����� ����	���	" � �����!��

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�����	� 
��"����
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6"��	$�� �	�������"�������

6"��	$�� $���""������

	���!� ,
V �>>����?	D������ "

� 	������������	��	& 	# �� �&�	 &� ����� ������� 4
��� �������� ��U�� "����	��) ���&&��

������� ��� *	
6"��	$� ����	�� �	'���� �	���
���	����� ���
 "���������

��
��
 $ ����������� $�������0���� �����������%�

� $��
�	������� ���	��" P ������ $����"�
�����

�	��������	��$���"�
����� ��������!� �
"��	��� �%���	�
	� ������������$��� 
 "������

	� $���	��'
�



����������		
������������������	����������
���
���� 56

6"��	$�� �	�������"�������

=��)��� ��	I�&>�

� 	������������	��	& 	# �� �&�	 &� ����� ������� 4
��� �������� ��U�� "����	��) ���&&��

�	���
� �	���������
� ���
��"��
 ���"�����

�	���
� �	���������
� '�
��"��


( )[ ]
βα

βα

≥−

≥≥≤
��

����

��&����������

����

( )[ ]
βααα

βα

≥−−−

≥≥≤≤
−�

������

	�
�&���������

�

�� ��

�����


I���(��I4	��"�"��"�"& &��� ��������I��� J����KI���(��I4L����I��� J����KI���(��I4L

()�)�*���%�α+β+,)-./��+.-
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6"��	$�� �	�������"�������

������� ��� *	
U 6"��	$� ���������� $����
��
�� ,

� �3�
�����

� $��
 "������

	� ������
��"��������
� 1��7�
��� $��������
�

U 6"��	$� �	'����
U � ���
���� P �	��������$��$�����'���	���.�� ��
���	$�
�
	� $���	������
U �"��
��� �	����%����

4529225N

0.900.950.900.95β

0.950.900.900.50α

4�'
����$������

�� $ "������

	�� ������
�� �	������α�������
� ���
��"��

�����%��� $���	������� β
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�/66����

�+ �"������	�� ��������
��$����	'�'�
��"�

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������� ����	�������"�������

R1 �����	�5)("��),��

:+ #
���$ �*�"�������

;+ �"!�"���	� 
��"����
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Tests d’hypothèses

=�� ����� !��	"����� ��	�� ��)�� �����	7	)("��),��� MA	��	M0	
$���� ��� ���&� ��� #� ��'	 �	#�	���	����&� �� �5��	��) ���&&��1

� /����*��α <�]����� 
 ���	��0�� ��""������� (�	
�$�3����$����3�����
�3�5)
�*���
� , ]��A�
 �����" ��� ���	�����<�]��A�
 �����" ��� �	���'
�

� /��$"������� 
���"!�	� �������������	����	� $��α
� /������� 
���	'���%���	�����������	���P 
���"!�	� ��������
� /����V���� 	� ����]��

β $"���$ $��]� ������ 
���"��
��� $ �����
��
 (����������$������)

1−βα (������ $���0�� ���0��)
�"!�	� ���������,�#(ab�]�)Aα

M0

β (������ $���0�� ���0��)��αMA

]��+��
�������%�
]�

]��	��0�� ��

�
]�

3�����
��������
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4����������"������� ��� ���"������

	�
��	����� θθθθ?	" � �,��� ��	& 	&�� ��	"��� ��&��� ��	& 	#1 1	4

�%��"&� * # &��� ��(���� �5��� &�� ���� &� $σσσσ �����'

� M("��),��� * ]��,�µ=µ0 <���]��,�µ>µ0    (��������
��"��
)�

� 3 �� �&�	��	�������� *

� ������ �����!��	* /����V���� ]����

� �������� ��	����� �� " �	��	MA *
/����	�%� L $��� 
�����'
��������������� (	� 
���
	!����
�)�����,

��������� ,
� ���!"�"��
 �	�� 
��������������"������� �	�� '��"� ��� 
��
	� �	���
�+
� ?�>�� �����"	�0�� ������
�
�����3���� ���������%��� �	����	���� �%���

$ ������ 
	�� �	���$��!���$�� ���

�� $ "������

	�+










�
� �


��
σ

µ�

α�� � >

	���
�����	
 �&
�

�
&�� � α

σ

µ
µ α

α =








 −
>Ρ=>Ρ 0

0

α
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Tests statistiques d’adéquation à une loi

%����������������%��� $���	������� (�����*+�B:�`)3���	������� �� ��	��	
������� " �	&5)("��),�� !�� &5��) ���&&�� ���#� ��� ���� ��� &��1

�����	��	�)�:���% *	

�	�������	� ��������"������� 	'���%"�� �� �����"	������ ��
4������� �������������	���	'���� �	���$�������� "������

	�� (��F�:�)

������	� ��� ��� & 	�������� ��	��" ������� ��"���!�� 8�	*

� Q�&������#:������#	*

� �� ���:3��	=���� *

� 5

4��������������3����	��0�� $��$�����'���	���	������+
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�/66����

�+ �"������	�� ��������
��$����	'�'�
��"�

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������� ����	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

W1 +& �	�5�%"��������

;+ �"!�����	� 
��"����
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Plan d’expériences
� ������� ��	"& �	�5�%"�������� ** �
�����
����	�����$ �*�"���������	� 	�
$������
���	��$��� 
��$	����� $��%������	��$��������0���� ����������

⇒⇒⇒⇒ �"������� &5������ ����	��!����  #��	&�	����� ��	"�����	"�����&�	

� �� �&��	&��	&����	�����	*	
– ��"����	* !���$�������������"��$�"�
– 8 ������	* !���$����������������	$����'
�������
 �*�"������������	��
��

����
����������"������
��������
���%������	���$��
���"�	���
• ����"��������������,��	������3�$��������	�����
�������
• �	������$��%������	��,�C'	������� <�'	�������D�⇒ $����"������	�������%���*

� ����������	���������	*
– ���)���)�	�%"&�� �����	* ��%����!���	��$��$	�������	����$���������
����"!�	���

$ ���"�.�
– ���������	���	� ������	* �$����������	��$�������������	������

������

���
������������*��	�����
������⇒ ����
�������	��$���	$0
�
– �����	!� ���� ��#�	���	� ������	* �$���������
����������$���������������


��������������	��
– �"����� ����
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Plan d’expériences

� M("��),���	*
– \���������
– ����%���*��	�����������������

� +& �	� ������&	���"&��
� +�����"�	�� �����!��	�5���)���� &���

7������	��$�����������������
	������
���
�����������������	�����*"����������%������
P 
�������%�
������	���'
��+
⇒ �L �*�"��������P �"�
����+

� ���&�� �&�	"���	� ������	��������	
��	��������1

� +���&,�� , �	�'���$ �*�"��������
��	�����	���������\�$�%�����!���$�
������
���	�'���$����%���*���!�����+

�*�,�������������⇒ ���9��*�"�������
#
�������	���
�P ����%����

�	���LA8���������
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Plan d’expériences

� +& �	� ������&	�� ������ ���

� �����	��	����	&��	� ������	 #��	
������	������	�5�%"��������	" �	
� ""���	 �	"& ��	���"&���

� 8� �����	�5��	"& �	���"&��
⇒ �L�� �*�"��������P �"�
����

� ��&������	��	�����	�� �����X
⇒ ��	�*�$ ��������������$ �
���

⇒ $"�����������
����������	���
�	��	�$��

#
�������	���
��	��
����8

$"�	��	�" ������
����
����	���
��������	���������8���

(�	������'
���)
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Plan d’expériences

+& �	� ������&	�� ������ ���	"���	>6W	� ������	��	!67

#
�������	���
�
������	��������:��

� +& �	. 7W:7 6	Y	�%"��������	*
– #
����	��
���P 8�����������	���(@�3�@�3�@8)
– �������$��@9 �	��	�$����%������������	��@�@�

– �������$��@: �	��	�$����%������������	��@�@8
⇒ 8��
����$����

– @� @�@9 A���
– @� @8@: A���
– @�@8@9@:A��

� ����&�����	�	*
– �	6	������	����� &	�5�&������	��	&5 &� �	��	0	

6	� ���� &	��	"&��	"����	����� ����	�5 &� �
�%��"&�	* ������A����

� ��	"& �	��	����&�����	�	��	�������	" �	&��	
������	�5�����	�0	��	�7	 #��	s1 + s2 < r
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Plan d’expériences

� ����&�����	���	*	�	���
�������������������*��	����	���	��	�$��+

� ����&�����	�3	*	�����������������
���������.�����	��	�$���%�������
���������	�3������$��*����������	������%����.�����	��	�$���+

� ����&�����	3	*		��������	��������	$0
���%����	�����
������������	���
�������������������*�������	�����	�+

����&�����	���	"& ��	� ������&�	�� ������ ����

1���"�	
���	��7������	���$"�"���	���������������$�����	�����
����������	��+
1���"�	
���	�����������	���$"�"���	����������	���"�" ������
�+
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Plan d’expériences

� +& ��	��	+ �>���:D��� � *	��������$��]�$����$�⇒ �
���$���"�	
���	�����

� +& ��	��	� ���)� *	#
����$��#
��L����M����� 	��������	���������	$���"�+

� +& ��	��	Q��) & *	#����	����3��	$0
����������������	�3����
����	���$"!�	����+

� +& ��	��"��� �����  #��	������	"�����" �%	 &� ��� *	���'����	���$��
���������	����0������$ �*�"���������	���'
��

� +& ��	���"������	�������	

� +& �	D�%:D�)�>��

� +& �	��	���)&���

� +& ��	��	���)���) �����

� +& ��	�:�"��� �%?	Z


����	"& ��

#
����	��	�����
�����"

#
���M	*�
M���L��

#
���$��
�	��
���
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+& ��	"���	�%"�������� ������!���

�"����������
U �*�"������� $"�����������3�
U !���$��	�'�� $��%����'
���$T����"��3�
U 
��!���$	������ $��%������	�3�
U %����'
���$ ���"�.� ��
���
��3�
U �	$0
�� �	������� �	��
��"�����3�5

�" ��	��&&���	������� ,��"�������	�
����	��� $��� 
 ������ $�������"��

#
�������	���
 �	��
�� 7C

paramètre 1

paramètre 2

paramètre 3

#
�������	���
 ������	������ 7C:0

+& ��	"���	�%"�������� ���&&��

������� &��	" � �,���� ��	& 	����������
&��� ���  #��	&�	����� ��	� &��&� "�����&�

�*���
�� ,

Expériences réelles / Expériences numériques

M�'
�	 ,��������(�B�S)3�M	*����a�
�	��(�B:9)3�
4�!����� (��B;�)3�6�����

�(�B:Q)3�5

M�'
�	 ,�\
��V��� (�BS�)3�6�\���(�BSB)3�
6	����(�BB:)3����L��(��BQB)3�5

�:� �"&��� �M�	� %����
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�/66����

�+ �"������	�� ��������
��$����	'�'�
��"�

�+ ��
����$��������%�����$������	���

�

8+ ��������	��������"������� ����	�������"�������

9+ 4�����$ ���	��0��

:+ #
���$ �*�"�������

[1 ���������� &��� ���
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� M("��),��� *
Y : variable à expliquer

X1, … Xp : p variables explicatives (ou prédicteurs)

On suppose un modèle linéaire entre Y et X : 

– Avec εεεε résidu aléatoire tel !�� *	E[εεεε ] = 0

– Avec ββββj paramètres du modèle de régression

� 
""&�� ����	. ��	��) ���&&�� *
- N données :  (yi,xi1,...,xip) pour i=1,…,N

Modèle de régression linéaire :

ε�, …, ε� sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) de moyenne nulle et de variance    σσσσ ²

� ��� ����	#�������&&� *

Régression linéaire

εββ ++= ∑
=

�

2

22��
�

�

/�/��
 2

�

2

�22� …=++= ∑
=

��������
�

� εββ

�

����� ��"""����������I�"""�I������������ ββββεβ ==+= ���
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� ����� ����	���	" � �,���� " �	�������� � ���� *
� + � �,����	��	& 	����������	ββββ ��	σσσσ

��������	�������	��$��� ����"� ,�

���� , "���%�
��� P 
 �67 
	����� 
���������� ε �	�� �+�+$+�!����������+
#�	���"�"� ,

� ���������� �����'���� ,��CβHD�A�β
� �����������$��%��������������
��������
���������������$��
���	����MH

� +��������� "���	& 	������	@	*

� ���������� �����'���� $��H�,��CHcD�A�H

� + � �,����	��	# �� ��� σσσσG*

� ���������� �����'���� ,��CσIHD�A�σI

�

H ��� ββ ��(%3 −=

���� $$ �H 	
 −=β

Régression linéaire

$$

$$

����4

�4�������

�

�HH

	
�����
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−
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�
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−
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� �����������	��	�������� ���� *
� ��� ��	�!� ��� ������ $���'	*	

� ��� &	��� ��	�!� ��� $���'	*	

� ���������� ��� ��	�!� ��� $���'	*	
#�	���"�" ,���4�A����G���

� �����������	��	�������� ����	�G*	
#����$��%���������*�
���"������
���"!�����	�

���� , �����A��G��⇒ �I A�

� �����������	��	�������� ����	 ����� �G\*	

Régression linéaire

�

H��""� −=

∑ ∑
= =
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�

H ���""# −=

""$

""�

""$

""#
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� ��	"� ��!�� *
� �� �������	*

• 7"��������	� $������	��0���3�
��"����"3��	���
��"3�
$	��"�� �'�������� 5

� �� ������ ����	*
• 4�����	�����	��$��
���"�	��� (M	*��	*)
• 4�����	�����	��$�����"$�������
• �"!�����	� �	
��	���
� 5

� ��&������ ��	# �� �&��	*
• ����d������	��$����
• ���$��$������0��� ��3�M��3����$��6�

	d

Régression linéaire
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� ��	"� ��!�� *
� �� ������� *	����� ���	������� $@� O@�\'

• 7"��������	� $������	��0���3�
��"����"3��	���
��"3�
$	��"�� �'�������� 5

Régression linéaire

Autres méthodes : Etudes des leviers, Tests statistiques …
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� ��	"� ��!�� *

� �� ������ ����	��	& 	��"���� $D�%:��%?	0][R'*

⇒⇒⇒⇒ ����� ����	��	λλλλ

� �� ������ ����	���	"����������
7����
�����	��!�������� $��H�����	����	� $��@� ���$����"��$��
����	����	� $��@�

Régression linéaire
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� ��	"� ��!�� *
� ��&������ ��	# �� �&��

Tests de comparaison de modèles (ANOVA) :

• on compare un « gros modèle » ΩΩΩΩ

ex : modèle linéaire par rapport à l’ensemble des variables d’entrée

• à un de ses sous modèles  ω ω ω ω

ex : modèle linéaire par rapport à certaines des variables d’entrée

Régression linéaire

Propriété

#	���
���"
����	� $���	$0
�3��

�*���� $����"��	$�� �	��������

P ���������	���� ��� ����,���
ex : AIC, BIC, Cp de Mallow

5��5�
��""#

�5""#""#
� −−

Ω

Ω

−

−−
= ��

	


	
	
 ω
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� �������&��� ��	���� ��	^�#�� *
– ��	�* $���	$0
� $���"!�����	� &
– ]��	��0��� $ ��$"���$���� ���$��'�����!�������

⇒ �����	�V	��� �	���'
��P �	���!��
– �
"�� $��
��$������	�

� 
# �� ��� *
– ����
����" e
– N �������"����	� O $���	$0
� 	'����
– 4�������������	��"�� ��0� $"%�
	��"�� ,����
�����������������3������%�

�

$����"$����	�3��"
����	� $��%����'
����%���V����������	����"	����� 5

� ��� �!��� ����� &�� *
– 6"��	$� �	�%��� ���
	�"� $����-	� ��	� N ��$��������� O �����

�*�
	������������* 
 "%�����
 $�����������������	��"��
– 6"��	$� ����
������	��������� $����"��
���� ������������� $��� 
��

!���$� ��V	���" $������

Régression linéaire
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• Référence

• http://cran.r-project.org/doc/contrib/Faraway-PRA.pdf

Régression linéaire
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Autre modèle statistique : Processus Gaussien (PG)

� Définition :

&���%�6���� 7������ ��� ���%�6���� �89����%� %9�8 K����LЄ 1 ⊂#
�

���� ����� ��� 8��� ������:��	��������88�� ����;�/</����������� 3��������� 

�
�	����7
�	
�	���
���'	�	�

�G 	
�	�J�@
�	���������
���'	�J�@�
��
�	 	
�	�	�
��
�	 	
�'		�

� ���	��� ����
���� ,�>���� �� ⇒ �	�$��������.�� �	$0
�
– ����������� )("��),��� ��	����&�� ���� *
1����	�������	�����	�$����P $���	'���%���	���$��
�����V���	��� $ ���#?3�$	��

���	����	� $���	%��������%"����� ,��(*3* )�A��(* � * )����
���	�����

� �(*)�A�� �%���� �	���� �	���
��\��!��!� ����
�
� �(*)�A�� �%���� ���	���� �	���
��\��!��!� /��$������
� �(*)�A��(*)�β �%���β ���	���� �	���
��\��!��!� 2��%����
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Autre modèle statistique : Processus Gaussien (PG)

� ]��	��0�� �
������� , H(*)�A��(*)�β G�f(*)
%���f3�#?������	������ ��
 ��� �Cf(*)D�A������� �(*3* )Aσ I�(*=* )

� ����� ����	��	%A	. " ���� ��	� �����# �����	$@$%0'	?Z?	@$%�''	*	
Hc(*�) A��C�H(*�)�b�(H(*�)�353�H(*�))�D

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−4

−2

0

2

4

6

8

Propriétés du prédicteur Y*(x0) :
N Interpolateur exact des observations
N Sans biais et de variance minimale

[ ]ββ 	
	
	
	
 �

�

���

H ���#�%���� �� −+= −

K ���� ���	������������ L
4������$��������P ��
���$���6���
��������

K + ����	"������ ��	&5�����"�& ���� L
#���������	�����$��
���	���!�����	��$���$	��"��

���� %��,��+�=�#��;/��,��/�< /�#���/��,��>

���#�+��#���/��2����/2
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� �������&���	��	����	��	^�#��	*
– ��	�*�$��
���	����	��$���	%��������&
– ��������	���$��������0����
– #
���$ �*�"��������& (��������

��!�����!�)
– �
"���$��
��$������	� ($�Y���)

� 
# �� ���	*
– ��
��
�$�����$�����$���	'	
 �	���'
������"%�
����	����0������$��$��

��"$������
– ��$��������������3��*������	�����
������3���
��
����
�������

($�����'���	��$��
���	����3�'��$���$���	��������5)

� ��� �!���	����� &��	*
– �������"����	��$����"$�������$"
�����+ 1��������������������


 ������	
���	��N �	���!� O 
 �������$��
���������$"����������+

Autre modèle statistique : Processus Gaussien (PG)
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Autre modèle statistique : Processus Gaussien (PG)
• Références

• http://cran.r-project.org/web/packages/DiceKriging/index.html

http://www.gaussianprocess.org/gpml/
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