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Introdu
tion

Deux exemples de systèmes à garantir par la simulation

La bonne tenue d'une 
uve de 
on�nement pour des études en

dynamique rapide

A partir de mesures non-destru
tives, une masse de radionu
léides

dans des fûts de dé
hets mal-
onnus à entreposer
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Introdu
tion

Dé�nitions

Quelques dé�nitions de "garantir":

1 Assurer, sous sa responsabilité, l'exé
ution de quelque 
hose dans

des 
onditions préalablement dé�nies.

2 Se porter o�
iellement garant des qualités et du bon

fon
tionnement de quelque 
hose, le pla
er sous garantie et s'engager

à remédier à tout défaut, toute panne et
. pouvant se présenter

pendant un 
ertain temps.

3 Donner quelque 
hose 
omme sûr, vrai, 
ertain, sous sa

responsabilité; assurer, répondre de, 
erti�er.

4 Dé
larer quelque 
hose 
onforme à 
ertaines normes de qualité ou

assurer son authenti
ité.

Qui serait assez fou pour s'engager autant sur les seules bases d'un

résultat de simuation?

... et en
ore, on ne vit pas au temps d'Hammurabi...
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Introdu
tion

Dé�nitions

Quelques dé�nitions de "garantir":

1 Assurer, sous sa responsabilité, l'exé
ution de quelque 
hose dans des


onditions préalablement dé�nies.

2 Se porter o�
iellement garant des qualités et du bon fon
tionnement

de quelque 
hose, le pla
er sous garantie et s'engager à remédier à

tout défaut, toute panne et
. pouvant se présenter pendant un 
ertain

temps.

3 Donner quelque 
hose 
omme sûr, vrai, 
ertain, sous sa responsabilité;

assurer, répondre de, 
erti�er.

4 Dé
larer quelque 
hose 
onforme à 
ertaines normes de qualitéou

assurer son authenti
ité.

La simulation n'est qu'un outil d'aide à la garantie...

Par la simulation, on ne peut s'engager que sous 
onditions...
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Formalisme

Dans 
ette présentation, on note:

S le système d'intérêt à garantir, que l'on suppose pouvoir être dé
rit

par un ve
teur x ∈ X.

y(x) ∈ Y la quantité d'intérêt (QoI) permettant d'analyser le bon

fon
tionnement de S.
Le ve
teur x est modélisé par un ve
teur aléatoire de loi (
onnue) fx pour

traduire les in
ertitudes sur les entrées (toléran
e de fabri
ation,

mé
onnaissan
e).

De même, à valeur de x donnée, y(x)|x est modélisé par une variable

aléatoire de loi (
onnue) fy(x)|x pour traduire les in
ertitudes sur la sortie

(erreur de modèle, erreur de pré
ision, erreur sur les paramètres...).

La loi de y(x), fy(x)(y) =
∫
X
fy(x)|x=z

(y)fx(z)dz, est bien dé�nie en

théorie mais généralement ina

essible en pratique.
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Du déterministe au probabiliste pour la garantie

D'un point de vue déterministe, garantir le bon fon
tionnement du

système peut se ramener à garantir que y(x) ≤ S, où la valeur de S
est une donnée du problème (fournie par un 
lient, une norme...).

Une fois les in
ertitudes 
onsidérées, 
ela revient à garantir que

P(y(x) > S) = 0, 
e qu'il n'est quasiment jamais possible de faire en

pratique.

Pour un risque 0 ≤ α ≤ 1, une version probabiliste plus réaliste de


ette garantie 
onsiste à démontrer que :

Pf := P(y(x) > S) ≤ α.

Si P̂f dé�nit un estimateur statistique de Pf , la garantie de bon

fon
tionnement du système demande la dé�nition d'une

transformation T telle que:

P(Pf ≤ T (P̂f )) ≥ β,

où β est un niveau de 
on�an
e, ave
 T (P̂f ) à 
omparer à α.
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Garantie par la simulation

Plusieurs seuils pour plusieurs notions de risque

La garantie d'un système par la simulation (physique, 
himique, mé
anique,

�nan
ier...) né
essite ainsi l'introdu
tion de plusieurs grandeurs:

x = (x1, . . . , xd) ↔ paramétrage du système, que l'on modélise


omme un ve
teur aléatoire,

y ↔ quantité d'intérêt pour la surveillan
e du bon fon
tionnement du

système 
onsidéré, qui peut elle-même être aléatoire pour une valeur

de x donnée,

S ↔ seuil à ne pas dépasser pour y,

α ↔ risque "a

eptable" (de dépassement de seuil),

β ↔ niveau de 
on�an
e (sur l'estimateur statistique).
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Di�
ultés

P(Pf ≤ T (P̂f )) ≥ β, T (P̂f ) ∼ α.

Pour "ne pas prendre de risque", un 
ertain nombre de systèmes sont

a priori 
onçus "loin" du seuil S. Cela suppose que la valeur réelle

(bien qu'in
onnue) de Pf = P(y(x) > S) est très faible (entre 10−3
et

10−6
par exemple). Des méthodes spé
i�ques sont ainsi requises pour

proposer des estimateurs e�
a
es en temps de 
al
ul de telles

probabilités (parties 2 et 3).

La valeur de Pf est 
omplètement 
ontr�lée par le


hoix/l'identi�
ation des distributions de x et de y(x)|x. Une fois la

valeur de Pf estimée, il est souvent intéressant de 
her
her à identi�er

les sour
es d'in
ertitudes les plus in�uentes sur 
ette probabilité, et de


ontr�ler la robustesse du résultat par rapport à de légères

�u
tuations de 
es distributions (partie 4).
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Distin
tion par rapport à la théorie des valeurs extrêmes

La théorie des valeurs extrêmes peut être perçue 
omme un

post-traitement "paramétrique" d'un très grand nombre d'évaluations de y
en des points x tirés aléatoirement et indépendamment, pour l'évaluation

de Pf . Les méthodes qui vont être présentées dans la suite s'en distinguent

par le fait que l'on suppose i
i:

qu'une évaluation de y(x) est relativement "
oûteuse"

(�nan
ièrement pour une expérien
e ou numériquement pour une

simulation),

qu'à l'état initial, au
une évaluation de y n'a été e�e
tuée.

⇒ on 
her
he plut�t à mettre au point une stratégie itérative pour

l'évaluation du 
ode en des points bien 
hoisis pour maximiser la pré
ision

d'estimation de Pf à nombre d'évaluation minimal.
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Formulation du problème

Pf := P(y(x) > S) =

∫ +∞

S
fy(x)(y)dy =

∫

R×X

1y>Sfy(x)|x(y)fx(x)dxdy

L'évaluation de Pf par une intégration multidimensionnelle par

quadrature est très rapidement non envisageable en fon
tion de la

dimension de x.

Les méthodes d'intégration par é
hantillonnage sont alors souvent

préférées.

L'idée est alors de dé�nir un en
hainement dépendant (au sens où les

résultats passés sont utilisés pour dé�nir les nouveaux points

d'évaluation) de points x, et don
 d'évaluations de y, de taille

minimum, permettant la meilleure estimation de Pf .
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E
hantillonnage Monte Carlo

L'appro
he Monte Carlo est basée sur l'é
riture suivante de Pf :

Pf := P(y(x) > S) = E
[
1y(x)>S

]
.

Ainsi, pour évaluer Pf , on peut tirer N réalisations iid de x, que l'on note

{x1, . . . ,xN}, et évaluer y en 
ha
un de 
es points: yn := y(xn). A partir

de 
es tirages, on peut é
rire:

Pf ≈ P̂f :=
1

N

N∑

n=1

1yn>S .

Propriétés statistiques de l'estimateur

E

[
P̂f

]
= Pf .

Var(P̂f ) =
Pf (1−Pf )

N .

P̂f →N→+∞ N (Pf ,
Pf (1−Pf )

N ).
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E
hantillonnage Monte Carlo

Le lien entre N et le 
arré du 
oe�
ient de variation est ainsi donné par:

δ2MC :=
Var(P̂f )

E

[
P̂f

]2 =
1− Pf

PfN
⇔ N =

1− Pf

Pfδ
2
MC

.

Illustration pour l'estimation de P(X > 3.09) = 10−3
pour X ∼ N (0, 1).

Probabilité de dépassement de seuil
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Avantages et désavantages de l'appro
he Monte Carlo

(+) Très fa
ile à implémenter.

(+) Gère sans problème le 
ara
tère hiérar
hique de l'in
ertitude.

(-) Demande potentiellement un très grand nombre d'appels au 
ode pour

assurer une bonne pré
ision.
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L'appro
he Monte Carlo - appli
ation à la garantie

P̂f→N→+∞N
(
Pf ,

Pf (1− Pf )

N

)
.

En notant cβ le quantile d'ordre β de la loi gaussienne 
entrée réduite, et

T (P̂f ) = P̂f + cβ

√
P̂f (1−P̂f )

N :

P

(
Pf ≤ T (P̂f )

)
≈ β =

∫ cβ

−∞

1√
2π

exp

(
−x2

2

)
dx.

Par exemple, cβ = 0 pour β = 50%, cβ ≈ 1.28 pour β = 90% et cβ ≈ 2.33
pour β = 99%.
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Nombres de 
al
uls à envisager pour la garantie ave
 MCS
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P
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c
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P
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P
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N
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Figure: Valeurs de α qu'il serait possible de garantir pour trois valeurs de Pf

(p = 10−2, 10−3, 10−6
), deux valeurs de β (90% et 99% en fon
tion du nombre

d'appels au 
ode (en supposant que l'on obtient au moins un 
al
ul défaillant...).
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E
hantillonnage 
onditionné

A�n de réduire 
e nombre important d'évaluations, il est intéressant de

noter que si S0 = −∞ et S1 < S2 < . . . < SM = S:

P(y(x) ≥ S) =
M∏

m=1

Pm, Pm := P(y(x) ≥ Sm|y(x) ≥ Sm−1).

On peut ainsi dé�nir M estimateur MC indépendants pour 
haque

probabilité Pm, que l'on nomme P̂m.

P̂C
f :=

∏M
m=1 P̂m dé�nit un nouvel estimateur de Pf .
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E
hantillonnage 
onditionné

Se pose alors le problème du 
hoix de M , des seuils S1, . . . , SM , et du

nombre de tirages à attribuer à l'estimation de 
haque probabilité Pm.

On peut montrer que pour une valeur de M �xée, le 
oe�
ient de

variation de l'estimateur est minimal pour

P1 = . . . = PM = P(y(x) ≥ S)1/M , N1 = . . . = NM = N/M .

Dans 
e 
as, on déduit la valeur du 
oe�
ient de variation:

δ2 = (δ20 + 1)M − 1, δ20 = (P
−1/M
f − 1)M/N.

On peut minimiser 
e 
oe�
ient de variation (en prenant M et N

ontinus), et on obtient M ≈ −0.63 log(Pf ) ↔ Pm ≈ 0.2032.

Commenter les limites pratiques d'un tel tirage 
onditionné "optimal".
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E
hantillonnage 
onditionné

Fa
e à un problème réel, dont on ne 
onnaît pas la probabilité de

défaillan
e, deux méthodes inspirées du tirage 
onditionné "optimal" sont

proposées:

les appro
hes dites "subset simulation" : on 
hoisit une valeur de p0
(souvent 0.1) et de N0 (entre 100 et 1000), puis on réé
hantillonne

itérativement les (1− p0)N0 plus faibles valeurs pour être plus grand

que la p0N0 plus haute valeur. On s'arrête quand 
ette p0N0 plus

haute valeur dépasse S.

les appro
hes dites "moving parti
le" : on 
hoisit une valeur N0 de

taille d'é
hantillon initiale. On "dépla
e" itérativement la "parti
le"

asso
iée à la valeur minimale de la quantité d'intérêt


onditionnemment à sa propre valeur jusqu'à 
e que toutes les

parti
ules dépassent S.

Illustration sur la fon
tion de Waarts :

b1 = 3 + (u1 − u2)
2/10 − sign(u1 + u2)(u1 + u2)/

√
2, b2 =

sign(u2 − u1)(u1 − u2) + 7/
√
2, f(u) = min(b1, b2). ETICS 2018 - Ros
o� | 4 Juin 2018 | PAGE 19/48



Subset simulation - illustration graphique

p0 = 0.1, N0 = 100. Ligne noire : y(x) = 0.
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Subset simulation - illustration graphique

p0 = 0.1, N0 = 100. Rouge : p0N0 = 10 points > S1.
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Subset simulation - illustration graphique

p0 = 0.1, N0 = 100. Bleu : p0N0 = 10 points > S2.
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Subset simulation - illustration graphique

p0 = 0.1, N0 = 100. Vert : 15 points au dessus de S.
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Subset simulation - illustration graphique

p0 = 0.1, N0 = 100. Vert : 15 points au dessus de S.
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Pf ≈ p20 × #points > S

N0
≈ 0.0015.
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Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum lors du tirage initial (0 dépla
ements).
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Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum après 100 dépla
ements.
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Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum après 200 dépla
ements.
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Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum après 300 dépla
ements.

 0 

 0
 

 0
 

 0 

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

ETICS 2018 - Ros
o� | 4 Juin 2018 | PAGE 21/48



Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum après 400 dépla
ements.

 0 

 0
 

 0
 

 0 

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

ETICS 2018 - Ros
o� | 4 Juin 2018 | PAGE 21/48



Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Rouge: point minimum après 500 dépla
ements.

 0 

 0
 

 0
 

 0 

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

ETICS 2018 - Ros
o� | 4 Juin 2018 | PAGE 21/48



Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Après M=601 dépla
ements, toutes les parti
ules sont > S.
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Moving parti
le - illustration graphique

N0 = 100. Après M=601 dépla
ements, toutes les parti
ules sont > S.
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Pf ≈
(
1− 1

N0

)M−1
≈ 0.0024.
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Avantages et désavantages des méthodes de splitting

(+) demande un nombre a priori réduit d'évaluations de y.

(-) plus di�
ile à mettre en oeuvre (né
essité de pouvoir tirer des

é
hantillons 
onditionnellement à un seuil donné sur y(x)).

⇒ passer par des appro
hes de génération itérative de type Markov Chain

Monte Carlo (MCMC).

⇒ 
ela se traduit en pratique par la né
essité d'e�e
tuer T évaluations

du 
ode pour 
haque dépla
ement de parti
ules.

⇒ En notant M le nombre d'évaluations du 
ode inférieures à S, le
nombre total d'évaluations est alors égal à

N = N0 +MT.

.
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L'appro
he moving parti
le - appli
ation à la garantie

On peut noter que M ∼ Poisson(−N0 log(Pf )). Ainsi, P̂f = (1− 1/N0)
M

est un nouvel estimateur non biaisé de Pf . En utilisant l'approximation

gaussienne de la loi de Poisson pour des valeurs de −N0 log(Pf ) pas trop

petites (≥ 5), on déduit N ≈ N0(1− T log(p)) et

log
(
P̂f

)
≈ N (−N0 log(Pf ) log(1− 1/N0),−N0 log(Pf ) log(1− 1/N0)

2)

≈ N (log(Pf ),− log(Pf )/N0).

En notant cβ le quantile d'ordre β de la loi gaussienne 
entrée réduite, et

T (P̂f ) = P̂f exp

(
cβ

√
− log(P̂f )

N0

)
, on déduit:

P

(
Pf ≤ T (P̂f )

)
≈ β.
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Nombres de 
al
uls à envisager pour la garanties ave
 MP

10
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−
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Figure: Valeurs de α qu'il serait possible de garantir pour trois valeurs de Pf

(p = 10−2, 10−3, 10−6
), deux valeurs de β (90% et 99% en fon
tion du nombre

d'appels au 
ode N ≈ N0(1− T log(p)), ave
 T = 10 et N0 = 100 (les pointillés

grisés 
orrespondent à l'appro
he MCS).
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Garantir un quantile

Plut�t que de parler de probabilité d'"a

ident" ou de "défaillan
e",

un 
ertain nombre d'industriels préfèrent reformuler le problème sous

la forme de la garantie d'un quantile.

Dans 
e 
as, on spé
i�e non plus un seuil pour y(x) mais un risque de

dépassement, et on se sert du quantile déduit pour dimensionner

l'objet 
onsidéré.

Pour rappel, le quantile qα de niveau 0 ≤ α ≤ 1 asso
ié à y(x) est

dé�ni par:

P(y(x) ≤ qα) = α ↔ qα = argmin
q

|Fy(x)(q)− α|.

Densité de probabilité de Y (pdf)

Fon
tion de répartition de Y (
df)
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Estimation de quantile - Fon
tion de répartition empirique

Soient

{
x
(n)

}
n=1,··· ,N

un N -é
hantillon de réalisations indépendantes

de x ∈ R
d
, et

{
Yn = y(x(n))

}
n=1,··· ,N

les simulations


orrespondantes.

On note {Y ∗
n }n=1,··· ,N l'é
hantillon ordonnée : Y ∗

1 ≤ · · · ≤ Y ∗
N .

L'estimateur Monte Carlo de la CDF de y(x), notée Fy(x), s'é
rit:

F̂N (y) =
1

n

N∑

n=1

1Yn≤y.

F̂N (y) ↔ pour
entage d'observations de

l'é
hantillon inférieures ou égales à y.

Estimateur sans biais : E[F̂N (y)] = Fy(x)(y)

F̂N (y)
N→∞−→ Fy(x)(y) ave
 probabilité 1 (Th. de Glivenko-Cantelli)
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Estimation de quantile - Quantile empirique

Estimateur Monte Carlo du α-quantile qα :

q̂N,α = Y ∗
⌈Nα⌉, où ⌈·⌉ est la partie entière supérieure.

Exemple : si N = 100 et α = 0.95 −→, q̂N,α = Y ∗
95.

Exemple : si N = 200 et α = 0.95 −→, q̂N,α = Y ∗
190.

Cette méthode n'a de sens que si

1
N < α < 1− 1

N

Propriétés de q̂N,α :

Estimateur asymptotiquement sans biais: E[q̂N,α]
N→∞−→ qα.

Sa varian
e est d'autant plus grande que l'on 
her
he à évaluer

un quantile extrême.√
N (q̂N,α − qα)

N→∞−→ N
(
0, α(1−α)

fy(x)(qα)

)
.

→ Malheureusement, fy(x) est in
onnue don
 
ette propriété est

inutile pour la 
onstru
tion d'un intervalle de 
on�an
e

asymptotique.
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Quantiles de Wilks - Niveau de 
on�an
e sur l'estimation

L'erreur d'estimation tendant vers une loi normale 
entrée,

P

(
Y ∗
⌈Nα⌉ ≥ qα

)
= 1/2, pour N grand

.⇒ La probabilité de sous-estimation ou de sur-estimation du quantile

est la même (problème pour des études de sûreté...)!

A�n de proposer un estimateur plus 
onservatif, il a été proposé de

prendre une marge, en prenant l'indi
e k plut�t que ⌈Nα⌉, tel que:

P (qα ≤ Y ∗
k ) ≥ β, β > 1/2 ⇔ P (P (y(x) ≤ Y ∗

k ) ≥ α) ≥ β.

→ α% des valeurs possibles de y(x) sont inférieures à Y ∗
k ave
 un

risque de se tromper de 1− β.
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Quantile de Wilks - Choix de k

On 
her
he la valeur k telle que P (qα ≤ Y ∗
k ) ≥ β.

Pour 
ela, on peut remarquer que:

P(qα ≤ Y ∗
k ) = P("au moins k valeurs plus grandes que qα")

=

k−1∑

n=0

P("exa
tement n valeurs plus petites que qα")

=

k−1∑

n=0

Cn
Nαn(1− α)N−n,

si bien que k est le plus petit entier véri�ant:

k−1∑

n=0

Cn
Nαn(1− α)N−n ≥ β.
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Quantile de Wilks - Illustration

On se donne un é
hantillon {Yn}n=1,...,N de même loi de taille

N = 200.

Estimation de Y ∗
k et Y ∗

⌈Nα⌉.

On réitère 
ela 106 fois.

On peut tra
er les pdf du quantile de Wilks et du quantile empirique.
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Quantile de Wilks - Utilisation pratique

Pour α et β �xés, la méthode de Wilks permet de trouver la taille

minimale Nmin de l'é
hantillon né
essaire pour a�rmer que :

P (P (y(x) ≤ Y ∗
N ) ≥ α) ≥ β, Y ∗

N = maxn(Yn).

α 0.5 0.8 0.9 0.9 0.95 0.95 0.99 0.99

β 0.95 0.95 0.95 0.99 0.95 0.99 0.95 0.99

Nmin 5 14 29 44 59 90 299 459

Pour α, β et N �xés, la méthode de Wilks permet de trouver le rang

du quantile (et don
 sa valeur). Pour α = 0.95 et β = 0.95 :

N 50 59 80 100 130 170 220 300 400 500 800 1000

k × 59 80 99 128 167 215 292 388 484 771 962

⌈Nα⌉ 48 57 76 95 124 162 209 285 380 475 760 950

Méthode robuste s'appliquant à tout type de distribution (Seule


ontrainte : l'é
hantillon {Yn}n=1,...,N doit être aléatoire.)
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Deux types de questions pour analyser la sensibilité des

résultats

La valeur de Pf = P(y(x) ≥ q) est 
omplètement régie par le


hoix/l'identi�
ation des lois de x et de y(x)|x.
A distributions �xées, il est possible d'introduire des estimateurs de

Pf , puis de 
omparer le niveau de risque a

eptable α à une

transformation de 
es estimateurs pour s'assurer d'un niveau de


on�an
e β. Deux 
on�gurations peuvent alors se produire:

1 Pf semble plus grand que α (ou du moins la 
on�an
e n'est pas

su�sante sur le fait que Pf soit plus petit que α). On est dans une


on�guration "négative". Sur quels paramètres se 
on
entrer pour

réduire Pf (sensibilité)?

2 Pf semble plus petit que α ave
 une 
on�an
e "raisonnable". On est

dans une 
on�guration "positive". Quitte à motiver de futures études

sur 
es lois, sur quels paramètres se 
on
entrer pour maximiser le


rédit apporté à 
ette estimation de Pf (robustesse)?
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Problèmes liés aux 
oûts numériques

La plupart des analyses de sensibilité/robustesse sont basées sur des

évaluations du 
ode dédiées, en des points bien dé�nis.

Dans 
e 
as, l'ensemble des 
al
uls ne peut être utilisé, à la fois, pour

l'évaluation de Pf et l'analyse de sa sensibilité/robustesse par rapport

aux di�érents paramètres.

Ce
i explique que pour un grand nombre d'études de garantie, peu

d'analyses de sensibilité/robustesse des résultats sont présentées.

⇒ L'idée de 
ette partie est de proposer quelques pistes pour 
es études,

en ne se basant que sur les 
al
uls e�e
tués pour l'estimation de Pf .
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Problématique 1 (sensibilité)

Indi
es de Sobol "orientés"

Pour trouver les grandeurs ayant le plus d'in�uen
e sur Pf , il est

intéressant de quanti�er l'impa
t sur Pf de �xer xi à une 
ertaine

valeur x⋆i .

Plus (Pf − P(y(x) > S | xi = x⋆i ))
2
est grand, plus xi a de 
han
es

de jouer un r�le sur Pf .

En moyennant 
ette quantité sur xi, la grandeur

E

[
(P(y(x) > S)− P(y(x) > S | xi))2

]
= Vxi

[
Ex−i

[
1y(x)>S | xi

]]

permet d'analyser la sensibilité de Pf à 
haque entrée du modèle xi.

On retrouve i
i les indi
es de Sobol d'ordre 1 de la fon
tion 1y(x)>S

si :=
Vxi

[
Ex−i

[
1y(x)>S | xi

]]

Vx

[
1y(x)>S

] .
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Problématique 1 (sensibilité)

Estimation appro
hée des indi
ateurs

Par 
onstru
tion, si 
ara
térise la part de varian
e de 1y(x)>S

expliquée par xi individuellement. La part de varian
e expliquée par xi
en intégrant les intera
tions ave
 les autres 
omposantes de x est

donnée par l'indi
e de Sobol total ti, qui véri�e:

ti := 1− Vx−i

[
Exi

[
1y(x)>S | x−i

]]

Vx

[
1y(x)>S

] .

En remarquant que:

si =
Pf

1− Pf
Vxi

[
fxi|y(x)>S(xi)

fxi
(xi)

]
, ti = 1− Pf

1− Pf
Vx−i

[
f
x−i|y(x)>S(x−i)

fx−i
(x−i)

]
,

et en estimant les PDFs fxi|y(x)>S et f
x−i|y(x)>S via des appro
hes

non-paramétriques à noyaux (↔ "généralisation 
ontinue des

histogrammes"), il est alors possible de quanti�er de manière

relativement pré
ise le r�le de 
haque paramètre d'entrée sur Pf .
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Problématique 2 (robustesse)

Formalisme

Remarquons maintenant que pour toute fon
tion f1, . . . , fD positives

dé�nies sur R et d'intégrale 1, la quantité h(f1, . . . , fD) telle que:

h(f1, . . . , fD) :=

∫

X

1y(x)>S

D∏

j=1

fj(xj)dx (1)

dé�nit la probabilité que y(x) soit plus grande que S, sous la 
ondition que

la PDF de x est égale à

∏D
j=1 fj .
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Problématique 2 (robustesse)

Re
her
he de "pires 
as"

Pour 0 ≤ δ < 1, on note alors Fi(δ) un ensemble de PDFs 
orrespondant à

des perturbations d'"amplitude δ" de fxi
(par ex., modi�
ation de la

moyenne et de la varian
e pour une variable gaussienne), et:

pδ := max
fj∈Fj(δ), 1≤j≤D

h(f1, . . . , fD),

pδi := max
fi∈Fi(δ)

h(fx1 , . . . , fxi−1 , fi, fxi+1 , . . . , fxD
),

pδ−i := max
fj∈Fj(δ), 1≤j≤D, j 6=i

h(f1, . . . , fi−1, fxi
, fi+1, . . . , fD).

Par 
onstru
tion, pδ 
orrespond au pire 
as en perturbant toutes les PDFs,

pδi en ne perturbant que 
elle de ui, et p
δ
−i en perturbant toutes les PDFs

des 
omposantes de x sauf la ième.
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Intégration des intéra
tions

L'in�uen
e de 
haque entrée sur la di�éren
e pδ − Pf peut ainsi être


ara
térisée par la 
omparaison des deux indi
es suivants:

ςδi :=
pδi − Pf

pδ − Pf
,

τ δi := 1− pδ−i − Pf

pδ − Pf
.

ςδi 
ara
térise le pour
entage d'augmentation dû aux e�ets individuels,

τ δi 
ara
térise le pour
entage d'augmentation dû aux e�ets individuels

et 
ouplés.

La valeur de δ peut être 
hoisie pour garantir une valeur de pδ − Pf

donnée (par exemple pδ = 2× Pf dans la suite).

Il est possible d'estimer toutes 
es quantités sans nouveaux appels au 
ode

en utilisant des méthodes basées sur le tirage d'importan
e.
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Appli
ation analytique

En première appli
ation, on 
onsidère la fon
tion polyn�miale suivante:

y(x) = (1 + x1)(5 + x2)(10 + x3), xi ∼ N (0, 1),

et on s'intéresse à l'estimation de Pf = P(y(x) > S), S = 250.

On trouve:

P(P(y(x) > q) ∈ [0.0080; 0.0092]) ≈ 95%.

On 
her
he à identi�er la sensibilité de 
ette estimation de Pf aux

paramètres xi
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Appli
ation analytique

ŝi(%) t̂i(%) ς̂δi (%) τ̂ δi (%)

i=1 Référen
e [1;21℄ [94;107℄ [57;61℄ [70;73℄

Code+MP [6;18℄ [97;99℄ [54;64℄ [67;75℄

GP+MP [8;15℄ [96;99℄ [53;64℄ [67;76℄

i=2 Référen
e [-14;10℄ [74;87℄ [18;21℄ [28;31℄

Code+MP [0;1℄ [41;81℄ [16;22℄ [25;32℄

GP+MP [0;1℄ [66;91℄ [15;23℄ [24;35℄

i=3 Référen
e [-9;8℄ [47;56℄ [7;9℄ [12;15℄

Code+MP [0;0℄ [41;78℄ [6;11℄ [10;18℄

GP+MP [0;0℄ [50;83℄ [6;11℄ [10;18℄

δ = 0.05 pour que pδ ≈ 2Pf . La pro
édure est répétée 100 fois.

"Référen
e" : MC basée sur 6.106 évaluations.

"Code+MP" est basé sur environ 7200 
ode évaluations.

"GP+MP" est basé sur 50 appels au 
ode (30 pour le DoE initial,

20 pour l'enri
hissement).
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Appli
ation à la 
uve EPURE

Entrées

x1 : rayon interne de la 
uve,

x2 : épaisseur,

x3 : in
ertitudes sur l'amplitude de

P (t),

x4 : in
ertitudes sur la 
hrono de P (t),

x5 : module de Young de la 
uve,

x6 : limite d'élasti
ité de la 
uve,

x7 : module de Young du bou
hon,

x8 : limite d'élasti
ité du bou
hon.

Sortie

y → déformation plastique maximale en temps et en espa
e.

Pf = P(y(x) > 0.05) ≈ 0.0015.
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Appli
ation à la 
uve EPURE

ŝi(%) t̂i(%) ς̂δi (%) τ̂ δi (%)

i=1 [0;2℄ [44;89℄ [0;4℄ [1;7℄

i=2 [0;2℄ [50;91℄ [2;9℄ [3;14℄

i=3 [0;0℄ [47;89℄ [3;9℄ [5;15℄

i=4 [0;1℄ [64;93℄ [5;8℄ [12;16℄

i=5 [4;13℄ [88;99℄ [45;64℄ [57;76℄

i=6 [0;0℄ [45;89℄ [2;10℄ [3;17℄

i=7 [0;0℄ [43;89℄ [1;5℄ [1;9℄

i=8 [0;0℄ [43;90℄ [0;2℄ [1;8℄

Table: "GP+MP" est basé sur 1286 appels au 
ode (500 pour le DoE initial et

786 pour l'enri
hissement itératif). Les valeurs entre 
ro
hets sont des intervalles

à 95%, intégrant l'in
ertitude due au métamodèle et au 
ara
tère appro
hé de la

probabilité, mais en se basant sur le même métamodèle. δ = 0.077 si bien que

pδ ≈ 2Pf .

⇒ le seuil est dépassé pour des 
on�gurations né
essitant des


ombinaisons bien parti
ulières de tous les paramètres.
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Appli
ation à la 
uve EPURE
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Figure: Comparaison entre les PDFs initiales (en noir) et les PDFs perturbées (en

rouge pointillé) 
onduisant à la multipli
ation de Pf par un fa
teur 2.
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Con
lusion

Garantir par la simulation, 
'est 
her
her à évaluer une double

probabilité: la première asso
iée à un risque, la se
onde pour attribuer

une 
on�an
e à l'estimateur.

Le problème de garantie peut s'exprimer sur le quantile aussi bien que

sur la probabilité de dépasser un seuil.

Plus le risque est faible, et plus la garantie demande un nombre

d'appels au 
ode 
onséquent (⇒ on passe souvent par des

métamodèles pour les faibles probabilités, dont l'in
ertitude doit aussi

être propagée dans le modèle).

Il est di�
ile de garantir une quantité observable, et en
ore plus

di�
ile de garantir une quantité non observable.
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Con
lusion

La garantie s'e�e
tue bien sous 
onditions:

que l'on ait 
on�an
e en la théorie des probabilités pour modéliser

l'in
ertain,

que l'on sa
he générer des nombres aléatoires,

que les sour
es d'in
ertitudes aient été bien identi�ées et modélisées.

A�n d'être davantage 
onservatif vis-à-vis d'in
ertitudes sur les lois

des entrées, on notera le développement a
tuel des appro
hes dites

"robust Bayes", qui 
her
hent à résoudre des problèmes du type:

P ∗
f = arg max

fy ,fx∈Fy×Fx

P(y(x > S) | x ∼ fx, y(x)|x ∼ fy),

où Fy et Fx sont des ensembles de lois sous 
ontrainte de la "seule

vraie" 
onnaissan
e sur x et y(x)|x...
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Con
lusion

La garantie s'e�e
tue bien sous 
onditions:
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hent à résoudre des problèmes du type:

P ∗
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e sur x et y(x)|x...

Mer
i pour votre attention!
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