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Cas jouet n°1

◮ On envisage une première fonction test, appelée f1 et définie sur
G = [−5, 5]× [−5, 5]× {a, b} × {0, 1}, s’écrit comme suit :

f1(x1, x2, x3, x4) =

{

x2
1 + x2

2 + 10x4, si x3 = a,

x1 + x2 − 10x4, si x3 = b,
(1)

◮ où (x1, x2, x3, x4) ∈ G.
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Cas jouet n°2

La seconde fonction, plus complexe que la première en raison des nombreux minima locaux, est
définie sur G = [−5, 5]× [−5, 5]× {1, 2, 3, 4, 5}. Elle correspond à la fonction dite Swiler2014 et
s’écrit comme suit, en notant x = (x1, x2, x3) :

f2(x) =



















res1(x), si x3 = 1

res1(x) + 12res2(x), si x3 = 2,

res1(x) + 0.5res2(x), si x3 = 3,

res1(x) + 8res2(x), si x3 = 4,

res1(x) + 3.5res2(x) si x3 = 5,

(2)

où :
{

res1(x1, x2, x3) = sin(2πx2 − π) + 7 sin(2πx1 − π)2

res2(x1, x2, x3) = sin(2πx2 − π).
(3)
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Notations

◮ On considère le problème d’optimisation de dimension d suivant :

x∗ ∈ arg min
x∈G

F (x) (4)

◮ où x représente le vecteur des variables de décision, F la fonction objectif coûteuse, et G le
domaine admissible. On peut considérer, sans perte de généralité que :

G ⊆ R
dcont × N

dent × {0, 1}dcat tq. dent + dcont + dcat = d (5)
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Optimisation par métamodèle

On peut schématiser le fonctionnement d’un al-
gorithme d’optimisation à base de métamodèle (dit EGO - Efficient Global Optimization) comme suit :

1: D0 ← ∅ (ou un plan d’expérience initial)
2: for n ∈ [|1 : nmax |] do

3: Optimisation du critère de remplissage : x∗ ← argmax C(F̂Dn
, F̃ )(x)

4: Évaluation coûteuse : F (x∗)
5: Enrichissement du plan d’expérience : Dn+1 ← Dn ∪ (x∗, F (x∗))
6: Estimation d’un nouveau métamodèle : F̂Dn+1
7: end for

8: return x̃∗ = argminDnmax
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Notations

◮ On notera :
Dn = (xi , F (xi ))i∈[|1:n|] tq. (xi )i∈[|1:n|] ∈ G (6)

un plan d’expérience associé à la fonction F .

◮ On notera, le cas échéant, F̂Dn
la fonction métamodèle de F , c’est à dire une fonction

approchant F au sens d’une certaine distance et construite par apprentissage statistique en
utilisant le plan d’expérience Dn.

◮ Les valeurs de la fonction F étant inconnues en dehors des points calculés contenus dans Dn, on
peut considérer par hypothèse que (F (x)) est une variable aléatoire pour laquelle on dispose
d’un tirage aléatoire (F (xi ))i∈[|1:n|] associé à des variables explicatives (xi )i∈[|1:n|] observées.

◮ F̂Dn
étant un modèle de régression statistique, (F̂Dn

(x)) est aussi une variable aléatoire, et on
peut poser la loi de probabilité conditionnelle suivante : p(F̂Dn

(x)|x).
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Notations

◮ Enfin, on note C le «critère de remplissage» envisagé. Ce critère est central pour les algorithmes
d’optimisation à base de métamodèles [3]. Il traduit l’arbitrage entre l’exploitation des
évaluations coûteuses déjà effectuées et l’exploration des régions «mal estimées » de l’espace
admissible.

◮ Un exemple de critère de remplissage est l’ Expected Improvement (EI) ou amélioration espérée,
défini par :

EI(x) := E
F̂Dn

(x)[max(F (x∗
Dn

)− F̂Dn
(x), 0)] (7)

où E
F̂Dn

(x) désigne l’espérance sous la loi de F̂Dn
(x) conditionnée par x ; et où x∗

Dn
correspond à

la meilleure évaluation coûteuse présente dans le plan d’expérience à l’itération n.
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Section 2

TPE
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Description de l’algorithme TPE

L’algorithme Tree-structured Parzen Estimator (TPE)[5] consiste à rechercher itérativement
l’optimum en suivant le schéma général et en maximisant le critère EI.

◮ Soit y := F̂Dn
(x) la réponse d’un métamodèle F̂ . En supposant que y admet une densité de

probabilité notée p(y), on peut écrire que :

EI(x) =

∫ F (x∗

Dn
)

−∞

(F (x∗
Dn

)− y)p(y |x)dy (8)

◮ L’idée centrale de TPE est de non plus estimer un modèle de probabilité portant sur les sorties
y mais plutôt d’en estimer un sur l’espace des entrées. Il repose pour cela sur le théorème de
Bayes et introduit l’inversion suivante :

∀x ∈ G : p(y |x) =
p(x |y)p(y)

p(x)
. (9)
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Description de l’algorithme TPE

◮ Si on suppose de plus que la paramétrisation suivante est licite, où l(x) et g(x) sont deux
densités de probabilité inconnues :

∀y ∈ R : p(x |y) =

{

l(x), si y < F (x∗
Dn

)

g(x), sinon.
; (10)

◮ Alors on peut établir, comme démontré dans [5], que :

EI(x) ∝
(

γ +
g(x)

l(x)
(1− γ)

)−1

; (11)

où γ = p(y < F (x∗
Dn

) est une constante par rapport à x .

◮ Il suffit donc, pour maximiser le critère EI, de maximiser la quantité l(x)
g(x) , qui peut se traduire

par la recherche du point maximisant la probabilité d’être dans «la bonne classe» (i.e. les points
dont la valeur est proche de l’optimum) tout en minimisant la probabilité d’apprtenir à «la
mauvaise classe».
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Implémentation de l’algorithme

L’implémentation Python Hyperopt a été utilisée pour cette étude [4].
L’API Hyperopt est très fluide et simple à utiliser, comme le montre l’extrait du code d’optimisation
de la fonction f = f2 ci-dessous :

from hyperopt import hp, fmin, tpe, Trials

import numpy as np

tpe_trials = Trials()

space = [hp.uniform('x1',-5,5), hp.uniform('x2', -5,5),

hp.choice('x3',[0,1]), hp.choice('x4',[0,1])]

best = fmin(f, space, algo = tpe.suggest,

max_evals = 100, trials = tpe_trials,

rstate= np.random.RandomState(1234))

print('optimum : ' + str(tpe_trials.best_trial['result']['loss']));

print('obtenu en : ' +str(best))
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Conclusion sur TPE

Cet algorithme, couplé avec une phase d’optimisation continue, nous semble prometteur :

◮ Il a permis expérimentalement de proposer des solutions dont les performances sont meilleures
que la solution de référence pour le cas industriel;

◮ Il approche relativement bien l’optimum analytique des fonctions jouets envisagées;

◮ Le formalisme de TPE, développé à la faveur des travaux sur l’optimisation des hyperparamètres
de modèles d’apprentissage automatique, est adapté aux situations où les variables de décision
sont interdépendantes et obéissent à une logique séquentielle. L’extrait de code ci-dessous décrit
un espace de recherche à 3 paramètres : a, pouvant valoir uniformément case1 ou case2, c1 une
variable continue activée ssi. a = case1 et c2 une autre variable continue activée ssi. a = case2.

from hyperopt import hp

space = hp.choice('a',

[

('case 1', 1 + hp.lognormal('c1', 0, 1)),

('case 2', hp.uniform('c2', -10, 10))

])
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Section 3

EGO avec forêts aléatoires
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Description de l’algorithme

L’algorithme EGO-RF utilisé lors de cette étude dérive du schéma général décrit précédemment, en
prenant comme :

◮ Métamodèle : un métamodèle de type régression par Random forest.
◮ Critère de remplissage : deux critères de remplissage ont été testés :

1. Le critère de l’EI , estimé en considérant que l’ensemble des prédictions associées à chacun des arbres
CART constitutifs du Random Forest est un tirage suivant la loi F̂ (x). On prend comme estimateur
empirique de l’espérance l’estimateur usuel de la moyenne empirique.

2. Le second critère envisagé est le critère dit confidence bound(CB), qui s’exprime comme suit (où
λ > 0) :

CB(x) = µ̂(x) − λσ̂(x). (12)

La minimisation de ce critère traduit l’arbitrage entre l’exploitation des résultats prédictifs du
métamodèle (λ proche de 0) et l’exploration/ enrichissement du jeu de données afin de réduire la
variance du métamodèle (λ proche de 1).
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Implémentation de l’algorithme

Nous avons utilisé deux implémentations :

◮ l’implémentation R de mlrMBO [9] avec le critère CB. Le package reticulate 1a été utilisé afin
de permettre l’appel R à du code Python ;

◮ une implémentation manuelle en Python utilisant scikit-learn [15] pour les Random Forests
et l’algorithme SADE de Pygmo [21] pour l’optimisation du critère de remplissage. Cet algorithme
est une heuristique génétique d’optimisation.

1https://cran.r-project.org/web/packages/reticulate/
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Résultats pour le cas jouet 2, critère CB

Résultats obtenus pour la fonction jouet f2 :
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Conclusion sur EGO-RF

Cette méthode a permis d’améliorer sensiblement l’optimum en cours. Elle nécessite toutefois une
étude ad hoc afin de tester et de caler convenablement ses nombreux hyperparamètres
(caractérisation de la forêt aléatoire, paramètre λ, paramètres liés à la méthode d’optimisation non
coûteuse, etc.).
Pistes d’amélioration possibles :

◮ Stratégie adaptative pour λ, en fonction du budget de calcul restant

◮ Amélioration de la méthode d’optimisation non coûteuse,

◮ Calibration du RF par validation croisée,

◮ Utiliser un critère EI pénalisé favorisant moins l’exploration.
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Section 4

EGO avec régression quantile
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Description de l’algorithme

Gradient Tree Boosting est réputé être l’algorithme «star » d’apprentissage machine.

◮ Contrairement à la régression RF, qui est construite autour d’une logique de moyennisation de la
réponse de plusieurs arbres CART, cet algorithme-ci procède plutôt d’une logique additive.

◮ On ne peut donc plus envisager les réponses des différents arbres comme autant de tirages
aléatoires de la loi sous-jacente à F (x) et en dériver différentes statistiques d’intérêt, comme
nous avons pu le faire précédemment.

◮ Nous allons plutôt utiliser le principe de la régression quantile, usuellement utilisée en
apprentissage machine afin de calculer des approximations d’intervalles de prédiction. La
régression quantile vise à estimer, non plus E(F (x)|x) 2, comme c’est le cas usuellement, mais
plutôt la quantité :

qα(F (x)|x) = inf {yα tq. P(F (x) ≤ yα|x) = α} (13)

2avec les notations introduites précédemment. F (x) est la réponse inconnue du vrai modèle en x ∈ G.
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Description de l’algorithme

◮ La fonction de perte quantile, aussi appelée pinball loss function, est la fonction suivante :

Lα(F (x), F̂ (x)) := (F (x)− F̂ (x))× (α− 1
F (x)≤F̂ (x)) (14)

◮ Un estimateur avec de «bonnes propriétés» (voir [14] pour une preuve) du quantile du niveau α

est donné par :

q̂α(F (x)|x) := arg min
γ

1

n

n
∑

i=1

Lα(F (x), γ) (15)

◮ On peut donc assez simplement adapter l’algorithme Gradient Tree Boosting classique (i.e.
minimisant le risque empirique quadratique) en modifiant la métrique et la fonction de coût
sous-jacente.
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Implémentation manuelle

L’algorithme envisagé ici dérive du schéma général également.

◮ On utilise l’implémentation scikit-learn de Gradient Tree Boosting 3, avec la fonction de
perte quantile, et ce pour 100 différents niveaux uniformément répartis α ∈ [0.01, 0.99]. On
obtient à ce stade les prédicteurs x → F̂α(x) pour α ∈ [0.01, 0.99]

◮ on utilise ensuite le critère de remplissage CB introduit en (12), en prenant :

◮ µ̂(x) = 1
100

∑

α

F̂α(x)

◮ σ̂2(x) = 1
100

∑

α

F̂α(x)2
− µ̂2(x)

◮ λ = 1
2 .

3 https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/ensemble/plot_gradient_boosting_quantile.html#sphx-glr-auto-examples-
ensemble-plot-gradient-boosting-quantile-py
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Implémentation skopt

La librairie Python SKOPT offre une implémentation de l’optimisation par métamodèle de Gradient
Tree Boosting. La documentation afférente est relativement succincte, mais on note que SKOPT :

◮ Semble opérer une approximation gaussienne sur la distribution de F̂Dn
(x). Sous cette

hypothèse, l’écart type de la variable aléatoire sous-jacente peut être estimé avec la formule
classique suivante :

σ̂(x) ≈
q1−α(x)− qα(x)

2
où α = 16% et où qα(x) désigne le quantile de niveau α

Cette approximation réduit grandement le problème d’estimation, puisqu’il s’agit d’estimer 3
modèles de régression (les deux régressions quantiles + la régression en moyenne) au lieu de 101
modèles comme précédemment.

◮ Utilise le critère de remplissage CB (d’autres critères sont disponibles dans l’API).

◮ Utilise l’algorithme LBFGS[31] pour l’optimisation non coûteuse du critère de remplissage. 4

4Il n’est toutefois pas clair comment SKOPT tient compte de la contrainte d’intégrité des variables non continues, étant donné que
c’est un algorithme d’optimisation continue.
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Implémentation skopt

L’API de SKOPT est très simple à utiliser, comme le montre cet extrait de code optimisant la fonction
f = f2 :

from skopt import gbrt_minimize, space

SPACE = [space.Real(-5, 5, name='x1', prior='uniform'),

space.Real(-5, 5, name='x2', prior='uniform'),

space.Integer(1, 5, name='x3')]

res = gbrt_minimize(f, SPACE, acq_func='LCB',

n_calls=100, n_random_starts=10,

random_state=1, acq_optimizer ="lbfgs")

print('optimum : ' + str(res.fun)); print('obtenu en : ' + str(res.x))
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Conclusion sur l’algorithme

EGO-XGB a permis de bien approximer l’optimum des fonctions analytiques et d’améliorer la solution
initiale du code industriel. L’idée d’avoir recours à la régression quantile pour l’estimation de
l’incertitude de prédiction, lorsqu’un estimateur de la variance du modèle de prédiction est difficile à
construire, reste très générale et pourrait être appliquée à d’autres métamodèles (notamment des
modèles de régression par lasso réputés bien adaptés aux grandes dimensions).
Par ailleurs, l’implémentation proposée ici reste très largement perfectible, notamment concernant :

◮ le choix de λ,

◮ la finesse de la grille des niveaux de quantiles, (l’apprentissage d’un modèle Gradient Tree

Boosting n’est pas anodine en temps de calcul),

◮ l’implémentation de Gradient Tree Boosting : tester xgboost[28] et LightGBM[29], réputées
plus performantes;
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Section 5

EGO-RBF
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Description de l’algorithme

L’algorithme EGO-RBF utilisé lors de cette étude dérive du schéma général décrit précédemment, en
prenant comme :

◮ Métamodèle : un métamodèle de type Radial Basis Function, i.e. de la forme :

F̂Dn
(x) =

n
∑

i=1

λi φ(||x − xi ||) + p(x) (16)

où ∀x ∈ G, x → φ(x) est un noyau, ||.|| est une norme sur G et x → p(x) un polynôme dans
∏d

k−1
, ensemble des polynômes de d = dim(x) variables et de degré ≤ k − 1, respectant :

◮ la condition d’interpolation : F̂Dn (xi ) = F (xi ) pour tout xi ∈ Dn

◮ la condition d’orthogonalité :
∑

n

i=1
λi q(xi ) = 0 pour tout q ∈

∏

d

k−1
.
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Description de l’algorithme

◮ Critère de remplissage : le critère utilisé est le SRBF (Stochastic RBF). Cette stratégie consiste
à générer des points candidats Pi en perturbant la meilleure solution en cours suivant une loi
gaussienne de variance σ2. Cette variance est recalculée à chaque itération en fonction du
progrès réalisé. Le prochain point à évaluer sera le point dans Pi pour lequel la quantité
suivante est minimale :

merit(x) = wF̂ (x) + (1− w)(1− dist(x)) (17)

où dist(x) = min {||x − ξ||, pour ξ ∈ Dn} et où w ∈ [0, 1]. Le prochain point est donc celui qui
- dans le voisinage du meilleur point en cours - minimise la réponse du métamodèle tout en
étant le plus éloigné des points déjà explorés [13].
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Implémentation de l’algorithme

Nous avons utilisé l’implémentation de pySOT [11]. D’autres implémentations Python existent,
comme par exemple RBFopt [20]. En l’occurrence, nous avons utilisé un noyau cubique avec une
norme euclidienne usuelle et une tendance linéaire.
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Conclusion sur EGO-RBF

Cet algorithme nous semble prometteur et laisse présager de nombreuses pistes d’améliorations :

◮ Tester avec la métrique de Gower, a priori mieux adaptée aux données mixtes (au lieu de la
distance euclidienne utilisée par défaut)[32].

◮ Exploiter les possibilités de parallélisation nativement offertes par pySOT.
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Section 6

Krigeage mixte
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Krigeage mixte
Cette méthode n’a pas pu être testée de façon aboutie. Des premiers résultats ont toutefois pu être
obtenus sur les fonctions jouet, et à ce titre nous avons jugé utile d’en citer les prémices.
Il s’agit de reprendre le schéma général décrit précédemment, en prenant comme :

◮ Métamodèle : Un processus gaussien à noyau mixte et à tendance linéaire. La librairie R

kerGP[22] a été utilisée pour ce faire. L’extrait de code ci-dessous montre la paramétrisation
retenue pour l’optimisation de la fonction f2.

## Noyau de covariance

kContx1 <- covRadial(k1Fun1 = k1Fun1Matern5_2,d = 1, cov = "homo",

input = colnames(df)[1])

kContx2 <- covRadial(k1Fun1 = k1Fun1Matern5_2, d = 1, cov = "corr",

input = colnames(df)[2])

kCatx3 <- q1Symm(factor = as.factor(c(1,2,3,4,5)),

input = colnames(df)[3], cov = "cor")

kMix <- covComp(formula = ~ kContx1() * kContx2() * kCatx3())

## Apprentissage du modele de krigeage

fit <- gp(formula = y ~ x1 + x2, cov = kMix, data = df)

◮ Critère de remplissage : le critère EI (7), maximisé avec une méthode d’optimisation non
coûteuse.
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Krigeage mixte: Résultats obtenus
Pour la fonction jouet f1, on obtient assez simplement une bonne approximation du minimum global.
La méthode d’optimisation non coûteuse mise en oeuvre est la recherche aléatoire simple en 100
points :

Figure: Résultats pour f1. Meilleur résultat -19.0, plan en 10 points
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Krigeage mixte: Résultats obtenus
Le recours à un algorithme d’optimisation stochastique adaptatif implémenté par la libraire R

CEoptim [33] a permis d’améliorer sensiblement les performances de la méthode:

Figure: Résultats pour f2, optimisation non coûteuse avec CEoptim. Meilleur résultat -12.65, plan en 10 points
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Section 7

Perspectives

52 / 57



Introduction TPE EGO avec forêts aléatoires EGO avec régression quantile EGO-RBF Krigeage mixte Perspectives

Perspectives

Plusieurs pistes d’amélioration se dégagent suite à cette étude. Citons notamment :

1. La réflexion autour du plan d’expérience initial (ici nous avons pris des plans où les points sont
uniformément et indépendamment répartis).

2. Il conviendrait aussi de rationaliser et d’uniformiser les conditions de test de chaque méthode
d’optimisation envisagée, en construisant un banc de test adéquat (en contrôlant le budget de
calcul global, en contrôlant le pouvoir prédictif des métamodèles, en conservant le même plan
d’expérience initial, etc.).
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Perspectives

1. Les méthodes d’optimisation non coûteuses (appliquées aux critères de remplissage, notamment
EI qui est une fonction complexe à optimiser numériquement) gagneraient à être améliorées.
Les pistes sont :

◮ Utilisation de méthodes prometteuses de recherche directe, notamment l’algorithme MADS (Mesh
Adapted Direct Search) implémenté notamment dans Nomad [16]. Nomad devrait également être
envisagée comme méthode de résolution frontale du problème initial (4).

◮ en ajoutant une phase d’optimisation non coûteuse locale continue, par exemple avec l’algorithme
COBYLA (disponible sous OpenTurns[10]).

2. Pour cette étude exploratoire nous nous sommes limités à des petites dimensions. La question
du passage à l’échelle des méthodes envisagées ici reste entière. La piste a priori envisagée,
outre celles développées ici, serait celle d’une régression quantile pénalisée avec un LASSO [24].
Notons que dans ce cas, il serait intéressant de tenter une optimisation analytique du critère de
remplissage, a priori dérivable.
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