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• Motivation : problème inverse en grande dimension
− Inversion déterministe et/ou probabiliste
− Choix d’une distance
− Exemples d’objet

• Distance par déformation : cadre géométrique
− Action de groupe de déformation sur l’espace ambiant, sur des objets
− Distance sur le groupe : groupe de Lie ò distance sur les objets
− Le problème d’appariement

• Construction du groupe : Choix de difféomorphisme
− Difféomorphisme : flot associé à un champ de vecteur
− Espace de champs de vecteurs : RKHS (régularité)
− Le groupe de Lie de déformations par difféomorphisme

• Déformation des mesures
− Définition du problème d’appariement
− Condition d’optimalité
− Algorithme de résolution

• Déformation d’autres objets : Courants, varifolds, Images

• Exemples : Courbes (problème inverse), Images

• Extensions et perspectives

Organisation de la présentation
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1 �

CONTEXTE : PROBLÈME INVERSE EN GRANDE
DIMENSION

Inversion déterministe et/ou probabiliste
Choix d’une distance
Exemples d’objet
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Profils de vitesse issus des simulations Vsim et d’expériences Vmes

Profil (discrétisé) sur un domaine :

Y = (V (t1), V (t2), . . . , V (tnt)) ∈ Rnt
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Exemple de problème inverse fonctionnel : (même domaine)

• Résolution déterministe : Cas moindres carrés : d(Vmes, Vsim) = ‖Vmes(t)− Vsim(t)‖2L2

• Résolution probabiliste : Vmes(t) = Vsim(t,β) + ε(t), où ε ∼ PG(0, k)

Ce modèle probabiliste "généralise" le problème déterministe L2

Autres comparaisons possibles?
• Résolution déterministe : Autre distance
• Résolution probabiliste :?

Contexte : statistique sur des objets de dimension infinie
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On note a et b fonctions du temps :

Distance Sobolev :[Brezis, 1983] dp(a, b) =

p∑
k=1

∫
R
(a(k)(x)− b(k)(x))2dx.

Distances par immersion/Distribution : [Sriperumbudur et al., 2010, Gretton et al., 2012]
• Immersion dans le dual (topologique) de F : Ka : F → R; f 7→ Ka(f) =

∫
R f(t)a(t)dt

• Norme opérateur ‖Ka‖F? = sup‖f‖F≤1 |Ka(f)|
• Distance : γF (a, b) = ‖Ka −Kb‖F? ,

Si F est l’espace des fonctions bornées lipschitz, alors γF (Va, Vb) =
∫
R |Fa(t)− Fb(t)|dt,

où Fa(t) =
∫ t
−∞ a(s)ds est la fonction de répartition de a (distanceW1)

Si F est un RKHS de noyau k et si µa =
∫
R k(t, ·)a(t)dt ∈ F , puisque dans ce cas Ka(f) = 〈µa, f〉F , on a

γF (a, b) = ‖µa − µb‖F

e.g. si k(t, s) = ts alors γF (a, b) = |a− b|, où a =
∫
ta(t)dt

Remarque : choix d’un k caractéristique, a 7→ µa injective : γF (a, b) = 0⇔ a = b.

Distances liées aux déformations de l’espace

Comparaison d’objets - Choix d’une distance
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Quelques exemples : issus de [N. Charon, 2013, I. Kaltenmark, B. Charlier et N. Charon 2017]

points dans R2 surface dans R3 maillage dans R3

traits dans R2 surface et fibre dans R3 ceci n’est pas un carré vide

Galeries de formes
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2 �

DISTANCE PAR DÉFORMATION : CADRE
GÉOMETRIQUE

Action de groupe de déformation sur l’espace ambiant, sur des objets
Distance sur le groupe (groupe de Lie) et distance sur les objets
Le problème d’appariemment
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Déformations d’objets : plongés dans l’espace ambiant E = Rd

− Objets/Formes : S ⊂ E, e.g. points, courbes, formes.
− Espace des formes : S = {S} ⊂ P(E)

Cadre géométrique : Soit G = {g : E → E | g satisfait des pptés}
• G a naturellement une structure de groupe, pour tout x ∈ E
− Neutre : Id(x) = x

− Composition g ◦ g′(x) = g(g′(x))

− Inverse : g−1 ◦ g(x) = x

Action de G sur E, soit l’application · :
{
G× E → E
(g , x) 7→ g · x = g(x)

Exemples de déformations :
• Rigides (linéaires) : les similitudes
• Déformations non linéaires : les difféomorphismes

Déformations : cadre général
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Action sur des objets définis sur E

• Sur S ⊂ E : g · S = g(S)
M
= {y = g(x)|x ∈ S} (points, courbes, surfaces).

• Sur µ ∈Ms(E) : g · µ = g]µ (mesure image, push forward)
− Si µ =

∑
i aiδxi alors g · µ =

∑
i aiδg(xi)

− Si µ(x) = f(x)dx alors g · µ(x) = f ◦ h(x) det(∇h(x))dx, où h ◦ g = Id.
• Sur f ∈ F(E,Rp) (e.g. images), on pose g · f(x) = f ◦ g−1(x).
• Sur les courants, les varifolds, etc.

Distance sur l’espace des formes : Si G muni d’une distance dG invariante à
droite [A. Trouvé, 2009] alors

d(S, Scible) = inf
g∈G
{dG(Id, g) |Scible = g · S}

muni l’espace des formes S d’une distance : on veut aller là !

Autrement dit, la distance entre deux objets est la distance de la déformation reliant
ces deux objets la plus proche de l’élément neutre ò Recherche de géodésique.

Là, il faut rentrer dans le délire, sinon ça va être long [A. Lomperet, 2025]

Déformations : distance sur les transformations
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Selon leur nature, les objets sont notés f , S, µ.

Problème d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Scible :
• Appariemment exact : On cherche g ∈ G tel que Scible = g · S (existence)
• Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure l’écart entre g · S et Scible

où de plus dG(Id, g) est la plus petite possible ò problème de minimisation avec contrainte.

Déformer S pour obtenir Scible devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dG(Id, g) + λA(g)

Terme d’attache aux données
• Cas S ⊂ E, attache L2 (correspondance entre points nécessaire), :
− Si S = {x1, · · · , xk} et Scible = {y1, · · · , yk} alors A(g) =

∑k
i=1 ‖g(xi)− yi‖2

− Si S = γ(I) et Scible = γcible(I), où I pavé de Rk, alors A(g) =
∫
I
‖g ◦ γ(u)− γcible(u)‖2du

• Cas µ ∈Ms(Rd)
− Immersion dans un RKHS H de noyau K : A(g) = ‖(g · µ)K − µKcible‖K , où µK =

∫
E
K(·, x)dµ(x) ∈ H

− Distance de Wasserstein : e.g. A(g) = W2(g · µ, µcible)

• Les courants et les varifolds peuvent également être plongés dans un RKHS

Choix du groupe de déformation G?

Déformations : Problème d’appariement
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3 �

GROUPE DE DIFFEOMORPHISMES

Flot associé à un champ de vecteur
Espace de champs de vecteurs : RKHS (régularité)
Le groupe de Lie de déformations par difféomorphisme

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

10 / 39



Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
• Soit v : (t, x) ∈ R× Rd 7→ vt(x) ∈ Rd

• Soit v : t ∈ R 7→ vt ∈ V où V e.v. normé ⊂ F(Rd) = {f : Rd → Rd}.

• Pour x ∈ Rd, le flot φt(x) est solution du problème de Cauchy :

φt(x) = x+

∫
R
vt ◦ φt(x)dt

Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]
− si v continue en t lipschitz en x (Cauchy-Lipschitz).
− si v est L1(R) en t et lipschitz en x p.s. en t (Carathéodory).

• Hypothèse supplémentaire presque surement en t, vt ∈ V ↪→ Ck0 (Rd) et v
tel que ∫ 1

0

‖vt‖2V dt <∞ (v ∈ L2
V )

• Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Si v ∈ L2
V , V ↪→ Ck0 (Rd), alors

∀t ≥ 0 , φvt = Id +

∫ t

0

vs ◦ φvsds

est un difféomorphisme de Rd de classe Ck, i.e φvt ∈ Dk(Rd).

Injection continue : V ↪→W , ‖v‖W ≤ C‖v‖V .

Flot associé à un champs de vecteurs
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On prend pour V un RKHS à valeur dans Rd.

Noyau vectoriel positif kV : Rd × Rd → L(Rd), kV est symétrique et pour tout n, tout x1, . . . , xn ∈ Rd et tout
a1, . . . , an ∈ Rd, on a ∑

i,j a
i · kV (xi, xj)aj ≥ 0 .

Si de plus, on a égalité si et seulement si les ai sont tous nuls, alors le noyau est dit défini positif.

RKHS : V est le complété de

V0 =

{
v =

n∑
i=1

kV (·, xi)ai | n ∈ N,∀i, ai ∈ Rd et xi ∈ Rd
}

pour le produit scalaire〈
m∑
i=1

kV (·, xi)ai,
n∑
j=1

kV (·, yj)bj
〉
V

=
m∑
i=1

n∑
j=1

ai · kV (xi, yj)bj

Fonction d’évaluation : Pour tout v ∈ V , x ∈ Rd et a ∈ Rd, on a v(x) · a = 〈kV (x, ·)a, v〉V

Choix du noyau kV de sorte que V ↪→ C2(Rd,Rd) ?

Espace de champs de vecteur
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RKHS induit par un produit scalaire : (cas à valeur réelle) [L. Younes, 2010]
• L opérateur pseudo-différentiel linéaire autoadjoint défini positif : < f, g >V =< Lf, g > produit scalaire.
• V est un RKHS de noyau kV la fonction de green de L (i.e. g(x) =

∫
kV (x, y)f(y)dy solution de Lg = f ).

Noyau de Matérn est la fonction de Green de l’opérateur L = (I − c∆)
α, où c = l2/(2ν) et α = ν + d/2, opérateur

elliptique d’ordre 2α. Le RKHS associé est l’espace de sobolev fractionnaire

Hα(Rd,R) =

{
f ∈ L2(Rd,R) |

∫
Rd

(1 + c|ξ|2)α|f̂(ξ)|2dξ

}
Régularité : Hν+d/2(Rd,R) ↪→ C [ν](Rd,R) [Brezis, 1983], en particulier si ν ≥ 5/2 alors V ↪→ C2(Rd,R).

Noyau Gaussien est la fonction de Green de l’opérateur L = exp(σ2/2∆). Le RKHS associé est
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• On pourra utiliser la notations < Lu, v > sans parler du noyau
• Généralisation à la sphère Sd (harmonique sphérique)[J. A. Glaunes, 2005]
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Groupe de difféomorphismes avec métrique invariante à droite [J. A. Glaunes, 2005]

• Le groupe de déformations GV =
{

exp(v)
M
= φv1 ∈ Dk(Rd) | v ∈ L2

V

}
est un espace métrique complet muni de la

distance
dGV

(Id, φ)
M
= inf

{
‖v‖L2

V
|φ = φv1

}
étendue par invariance à droite.

Appariement exact : minimiser dGV
(Id, φ) |φ · S = Scible est une recherche de géodésique

• Existence de géodésique : Si V ↪→ C2
0(Rd), alors pour tous φ, ψ dans GV ,

il existe v ∈ L2
V tel que φv1 = φ ◦ ψ−1 et d(φ, ψ) = ‖v‖L2

V
= ‖v||L1

V
. En particulier t 7→ ‖vt‖V est constante.

• Équation d’Euler [M. Beg et al, 2005, M. Miller, 2006] On suppose ‖v‖2V =< Lv, v >. Une condition nécessaire

d’optimalité pour ‖v‖L2
V

=

∫ 1

0

‖vt‖2V dt sachant que φv1 = φ s’ecrit :

d

dt
Lvt + ad?vtvt = 0 (1)

où ad est l’application adjointe adu(v)
M
= [u, v]

E=Rd

= ∇vu−∇uv. Moment généralisé p = Lv ò Équations de Hamilton.

• Application : Méthode de tir (shooting method) pour l’appariement exact :
− La connaissance de v0 suffit à déterminer la géodésique.
− On cherche v0, tel que φv · S = Scible, où v est solution de (1).

Déformations : Groupe de difféomorphismes
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4 �

DÉFORMATION DES MESURES

Définition du problème d’appariement
Condition d’optimalité
Algorithme de résolution
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ò Les données sont vues comme l’échantillon d’une mesure µ

Ms(Rd) mesures signées, dual de l’espace C0(Rd,R). Soit dx mesure de Lebesgue sur Rd.

Déformation des mesures Soit GV le groupe agissant sur Rd.

• Deformation : Soit φ ∈ GV , φ · µ = φ]µ mesure image : 〈φ]µ, f〉 = 〈µ, f ◦ φ〉 ou φ]µ(A) = µ(φ−1(A))

• Si µ =
∑
i aiδxi

alors φ · µ =
∑
i aiδφ(xi) : correspond aux déplacements des points

• Cas de mesure à densité : µ(x) = f(x)dx alors φ]µ(x) = f ◦ ψ(x) det(∇ψ(x))dx où ψ = φ−1

Théorème du changement de variable :
∫
ψ(A)

f(x)dx =

∫
A

f ◦ ψ(x) det(∇ψ(x))dx

Terme d’appariement pour les mesures

• Soit W ⊂ C0(Rd,R) un RKHS de noyau K : Rd × Rd → R (caractéristique).
• µ ∈W ? s’identifie à µK =

∫
Rd K(·, x)dµ(x) ∈W

• ‖µ‖W? = ‖µK‖W =
∫
Rd×Rd K(x, y)dµ(x)dµ(y)

Problème d’appariement de mesures J(v) =

∫ 1

0

‖vt‖2V dt+ λA(v) où A(v) = ‖(φv1 · µ)K − µKcible‖2W

où (φv1 · µ)K =

∫
Rk

K(·, φv1(y))dµ(y)

Appariement de mesures
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‖vt‖2V dt+ λA(v) où A(v) = ‖(φv1 · µ)K − µKcible‖2W

où (φv1 · µ)K =

∫
Rk

K(·, φv1(y))dµ(y)

Appariement de mesures
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Point Critique (théorème du représentant)

vs =

∫
Rk

kV (·, φvs(y))pvs(y)dµ(y)

où φvs est le flot sur tout l’espace et pvs est le moment généralisé associé.

Ces quantités sont définies µ presque surement : il n’y a pas de contraintes en dehors du support de µ

Dynamique Hamiltonienne φvt et pvt satisfont aux équations de Hamilton µ presque surement

(H)

{
φ̇t = +∇pH(φt, pt)

ṗt = −∇φH(φt, pt)

où H(φ, p) =
1

2

∫
Rd×Rd

< p(x), kV (φ(x), φ(y))p(y) > dµ(x)dµ(y)

Propriété : ‖vt‖V = H(φt, pt) = H(φ0, p0) = ‖v0‖V et ainsi J(v) = H(φ0, p0) + λA(φ1)

Applications : Méthode de tir pour l’appariement approché
• La déformation solution est entièrement déterminée par les impulsions initiales p0

• On cherche p0 qui minimise le terme d’appariement A(φ1), où φt, vt sont solutions de H
• La distance est donnée par H(φ0, p0) = ‖v0‖V .

Remarque : (Condition de transversalité) ps(y) +T ?p1(y) = 0 où p1(y) = λ

∫
Rd

∇yK(x, φv1(y))dν(x), ν = φ1 ·µ−µcible

Appariement de mesures : conditions d’optimalité
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Mesures discrètes Soient µ =

m∑
i=1

aiδxi
et µcible =

n∑
j=1

bjδyj :

↓

µ =
m∑
i=1

δxi

Appariement de mesures : méthode de tir
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Mesures discrètes Soient µ =

m∑
i=1

aiδxi
et µcible =

n∑
j=1

bjδyj :

• Attache aux données A(v) =

n∑
j,j′=1

bjbj
′
K(yj , yj

′
) +

m∑
i,i′=1

aiai
′
K(xit, x

i′

t )− 2

m∑
i=1

n∑
j=1

aibjK(xit, y
j)

• Point critique : vt =

m∑
i=1

aikv(·, qit)pit

• Dynamique Hamiltonienne : H(q, p) =
1

2

m∑
i,i′=1

aiai
′
< pi, kV (qi, qi

′
)pi

′
>

q̇it = +∇piH(q, p)

ṗit = −∇qiH(q, p)

↓

µ =
m∑
i=1

δxi

Appariement de mesures : méthode de tir
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• Initialisation de p0

• Intégration des équations de Hamilton (Algo. sympléctique)
• Calcul du terme d’attachement et de son gradient
• Mettre à jour p0 (descente de gradient, quasi-Newton etc.)

↓

µ =
m∑
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• Calcul du terme d’attachement et de son gradient
• Mettre à jour p0 (descente de gradient, quasi-Newton etc.)

Applications :
• p0 représente le difféomorphisme.
• Carte locale deMs(Rd) autour d’une référence µréférence

↓

µ =
m∑
i=1

δxi

Appariement de mesures : méthode de tir
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Applications :

• Appariement de points : Ne présuppose pas un ordre et ne nécessite pas d’avoir le même nombre de points.

• Appariemment de courbes : S variété de dimension 1 plongée dans Rd :
− µS mesure portée par S n’est pas à densité par rapport à la mesure de lebesgue !

− L’appariemment de mesure n’encode par la courbe .

− On voudrait encoder le fait que la mesure est portée par S : courant et varifold

Appariement de mesures
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Soit µ et µcible de densités ρ et ρcible.
Soit vt champs de vecteur et φt le flot associé. La densité ρt = φt · ρ de φt · µ safisfait à

∂tρt +∇x · (ρtvt) = 0 . (C)

Transport Optimal : Trouver φ bijective t.q. φ · ρ = ρcible et qui minimise J(φ) =

∫
Rd

‖φ(x)− x‖2ρ(x)dx

W2(ρ, ρcible) = infφ J(φ)

Proposition :[Benamou, Brenier, 2000]

W2(ρ, ρcible) = inf
φ,v

∫ 1

0

∫
Rd

ρt||vt(x)‖2dxdt

où (ρ, v) satisfait (C) et ρ0 = ρ, ρ1 = ρcible. Pas de régularité a priori sur la fonction φ.

Transport par difféomorphisme : (appariement exact) Trouver v (ou φ) qui minimise

J(v) =

∫ 1

0

‖vt‖2V dt

avec les mêmes conditions aux bords. Régularité sur φ qui dépend de V .

Méthode(s) hybride(s) :
• Distance de Wasserstein comme terme d’appariemment

Pour aller plus loin Diffeomorphism, Optimal Transport and Applications to Imaging [F.-X. Vialard, 2017]

Transport Optimal : formulation dynamique
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5 �

AUTRES OBJETS

Courants et varifolds
Images
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ò Généraliser la notion de mesure à des volumes de dimension inférieure à la
dimension ambiante :
• Surfaces dans R3

• Courbes dans R2 ou R3

On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]

Courant Soit S = Imγ, γ : I ⊂ Rk → Rd, variété de dimension k et φ un difféomorphisme
• SoitMk(Rd) l’espace des courants dual de l’espace Ωk(Rd) = C0(Rd,

∧k Rd) (forme différentielle)

− Courant associé à S : µS(ω) =
∫
S
ω

M
=
∫
I
γ?ω, µS ∈Mk(Rd)

− Déformation : Si µ ∈Mk(Rd), φ · µ M
= φ]µ, où φ]µ(ω)

M
= µ(φ?ω)

− Chgt variables ω ∈ Ωk(Rd), φ?ω(x)(x1, . . . , xk) = ω ◦ φ(x)(∇φx1, · · · ,∇φxk), où φ : Rk → Rd

− Proposition : µS(ω) =
∫
S
ω(x)(ξ(x))dHk(x) où ξ(x) ∈ TxS normé

Théorème fondamental : φ]µS = µφ(S)

Mesure de Hausdorff Hk(Rd) : [H. Federer, 1969, J.-F. Babadjian, 2000]
k−dimensionnelle sur Rd :
• H0 mesure de comptage, Hd mesure de lebesgue, invariance par isométrie
• Formule de l’aire Hd(φ(A)) =

∫
A

√
det (dφ(x) · dφ(x))dx

Appariement de courants et varifolds
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ò Généraliser la notion de mesure à des volumes de dimension inférieure à la
dimension ambiante :
• Surfaces dans R3

• Courbes dans R2 ou R3

On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]

Courant Soit S = Imγ, γ : I ⊂ Rk → Rd, variété de dimension k et φ un difféomorphisme
• SoitMk(Rd) l’espace des courants dual de l’espace Ωk(Rd) = C0(Rd,

∧k Rd) (forme différentielle)

− Courant associé à S : µS(ω) =
∫
S
ω

M
=
∫
I
γ?ω, µS ∈Mk(Rd)

− Déformation : Si µ ∈Mk(Rd), φ · µ M
= φ]µ, où φ]µ(ω)

M
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Soit µS(ω) =

∫
S

ω(x, T (x))dHk(x), où ω : Rd × T → R. On pose E = Rd × T

Distance sur les courants et varifolds :

• Soit W ⊂ C0(E,R) un RKHS de noyau K : E × E → R, où K((x, S), (y, T )) = kd(x, y)kT (S, T )

• µS ∈W ? s’identifie à µKS =

∫
S

kd(·, x)kT (·, Tx)dHk(x) ∈W

• < µS , µS′ >W?=< µKS , µ
K
S′ >W=

∫
S×S′

kd(x, y)kT (Tx, Ty)dHk(x)dHk(y)

Noyaux : [I. Kaltenmark, B. Charlier et N. Charon 2017] Courbes dans R2 ou surface dans R3

• kd(x, y) ≡ kd(|x− y|) Caractéristique et kT (T, T ) > 0

• À propos de kT (t1, t2) = γ(t1 · t2) (dès que dim(S) = 1 ou codim(S) = 1) :

Distributions γ(u) = 1

Courants : γ(u) = u

varifolds non orientées : γ(u) = u2

varifolds orientées : γ(u) = exp(−u2/σ2)

Appariement de courants et varifolds
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Soit µS(ω) =

∫
S

ω(x, T (x))dHk(x), où ω : Rd × T → R.

Discretisation :

• Soit µS ≈
n∑
i=1

riδ
T (xi)
xi

où ri et T (xi) sont respectivement sont le k−volume et l’espace tangent en xi

• Si µX ≈
m∑
i=1

rXi δ
T (xi)
xi

et µY ≈
n∑
j=1

rYj δ
T (yj)
yj alors < µX , µY >=

∑
i,j

rXi r
Y
j kd(xi, yj)kT (T (xi), T (yj))

Issue de [N. Charon, 2025]
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Deformation d’une image I vue comme fonction I : Ω ⊂ Rd → R

Action de groupe de Lie GV Soit φ ∈ GV (Ω) et v ∈ g = L2(Ω,Rd) le champ de vecteur associé.
• Action : φ · I = I ◦ φ−1

• Action infinitesimale : v · I M
=

d

dt |t=0
(φt · I) = −v · ∇I : transport par advection

L’image est transportée selon :
∂It
∂t

+ vt · ∇It = 0

Comment définir un terme d’appariement entre deux images?
• Norme L2(Rd,R) : (e.g. [M. Beg et al, 2005])
− Bonne première approximation, rapide ;
− Quelques artéfacts.
• Transport optimal Wε(φ · I0, Icible) : [Peyré, Cuturi, 2019]
− facile à calculer, interprétation géométrique ;
− Nécessite un hyperparamètre de régularisation entropique ε.
• Distance MMD par plongement des images dans un RKHS :
− problème de robustesse lié au choix de noyau.

Application des algèbres de Lie à ce problème
• The Momentum maps representation of images [M. Bruveris et. al ]

Transport d’images
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Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique? Soient q = (qi,j)1,≤i,j≤n la position des pixels
et p = (pi,j)1,≤i,j≤n leurs impulsions.

• Conditions initiales (q0,p0, I0) avec q0 les coordonnées initiales des pixels, p0 arbitraire et I0 l’image initiale.
• Optimisation du coût L(p0) = H(q0,p0) + λ‖φ1 · I0 − Icible‖2.
− Partant de (q0,p0, I0) on résout le système hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
− Transport par advection : It+∆t = It + ∆t (vt · ∇It) avec v = K(qt,qt)pt.
On peut aussi interpoler It sur la grille déformée.
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6 �

EXEMPLES

Courbes de vitesse lors d’endommagement
Images de turbulence
Chiffres Mnist : Ajout d’un terme source
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Calibration de code :[Perrin, Pillon, 2018] Vmes(x) et Vsim(x,β) profils de vitesse expérimental et simulés, x
conditions expérimentales.
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Vmes simulation

Problème inverse :
• On cherche le paramètre β qui permet de trouber au mieux la courbe expérimentale : minimiser

d
(
Vmes(x), Vsim(x,β)

)
• On se donne un plan d’expérience Vi = Vsim(βi) profils de vitesse simulés

Courbes de vitesse d’endommagement
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Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
• Calcul de d

(
Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

Courbes de vitesse d’endommagement

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

29 / 39



Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
• Calcul de d

(
Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

Courbes de vitesse d’endommagement

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

29 / 39



Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
• Calcul de d

(
Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

Courbes de vitesse d’endommagement

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

29 / 39



Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
• Calcul de d

(
Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

Courbes de vitesse d’endommagement

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

29 / 39



Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
• Calcul de d

(
Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

Courbes de vitesse d’endommagement

Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes: l’exemple des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et P. LARTAUD
10 octobre 2025

29 / 39



Stratégie lddmm déterministe : Les courbes de vitesses Vi = Vsim(βi) sont modélisés par des courants
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Vmes, V

i
)

= H
(
Vmes, p

i
0

)
: φi tel que φi · Vmes ≈ V i caractérisé par pi0 (éq. géodésique).

• Métamodélisation de β 7→ p0(β) ∈ RNt × Rd : e.g. Réduction de dimension et processus gaussien
• Minimisation de β 7→ H

(
Vmes, p̂0(β)

)
= ‖v̂0(β)‖2

Courbes de vitesse d’endommagement
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Stratégie lddmm bayésienne :
• φi · Vmes = V i + εiW dans W ? où εiW i.i.d. de loi fW (ε) ∝ exp

(
− ‖ε‖2W?/(2σ2

W )
)

• vi0 dans V i.i.d. de loi fV (v0) ∝ exp
(
− ‖v0‖2V /(2σ2

V )
)

Courbes de vitesse d’endommagement
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Turbulence : Instabilité de Richtmyer-Meshkov

Image source Image cible

Voir l’animation

Exemple de transport d’images
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Ajout terme source photométrie ou metamorphosis[A. Trouvé, L. Younes, 2005]

• Action w = (v, z) ∈ L2([0, 1], V × L2), It = I ◦ φt,0 + σ2
∫ t

0
zs ◦ φt,sds, avec φt,s = φs ◦ (φt)

−1

Image source Image cible

Exemple de métamorphose
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7 �

EXTENSIONS ET PERSPECTIVES
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Lien avec le controle optimal : [S. Arguillère et al., 2015] Principe du maximum de Pontriaguine.
• Algorithme avec conditions de transversalité [S. Allassonnière et al., 2005]
• Ajout de contrainte de déformations

Extensions et perspectives
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Lien avec le controle optimal : [S. Arguillère et al., 2015] Principe du maximum de Pontriaguine.
• Algorithme avec conditions de transversalité [S. Allassonnière et al., 2005]
• Ajout de contrainte de déformations

Robustesse aux hyperparamètres Traitement multi-échelles [Risser et al.]
• vt = (v1

t , ..., v
n
t ) où vit ∈ Hki de différentes échelles σi

• φt = φ1
t ◦ · · · ◦ φnt où (φi) satisfait au système ∂tφit =

n∑
j=i

vjt ◦ φit − Adφi
t

n∑
j=i+1

vjt ◦ φit

où Adφv = φ?v (image de v par φ)

Extensions et perspectives
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Intégration variabilité objet/image : [Arnaudon, Holm, Sommer, 2019]

• Flot stochastique : φt = Id +

∫ t

0

vs ◦ φsds+

∫ t

0

σ ◦ φs ◦· dBs (intégrale de stratonovich)

• Géodésique stochastique :
d

dt
Lvt + ad?vtvt + ad?σvt ◦· dBs = 0

Modélisation de la dynamique
• Évolution de forme : diffeomorphic geodesic spline [A. Trouvé, F.-X. Vialard, 2012].
• Modèle de croissance : Geometrical growth models for computational anatomy [I. Kaltenmark, 2016]

Extensions et perspectives
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Utilisation d’une distance : F un espace de forme muni d’une distace d et (f i)Ni=1 dans F

• Moyennes de Fréchet : f? ∈ arg min
f∈F

1

N

N∑
i=1

dp(f, f i)

• Barycentres : Soit
∑
i λi = 1, f? ∈ arg min

f∈F

N∑
i=1

λid
p(f, f i) ò Interpolation

Stratégie lddmm bayésienne : pour problème inverse probabiliste :
• φi · Smes = Si + εiW dans W ? où εiW i.i.d. de loi fW (ε) ∝ exp

(
− ‖ε‖2W?/(2σ2

W )
)

• vi0 dans V i.i.d. de loi fV (v0) ∝ exp
(
− ‖v0‖2V /(2σ2

V )
)

• Vraisemblance avant discrétisation : Quel sens donner à ces mesures ? [H.-H. Kuo, 1975, A.M. Stuart, 2010]

Merci pour votre attention

Extensions et perspectives
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