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Organisation de la présentation

¢ Motivation : probléme inverse en grande dimension
— Inversion déterministe et/ou probabiliste
— Choix d’une distance
— Exemples d’objet
e Distance par déformation : cadre géométrique
— Action de groupe de déformation sur 'espace ambiant, sur des objets
— Distance sur le groupe : groupe de Lie 2 distance sur les objets
— Le probléme d’appariement
e Construction du groupe : Choix de difféomorphisme
— Difféomorphisme : flot associé & un champ de vecteur
— Espace de champs de vecteurs : RKHS (régularité)
— Le groupe de Lie de déformations par difféomorphisme
e Déformation des mesures
— Définition du probléme d’appariement
— Condition d’optimalité
— Algorithme de résolution
e Déformation d’autres objets : Courants, varifolds, Images
e Exemples : Courbes (probléme inverse), Images

o Extensions et perspectives
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1 CONTEXTE : PROBLEME INVERSE EN GRANDE
. DIMENSION

m Inversion déterministe et/ou probabiliste
m Choix d’une distance
m Exemples d’objet
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Contexte : statistique sur des objets de dimension infinie

Profils de vitesse issus des simulations Vg et d’expériences Vies

m Profil (discrétisé) sur un domaine :

Y = (V(tl)v V(tZ)v R V(t’ﬂt)) € R™

Vimes simulation

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25
temps
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Contexte : statistique sur des objets de dimension infinie

Profils de vitesse issus des simulations Vg et d’expériences Vies

m Profil (discrétisé) sur un domaine :

Y = (V(tl)v V(tZ)» R V(t’ﬂt)) € R™

Vimes simulation

00 05 10 15 20 25
Exemple de probléme inverse fonctitg::;el : (méme domaine)
e Résolution déterministe : Cas moindres carrés : d(Vines, Vsim) = ||Vies(t) — Veim(t)||22
e Résolution probabiliste : Vines(t) = Vaim(t, 8) + £(¢), ou e ~ PG(0, k)

Ce modele probabiliste "généralise" le probléme déterministe L2
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Contexte : statistique sur des objets de dimension infinie

Profils de vitesse issus des simulations Vg et d’expériences Vies

m Profil (discrétisé) sur un domaine :

Y = (V(tl)v V(tZ)» R V(t’ﬂt)) € R™

Vimes simulation

00 05 10 15 20 25
Exemple de probléme inverse fonctitf)r::;el : (méme domaine)
e Résolution déterministe : Cas moindres carrés : d(Vines, Vsim) = ||Vies(t) — Veim(t)||22
e Résolution probabiliste : Vines(t) = Vaim(t, 8) + £(¢), ou e ~ PG(0, k)
Ce modele probabiliste "généralise" le probléme déterministe L2
Autres comparaisons possibles ?
¢ Résolution déterministe : Autre distance
¢ Résolution probabiliste : ?
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :

p
Distance Sobolev :[Brezis, 1983] d”(a, b) Z/ (@™ (z) — b® (2))*da.
k=1"F
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :
p
Distance Sobolev :[Brezis, 1983] d”(a,b) = » / (a® (z) — b®) (z))2d.
R

Distances par immersion/Distribution : [Sriperumbudur et al., 2010, Gretton et al., 2012]
e Immersion dans le dual (topologique) de F : K, : F = R; f — Ku(f) = [ f(t)a(t)dt
e Norme opérateur || K, || 7 = supy <1 [#a(f)]
e Distance : v (a,b) = || Ky — K|l 7+,
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :
p
Distance Sobolev :[Brezis, 1983] d”(a,b) = » / (a® (z) — b®) (z))2d.
R

Distances par immersion/Distribution : [Sriperumbudur et al., 2010, Gretton et al., 2012]
e Immersion dans le dual (topologique) de F : K, : F = R; f — Ku(f) = [ f(t)a(t)dt
e Norme opérateur || K, || 7 = supy <1 [#a(f)]
e Distance : v (a,b) = || Ky — K|l 7+,
= Si F est I'espace des fonctions bornées lipschitz, alors v =(Va, Vi) = [ [Fu(t) — Fy(t)|dt,
ou F,(t) = ffoo a(s)ds est la fonction de répartition de a (distance W)
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :
p
Distance Sobolev :[Brezis, 1983] d”(a,b) = » / (a® (z) — b®) (z))2d.
R

Distances par immersion/Distribution : [Sriperumbudur et al., 2010, Gretton et al., 2012]
e Immersion dans le dual (topologique) de F : K, : F = R; f — Ku(f) = [ f(t)a(t)dt
e Norme opérateur || K, || 7 = supy <1 [#a(f)]
e Distance : v (a,b) = || Ky — K|l 7+,

= Si F est I'espace des fonctions bornées lipschitz, alors v =(Va, Vi) = [ [Fu(t) — Fy(t)|dt,
ou F,(t) = ffoo a(s)ds est la fonction de répartition de a (distance W)

= Si F estun RKHS de noyau k et si ji, = [, k( t)dt € F, puisque dans ce cas K, (f) = (ta, f) 7, On a
Yr(a,b) = [|pa — poll 7

e.g.si k(t,s) = tsalors v z(a,b) = [a — b|, ou @ = [ ta(t)dt
Remarque : choix d’un k caractéristique, a — p,, injective : v r(a,b) =0 < a =b.
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Comparaison d’objets - Choix d’une distance

On note a et b fonctions du temps :
p
Distance Sobolev :[Brezis, 1983] d”(a,b) = » / (a® (z) — b®) (z))2d.
R

Distances par immersion/Distribution : [Sriperumbudur et al., 2010, Gretton et al., 2012]
e Immersion dans le dual (topologique) de F : K, : F = R; f — Ku(f) = [ f(t)a(t)dt
e Norme opérateur || K, || 7 = supy <1 [#a(f)]
e Distance : v (a,b) = || Ky — K|l 7+,

= Si F est I'espace des fonctions bornées lipschitz, alors v =(Va, Vi) = [ [Fu(t) — Fy(t)|dt,
ou F,(t) = ffoo a(s)ds est la fonction de répartition de a (distance W)

= Si F estun RKHS de noyau k et si ji, = [, k( t)dt € F, puisque dans ce cas K, (f) = (ta, f) 7, On a

Yr(a,b) = [|pa — poll 7
e.g.si k(t,s) = tsalors v z(a,b) = [a — b|, ou @ = [ ta(t)dt
Remarque : choix d’un k caractéristique, a — p,, injective : v r(a,b) =0 < a =b.

Distances liées aux déformations de I’espace
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Galeries de formes

Quelques exemples : issus de [N. Charon, 2013, |. Kaltenmark, B. Charlier et N. Charon 2017]

traits dans R2
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Galeries de formes

Quelques exemples : issus de [N. Charon, 2013, |. Kaltenmark, B. Charlier et N. Charon 2017]

traits dans R?
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surface dans R3

surface et fibre dans R3

m~rtAale~ DN

maillage dans R3
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2 DISTANCE PAR DEFORMATION : CADRE
. GEOMETRIQUE

m Action de groupe de déformation sur 'espace ambiant, sur des objets
m Distance sur le groupe (groupe de Lie) et distance sur les objets
m Le probleme d’appariemment
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Déformations : cadre général

Déformations d’objets : plongés dans I'espace ambiant £ = R¢
— Objets/Formes : S C E, e.g. points, courbes, formes.
— Espace des formes : S = {S} C P(E)
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Déformations : cadre général

Déformations d’objets : plongés dans I'espace ambiant £ = R¢
— Objets/Formes : S C E, e.g. points, courbes, formes.
— Espace des formes : S = {S} C P(E)

Cadre géométrique : Soit G = {g : E — E | g satisfait des pptés}

e (G a naturellement une structure de groupe, pour tout z € £

— Neutre : Id(z) =
— Composition go g ( ) =g(d'(z))
—Inverse: g log(x) =2
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Déformations : cadre général

Déformations d’objets : plongés dans I'espace ambiant £ = R¢
— Objets/Formes : S C E, e.g. points, courbes, formes.
— Espace des formes : S = {S} C P(E)

Cadre géométrique : Soit G = {g : E — E | g satisfait des pptés}

e (G a naturellement une structure de groupe, pour tout z € £

— Neutre : Id(z) =
— Composition go g ( ) =g(d'(z))
—Inverse: g log(x) =2

GxE — FE

Action de ¢ sur E, soit I'application - :
PP {(g,x) = g-z=g(z)
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Déformations : cadre général

Déformations d’objets : plongés dans I'espace ambiant £ = R¢
— Objets/Formes : S C E, e.g. points, courbes, formes.
— Espace des formes : S = {S} C P(E)
Cadre géométrique : Soit G = {g : E — E | g satisfait des pptés}
e (G a naturellement une structure de groupe, pour tout z € £
— Neutre : Id(z) =
— Composition go g ( ) =g(g'(x))
—Inverse: g log(x) =2
Action de G sur E, soit 'application - : { GxE = E
(9,2) = g-z=g()
Exemples de déformations :
e Rigides (linéaires) : les similitudes
e Déformations non linéaires : les difféomorphismes
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
o Surp e My(E):g-p= gyu (Mesure image, push forward)
—Sip=73,0a:0, alors g- =73, a0y,
— Si p(z) = f(x)dx alors g - p(x) = f o h(x) det(Vh(x))dz, ou ho g = 1d.
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
o Surp e My(E):g-p= gyu (Mesure image, push forward)
—Sip=73,0a:0, alors g- =73, a0y,
— Si p(z) = f(x)dx alors g - p(x) = f o h(x) det(Vh(x))dz, ou ho g = 1d.
o Sur f € F(E,RP) (e.g. images), on pose g - f(z) = fog (x).
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
o Surp e My(E):g-p= gyu (Mesure image, push forward)
—Sip=73,0a:0, alors g- =73, a0y,
— Si p(z) = f(x)dx alors g - p(x) = f o h(x) det(Vh(x))dz, ou ho g = 1d.
o Sur f € F(E,RP) (e.g. images), on pose g - f(z) = fog (x).
e Sur les courants, les varifolds, efc.
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
o Surp e My(E):g-p= gyu (Mesure image, push forward)
—Sip=73,0a:0, alors g- =73, a0y,
— Si p(z) = f(x)dx alors g - p(x) = f o h(x) det(Vh(x))dz, ou ho g = 1d.
o Sur f € F(E,RP) (e.g. images), on pose g - f(z) = fog (x).
e Sur les courants, les varifolds, efc.

Distance sur I’espace des formes : Si G muni d’une distance d invariante a
droite [A. Trouvé, 2009] alors

d(S, Scivle) = inf {d(1d, g) | Scipe = g - S}
geG

muni 'espace des formes S d’'une distance : on veut aller 1a!

Autrement dit, la distance entre deux objets est la distance de la déformation reliant
ces deux objets la plus proche de I'élément neutre 2> Recherche de géodésique.
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Déformations : distance sur les transformations

Action sur des objets définis sur £
eSUrSC E:g-S=g(S) £ {y=g(x)|z e S} (points, courbes, surfaces).
o Surp e My(E):g-p= gyu (Mesure image, push forward)
—Sip=73,0a:0, alors g- =73, a0y,
— Si p(z) = f(x)dx alors g - p(x) = f o h(x) det(Vh(x))dz, ou ho g = 1d.
o Sur f € F(E,RP) (e.g. images), on pose g - f(z) = fog (x).
e Sur les courants, les varifolds, efc.

Distance sur I’espace des formes : Si G muni d’une distance d invariante a
droite [A. Trouvé, 2009] alors

d(S, Scivle) = inf {d(1d, g) | Scipe = g - S}
geG

muni 'espace des formes S d’'une distance : on veut aller 1a!

Autrement dit, la distance entre deux objets est la distance de la déformation reliant
ces deux objets la plus proche de I'élément neutre 2> Recherche de géodésique.

La, il faut rentrer dans le délire, sinon ¢a va étre long [A. Lomperet, 2025]
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.

Déformer S pour obtenir S, devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + MA(g)
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.
Déformer S pour obtenir S.i,. devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + A\A(g)

Terme d’attache aux données
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.

Déformer S pour obtenir S, devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + MA(g)
Terme d’attache aux données
e Cas S C E, attache L? (correspondance entre points nécessaire), :
— SIS ={z1, -, 2k} €t Seivie = {y1,--- , yx} alors A(g) = zf g —
— Si 5 =~(I) et Sciple = Yeivle(I), 0l I pavé de R, alors A(g) = [; Ilg o v(u) — Yeivte (w)[|*du

vill?
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.
Déformer S pour obtenir S.i,. devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + A\A(g)
Terme d’attache aux données

e Cas S C E, attache L? (correspondance entre points nécessaire), :

—SiS = {1, -z} et Seipe = {y1, - ,yx} alors A(g) = zf g —
— Si 5 =~(I) et Sciple = Yeivle(I), 0l I pavé de R, alors A(g) = [; Ilg o v(u) — Yeivte (w)[|*du

e Cas y € M,(RY)

— Immersion dans un RKHs H de noyau K : A(g) = [|(g- ©)* — plellx, ot p* = [, K(-,2)du(z) € H
— Distance de Wasserstein : e.g. A(g) = Wa(g - 11, fcible)

vill?
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.
Déformer S pour obtenir S.i,. devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + A\A(g)
Terme d’attache aux données

e Cas S C E, attache L? (correspondance entre points nécessaire), :

—SiS = {1, -z} et Seipe = {y1, - ,yx} alors A(g) = zf g —
— Si 5 =~(I) et Sciple = Yeivle(I), 0l I pavé de R, alors A(g) = [; Ilg o v(u) — Yeivte (w)[|*du

e Cas y € M,(RY)

— Immersion dans un RKHs H de noyau K : A(g) = [|(g- ©)* — plellx, ot p* = [, K(-,2)du(z) € H
— Distance de Wasserstein : e.g. A(g) = Wa(g - 11, fcible)
e Les courants et les varifolds peuvent également étre plongés dans un RKHS

vill?

@ Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes I exemgle des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et-P. LARTAUD
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Déformations : Probléeme d’appariement

Selon leur nature, les objets sont notés f, S, u.
Probleme d’appariement Déformation d’un objet S vers un objet cible Sgjpe :

e Appariemment exact : On cherche g € G tel que S.pe = g - S (existence)

e Appariemment approché : terme d’attache aux données A(g) mesure I'écart entre g - S et Siple
ou de plus dg(1d, g) est la plus petite possible 2 probleme de minimisation avec contrainte.
Déformer S pour obtenir S, devient : Minimiser sur G la fonctionnelle J(g) = dg(Id, g) + MA(g)
Terme d’attache aux données

e Cas S C E, attache L? (correspondance entre points nécessaire), :

—SiS = {1, -z} et Seipe = {y1, - ,yx} alors A(g) = zf g —
— Si 5 =~(I) et Sciple = Yeivle(I), 0l I pavé de R, alors A(g) = [; Ilg o v(u) — Yeivte (w)[|*du

e Cas y € M,(RY)

— Immersion dans un RKHs H de noyau K : A(g) = [|(g- ©)* — plellx, ot p* = [, K(-,2)du(z) € H
— Distance de Wasserstein : e.g. A(g) = Wa(g - 11, fcible)
e Les courants et les varifolds peuvent également étre plongés dans un RKHS

vill?

Choix du groupe de déformation G ?

@ Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes I exemgle des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et-P. LARTAUD

PR R

9./39



3 GROUPE DE DIFFEOMORPHISMES
[ |

m Flot associé a un champ de vecteur
m Espace de champs de vecteurs : RKHS (régularité)
m Le groupe de Lie de déformations par diffeomorphisme
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

Modele de Lotka-Volterra

T N R N

R 3 i

3 [ T 12 14 3 18
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

di(x) = :c+/tho¢t(:c)dt "

ST R N N N

e =R R

] [ T 12 14 3 18
x
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
di(x) = x+/vto¢t(:c)dt "
Existence et unicité du flot : [W .Wﬁlter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

ST R N N N

Y
e =R R
£

[ T 12 14 3 18
x
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SRR
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
d)t(a)) = x4+ / V¢ O ¢t($)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

e T

3 [ T 12 14 3 18
x

¢ Hypothése supplémentaire presque surementen t, v, € V < C§(R?) et v
tel que

1
/0 oe[2dt < 00 (v € L)

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SRR
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

di(x) = x+/vto¢>t(:c)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

e T

12 14 3 18

¢ Hypothése supplémentaire presque surementen t, v, € V < C§(R?) et v
tel que

/1 lodl3dt < o0 (v € I2)
e Résultat fondamer(i)tal [J.A.Glaunes, 2005] Siv € L%, V — CF(R?), alors
vt >0, ¢;’—Id+/tvso¢:ds
est un difféomorphisme de R? de classe C¥, i.g ¢ € DF(RY).
Injection continue : V — W, ||lv||lw < C||v|v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitw: (t,z) € R x R vy (x) € RY P e SN NN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R} :

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

di(x) = x+/vto¢>t(:c)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

¢ Hypothése supplémentaire presque surementen t, v, € V < C§(R?) et v
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t
VE>0, oY :Id+/ v, 0 ¢¥ds

0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitw: (t,z) € R x R vy (x) € RY P e SN NN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

o(z) = :c—}-/thocj)t(x)dt "

Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "
— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "

— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). /
e Hypothése supplémentaire presque surement en t, v, € V — C§(R?) et v // f\“
tel que
1 ¢ —
/ oe[2dt < 00 (v € L) S
0 o
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors N
t N
vt >0, f:1d+/vso¢;’ds
0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢¥ € D¥(R?). g o N
A I _,///'\\\}
Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v. ! \}_ﬁd_z‘ RN
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitw: (t,z) € R x R vy (x) € RY P e SN NN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

o(z) = x—i—/vtocf)t(x)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

e Hypothése supplémentaire presque surement en t, v, € V — CF(R?) et 2 = -
tel que ‘

1
AH%%@%&mWEL% 5

1 %}

e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L%, V < CE(R9), alors 2 NS
t \

V>0, ”:M+/vw2® / 17 N

t ) o0 (e X

est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?). \ RAS \\é

| NN

Injection continue : V — W, |lv||w < C|jv|v. §\ BECASAPRER

SN
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
oi(x) = z+ / vy o ¢y (x)dt
R

Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]
— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

1
/0 oe[2dt < 00 (v € L)

e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t

vt >0, ¢§’:Id+/vso¢;’ds

0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

() = =+ / vy 0 Py(x)dt
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0

e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Si v € L%, V < Ck(R9), alors / 1
v t v /“ y "/ /,r
Vt Z O, ¢t = Id + Vs O stds ‘vn‘ f ,/,/f

) , ‘

est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

olz) = z+ / v 0 du(x)dt

Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]
— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t
vt >0, f:1d+/vso¢;’ds
0

est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs
Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

() = =+ / vy 0 Py(x)dt
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

/1 lodll2dt < 0o (v € L)
e Résultat fondamel:tal [J.A.Glaunes, 2005] Siv € L%, V — CF(R?), alors
Vvt >0, ¢f=1d+/tvso¢;’ds
est un difféomorphisme de R? de classe C¥, i.g ¢ € DF(RY).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.

Modele de Lotka-Volterra

AN
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N
Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY

Modele de Lotka-Volterra

eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
oi(x) = z+ / vy o ¢y (x)dt
Existence et unicité du flot : [W .Wﬂélter, 1998]

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

/1 lodl3dt < o0 (v € I2)
e Résultat fondamel:tal [J.A.Glaunes, 2005] Siv € L%, V — CF(R?), alors
YVt >0, led—&—/tvsoqﬁ;’ds
est un difféomorphisme de R? de classe C¥, i.g ¢ € DF(RY).
Injection continue : V — W, ||lv||lw < C||v|v.

R

%
\

777

L\‘ \
7

2z

2
A
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
oi(x) = z+ / vy o ¢y (x)dt
R

Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998]
— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz).
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory).

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t
YVt >0, ¢§’:Id+/vso¢;’ds

0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Flot associé a un champs de vecteurs

Modele de Lotka-Volterra

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note
e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}
e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :

o(z) = x—i—/vtocf)t(x)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). v

it LR N
/-_ LN

e Hypothése supplémentaire presque surement en ¢, v, € V < CF(R?) et
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t
vt >0, f:1d+/vso¢;’ds

0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv||w < Cllv|lv. \\« AN EABEERR
| lvllw < Cllv|lv fhx 5
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Flot associé a un champs de vecteurs

Champs de vecteurs dépendant du temps. On note Miogetede Lot Volterra

e Soitv: (t,z) € R x R vy(z) € RY e SN
eSoitv:teR— v, € VouV ev.normé C F(RY) = {f: R4 — R}

e Pour x € R, le flot ¢;(x) est solution du probléeme de Cauchy :
d)t(a)) = x4+ / V¢ O ¢t($)dt "
R
Existence et unicité du flot : [W .Walter, 1998] "

— si v continue en ¢ lipschitz en = (Cauchy-Lipschitz). "
— si v est L}(R) en t et lipschitz en x p.s. en ¢ (Carathéodory). e

e Hypothése supplémentaire presque surementent, v, € V < CE(R9) et
tel que

1
/ oe[2dt < 00 (v € L)
0
e Résultat fondamental [J. A. Glaunes, 2005] Siv € L2, V — Ck(R?), alors
t
VE>0, oY :Id+/ v, 0 ¢¥ds

0
est un difféomorphisme de R? de classe C*, i.e ¢? € DF(R?).

Injection continue : V — W, |lv|lw < Cljv||v.
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Espace de champs de vecteur

On prend pour V un RKHS & valeur dans R<.
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Espace de champs de vecteur

On prend pour V un RKHS & valeur dans R<.

Noyau vectoriel positif &y : R? x RY — L(R?), ki est symétrique et pour tout n, tout 2!, ..., 2" € R? et tout

a',...,a" € R% ona
>0 toky(2f, 2)ad > 0.

s

Si de plus, on a égalité si et seulement si les a* sont tous nuls, alors le noyau est dit défini positif.
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Espace de champs de vecteur

On prend pour V un RKHS & valeur dans R<.

Noyau vectoriel positif ki : R? x RY — £(R?), ky, est symétrique et pour tout n, tout =1, ... 2™ € R? et tout
a',...,a” €R% ona
> al - ky(zh,29)a? > 0.

Si de plus, on a égalité si et seulement si les a’ sont tous nuls, alors le noyau est dit défini positif.

RKHS :V est le complété de

Topological Spaces

Vector Spaces
Banach Spaces

n
Vo=<v= Zkv(‘,xi)ai | n € N,Vi,a' € RYet 2’ € R?
=1 Hilbert Spaces

pour le produit scalaire
Hilbert Spaces (RKHS)

<Z kv(‘afci)aivzk‘v(',yj)bj> =3 ai-ky (@ g )Y

v i=1 j=1
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Espace de champs de vecteur

On prend pour V un RKHS & valeur dans R<.

Noyau vectoriel positif ki : R? x RY — £(R?), ky, est symétrique et pour tout n, tout =1, ... 2™ € R? et tout
a',...,a” €R% ona
> al - ky(zh,29)a? > 0.

Si de plus, on a égalité si et seulement si les a’ sont tous nuls, alors le noyau est dit défini positif.

RKHS :V est le complété de

Topological Spaces

Vector Spaces
Banach Spaces

n
Vo=<v= Zkv(‘,xi)ai | n € N,Vi,a' € RYet 2’ € R?
=1 Hilbert Spaces

pour le produit scalaire
Hilbert Spaces (RKHS)

<Z kv(‘afci)aivzk‘v(',yj)bj> =3 ai-ky (@ g )Y

v i=1 j=1

Fonction d’évaluation : Pour toutv € V, z € R? eta € R%, on a v(z) - a = (ky(z,-)a,v),,
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Espace de champs de vecteur

On prend pour V un RKHS & valeur dans R<.

Noyau vectoriel positif ki : R? x RY — £(R?), ky, est symétrique et pour tout n, tout =1, ... 2™ € R? et tout
a',...,a” €R% ona
> al - ky(zh,29)a? > 0.

Si de plus, on a égalité si et seulement si les a* sont tous nuls, alors le noyau est dit défini positif.

RKHS :V est le complété de

Topological Spaces

Vector Spaces
Banach Spaces

n
Vo=<v= Zkv(‘,xi)ai | n € N,Vi,a' € RYet 2’ € R?
=1 Hilbert Spaces

pour le produit scalaire
Hilbert Spaces (RKHS)

<Z kv<-,xi>ai2kv<~,yﬂ‘>w> =3 ai-ky (@ g )Y

v i=1 j=1
Fonction d’évaluation : Pour toutv € V, z € R? eta € R%, on a v(z) - a = (ky(z,-)a,v),,

Choix du noyau ky de sorte que V < C?(R%,R%) ?
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Espace de champs de vecteur

RKHS induit par un produit scalaire : (cas a valeur réelle) [L. Younes, 2010]
e [ opérateur pseudo-différentiel linéaire autoadjoint défini positif 1< f,9 >v=< Lf, g > produit scalaire.
e I est un RKHS de noyau ky la fonction de green de L (i.e. g(x) = [ ky (x,y)f(y)dy solution de Lg = f).
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Espace de champs de vecteur

RKHS induit par un produit scalaire : (cas a valeur réelle) [L. Younes, 2010]
e [ opérateur pseudo-différentiel linéaire autoadjoint défini positif 1< f,9 >v=< Lf, g > produit scalaire.
e I est un RKHS de noyau ky la fonction de green de L (i.e. g(x) = [ ky (x,y)f(y)dy solution de Lg = f).

Noyau de Matérn est la fonction de Green de l'opérateur L = (I — cA) ,olc=12/(2v) et a = v + d/2, opérateur
elliptique d’ordre 2a. Le RKHS associé est I'espace de sobolev fractionnaire

e R) = {r e LR [ 04 g)IfoPac

Régularité : H*+¥/2(R? R) — CIM(R?,R) [Brezis, 1983], en particulier si v > 5/2 alors V — C?(R4, R).
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Espace de champs de vecteur

RKHS induit par un produit scalaire : (cas a valeur réelle) [L. Younes, 2010]
e [ opérateur pseudo-différentiel linéaire autoadjoint défini positif 1< f,9 >v=< Lf, g > produit scalaire.
e I est un RKHS de noyau ky la fonction de green de L (i.e. g(x) = [ ky (x,y)f(y)dy solution de Lg = f).

Noyau de Matérn est la fonction de Green de l'opérateur L = (I — cA) ,olc=12/(2v) et a = v + d/2, opérateur
elliptique d’ordre 2a. Le RKHS associé est I'espace de sobolev fractionnaire

e R) = {r e LR [ 04 g)IfoPac

Régularité : H*+¥/2(R? R) — CIM(R?,R) [Brezis, 1983], en particulier si v > 5/2 alors V — C?(R4, R).
Noyau Gaussien est la fonction de Green de I'opérateur L = exp(0?/2A). Le RKHS associé est

@ R) = {1 e PERLR)| [ el 2IfOPE

Régularité : fonction analytique a decroissance rapide
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Espace de champs de vecteur

RKHS induit par un produit scalaire : (cas a valeur réelle) [L. Younes, 2010]
e [ opérateur pseudo-différentiel linéaire autoadjoint défini positif 1< f,9 >v=< Lf, g > produit scalaire.
e I est un RKHS de noyau ky la fonction de green de L (i.e. g(x) = [ ky (x,y)f(y)dy solution de Lg = f).

Noyau de Matérn est la fonction de Green de l'opérateur L = (I — cA) ,olc=12/(2v) et a = v + d/2, opérateur
elliptique d’ordre 2a. Le RKHS associé est I'espace de sobolev fractionnaire

e R) = {r e LR [ 04 g)IfoPac

Régularité : H*+%/2(R4 R) — CIY(R¢, R) [Brezis, 1983], en particulier si v > 5/2 alors V — C?(R?,R).

Noyau Gaussien est la fonction de Green de I'opérateur L = exp(0?/2A). Le RKHS associé est
@ R) = {1 e PERLR)| [ el 2IfOPE

Régularité : fonction analytique a decroissance rapide

Applications : Régularité des champs de vecteur e.g. kv (z,y) = exp — ||z — y||* /0¥ Idga
e On pourra utiliser la notations < Lu,v > sans parler du noyau
o Généralisation & la sphére S? (harmonique sphérique)[J. A. Glaunes, 2005]
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Déformations : Groupe de difféomorphismes

Groupe de difféeomorphismes avec métrique invariante a droite [J. A. Glaunes, 2005]
e Le groupe de déformations Gy = {exp(v) L g0 e DFRY) v e L%/} est un espace métrique complet muni de la

distance

de, (14,6) £ inf { vl 12, | = o1 |

étendue par invariance a droite.
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Déformations : Groupe de difféomorphismes

Groupe de difféeomorphismes avec métrique invariante a droite [J. A. Glaunes, 2005]
e Le groupe de déformations Gy = {exp(v) L g0 e DFRY) v e L%/} est un espace métrique complet muni de la
distance
da, (1d,6) £ inf { o]z | = ot }
étendue par invariance a droite.
Appariement exact : minimiser dg,, (Id, ) | ¢ - S = Scivie €St Une recherche de géodésique
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Déformations : Groupe de difféomorphismes

Groupe de difféeomorphismes avec métrique invariante a droite [J. A. Glaunes, 2005]

e Le groupe de déformations Gy = {exp(v) L g0 e DFRY) v e L%/} est un espace métrique complet muni de la
distance

da, (1d,6) £ inf { o]z | = ot }

étendue par invariance a droite.
Appariement exact : minimiser dg,. (Id, ¢) | ¢ - S = S.ble €5t Une recherche de géodésique

e Existence de géodésique : Si V' — C2(R¢), alors pour tous ¢, ¥ dans Gy,

il existe v € Ly, tel que ¢f = ¢ o~ " et d(¢,9) = [[v]lL2 = [|v[|11 . En particulier ¢ — [v[|y est constante.
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Déformations : Groupe de difféomorphismes

Groupe de difféeomorphismes avec métrique invariante a droite [J. A. Glaunes, 2005]

e Le groupe de déformations Gy = {exp(v) L g0 e DFRY) v e L%/} est un espace métrique complet muni de la
distance

da, (1d,6) £ inf { o]z | = ot }

étendue par invariance a droite.
Appariement exact : minimiser dg,. (Id, ¢) | ¢ - S = S.ble €5t Une recherche de géodésique

e Existence de géodésique : Si V' — C2(R¢), alors pour tous ¢, ¥ dans Gy,

il existe v € Ly, tel que ¢f = ¢ o~ " et d(¢,9) = [[v]lL2 = [|v[|11 . En particulier ¢ — [v[|y est constante.

« Equation d’Euler [M. Beg et al, 2005, M. Miller, 2006] On suppose ||v||3, =< Lv,v >. Une condition nécessaire
1
d'optimalité pour |[v][z2 = / ||v¢ ||3-dt sachant que ¢¢ = ¢ s'ecrit :
0

d N
£Lvt + advtvt =0 (1)

_d -
ol ad est I'application adjointe ad,, (v) £ [u, v] =2 You — Vuw. Moment généralisé p = Lv 2 Equations de Hamilton.
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Déformations : Groupe de difféomorphismes

Groupe de difféeomorphismes avec métrique invariante a droite [J. A. Glaunes, 2005]

e Le groupe de déformations Gy = {exp(v) L g0 e DFRY) v e L%/} est un espace métrique complet muni de la
distance

da, (1d,6) £ inf { o]z | = ot }

étendue par invariance a droite.
Appariement exact : minimiser dg,. (Id, ¢) | ¢ - S = S.ble €5t Une recherche de géodésique

e Existence de géodésique : Si V' — C2(R¢), alors pour tous ¢, ¥ dans Gy,

il existe v € Ly, tel que ¢f = ¢ o~ " et d(¢,9) = [[v]lL2 = [|v[|11 . En particulier ¢ — [v[|y est constante.

« Equation d’Euler [M. Beg et al, 2005, M. Miller, 2006] On suppose ||v||3, =< Lv,v >. Une condition nécessaire
1
d'optimalité pour |[v][z2 = / ||v¢ ||3-dt sachant que ¢¢ = ¢ s'ecrit :
0

%Lvt +ady,v; =0 (1)
ol ad est I'application adjointe ad,, (v) £ [u, v] B Vou — Vuv. Moment généralisé p = Lv 2 Equations de Hamilton.
e Application : Méthode de tir (shooting method) pour I'appariement exact :
— La connaissance de vq suffit a déterminer la géodésique.
— On cherche vy, tel que ¢¥ - S = S.iple, OU v st solution de (1).
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4 DEFORMATION DES MESURES
]

m Définition du probleme d’appariement
m Condition d’optimalité
m Algorithme de résolution
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Appariement de mesures

2 Les données sont vues comme I'échantillon d’'une mesure
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Appariement de mesures

2 Les données sont vues comme I'échantillon d’'une mesure

M, (R%) mesures signées, dual de I'espace Cy(R?, R). Soit dz mesure de Lebesgue sur R9.
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Appariement de mesures

2 Les données sont vues comme I'échantillon d’'une mesure

M, (R%) mesures signées, dual de I'espace Cy(R?, R). Soit dz mesure de Lebesgue sur R9.
Déformation des mesures Soit Gy le groupe agissant sur R¢.
e Deformation : Soit ¢ € Gy, ¢ - 1 = ¢y mesure image : (gyu, ) = (i, f o @) ou pyu(A) = p(d~*(A))
e Sip=7> a0, alors ¢-pu =73 a;dsa, - correspond aux déplacements des points
e Cas de mesure a densité : u(z) = f(z)dz alors ¢yu(z) = f o (z) det(Vip(z))dz ol = ¢~ *

Théoréme du changement de variable : / f(z)dz = / foy(x)det(Vy(x))da
¥(A4) A
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Appariement de mesures

2 Les données sont vues comme I'échantillon d’'une mesure

M, (R%) mesures signées, dual de I'espace Cy(R?, R). Soit dz mesure de Lebesgue sur R9.
Déformation des mesures Soit Gy le groupe agissant sur R¢.
e Deformation : Soit ¢ € Gy, ¢ - 1 = ¢y mesure image : (gyu, ) = (i, f o @) ou pyu(A) = p(d~*(A))
e Sip=7> a0, alors ¢-pu =73 a;dsa, - correspond aux déplacements des points
e Cas de mesure a densité : u(z) = f(z)dz alors ¢yu(z) = f o (z) det(Vip(z))dz ol = ¢~ *

Théoréme du changement de variable : / f(z)dz = / foy(x)det(Vy(x))da
¥(A4) A

, . p(2)
Terme d’appariement pour les mesures

Err[6(0]
e Soit W C Cy(R%,R) un RKHS de noyau K :R? x R? — R (caractéristique).
e € W* s’identifie a u** = [, K (z) e W

o [ullws = 1n5llw = Jpaxpa K(x,y)du( )du(y)

Bl |
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Appariement de mesures

2 Les données sont vues comme I'échantillon d’'une mesure

M, (R%) mesures signées, dual de I'espace Cy(R?, R). Soit dz mesure de Lebesgue sur R9.
Déformation des mesures Soit Gy le groupe agissant sur R¢.
e Deformation : Soit ¢ € Gy, ¢ - 1 = ¢y mesure image : (gyu, ) = (i, f o @) ou pyu(A) = p(d~*(A))
e Sip=7> a0, alors ¢-pu =73 a;dsa, - correspond aux déplacements des points
e Cas de mesure a densité : u(z) = f(z)dz alors ¢yu(z) = f o (z) det(Vip(z))dz ol = ¢~ *

Théoréme du changement de variable : / f(z)dz = / foy(x)det(Vy(x))da
¥(A4) A

, . p(2)
Terme d’appariement pour les mesures

Err[6(0]
e Soit W C Cy(R%,R) un RKHS de noyau K :R? x R? — R (caractéristique).
e € W* s’identifie a u** = [, K (z) e W

o [ullws = 1n5llw = Jpaxpa K(x,y)du( )du(y)

Bl |

Probléme d’appariement de mesures J(v / |vel|Fdt + ANA(v) ol A(v) = [[(¢Y - 1) & — pllellZ

_ / K01 (1)du(y)
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Appariement de mesures : conditions d’optimalité
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Appariement de mesures : conditions d’optimalité

Point Critique (théoréme du représentant)

ve = / kv (- 62 (4))p° (v)dpa(y)

Rk
ou ¢! est le flot sur tout 'espace et p¥ est le moment généralisé associé.

Ces quantités sont définies n. presque surement : il n’y a pas de contraintes en dehors du support de
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Appariement de mesures : conditions d’optimalité

Point Critique (théoréme du représentant)
o= [ @)
ou ¢! est le flot sur tout 'espace et p¥ est le moment généralisé associé.
Ces quantités sont définies n. presque surement : il n’y a pas de contraintes en dehors du support de
Dynamique Hamiltonienne ¢} et p} satisfont aux équations de Hamilton i presque surement
) { ¢ = +VH(¢y,pr)
e = —VeH(di,pt)

U H(.0) = 5 [ <pa). v (9(0). 6u)p(y) > dsa)duy)
PI’OpI’iété H ||Ut||V = H(¢t7pt> = H(¢0,p0) = ||U0||V et ainsi J(U) = H(qj)o,po) + )\A((bl)
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Appariement de mesures : conditions d’optimalité

Point Critique (théoréme du représentant)

o= [ @)
ou ¢! est le flot sur tout 'espace et p¥ est le moment généralisé associé.
Ces quantités sont définies n. presque surement : il n’y a pas de contraintes en dehors du support de
Dynamique Hamiltonienne ¢} et p} satisfont aux équations de Hamilton i presque surement
) { ¢ = +VpH(¢s,pr)
e = —VeH(di,pt)

U H(.0) = 5 [ <pa). v (9(0). 6u)p(y) > dsa)duy)

Propriété : ||v:||v = H(ér, pt) = H (o, po) = ||vol|v et ainsi J(v) = H(po, po) + AA(P1)
Applications : Méthode de tir pour I'appariement approché
¢ La déformation solution est entierement déterminée par les impulsions initiales pg
e On cherche py qui minimise le terme d’appariement A(¢1), ou ¢, v; sont solutions de H
e La distance est donnée par H (o, po) = ||vollv-
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Appariement de mesures : conditions d’optimalité

Point Critique (théoréme du représentant)
o= [ @)

ou ¢! est le flot sur tout 'espace et p¥ est le moment généralisé associé.
Ces quantités sont définies n. presque surement : il n’y a pas de contraintes en dehors du support de
Dynamique Hamiltonienne ¢} et p} satisfont aux équations de Hamilton i presque surement

) { ¢ = +VpH(¢s,pr)

Pt = _V¢H(¢tapt)
U H(.0) = 5 [ <pa). v (9(0). 6u)p(y) > dsa)duy)
Propriété : ||v||v = H(dt,p:) = H(do,po) = ||vol|v et ainsi J(v) = H(po, po) + AA(P1)
Applications : Méthode de tir pour I'appariement approché
¢ La déformation solution est entierement déterminée par les impulsions initiales pg

e On cherche py qui minimise le terme d’appariement A(¢1), ou ¢, v; sont solutions de H
e La distance est donnée par H (o, po) = ||vollv-

Remarque : (Condition de transversalité) p,(y) + T*p1(y) = 0 ol p1(y) = )\/ VyK(z, 67 (y))dv(x), v = ¢1 - 1t — eible
Rd
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P P

Appariement de mesures : méthode de tir

Mesures discrétes Soient = Z a'y, et ficile = Z b4y, :
i=1 j=1

!

(2

m
=1
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Appariement de mesures : méthode de tir
Mesures discretes Soient = Z a'y, et ficile = Z b4y, :

o Attache aux données A(v Z VY Ky, ) + Z aiai/K(mi,xil) - QZZaiij(xi,yj)

7,3'=1 i,i/=1 i=1 j=1

o Point critique : v; = Za ko (- qp)p}

. . . 1 s s . - -/ -/
e Dynamique Hamiltonienne : H(q,p) = 5 Z a'a® <p' kv(d', ¢ )pt >
. 1,8’ =1
g = +vpiH(Qap)
Py = —VaH(q,p)
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Appariement de mesures : méthode de tir
Mesures discretes Soient = Z a'y, et ficile = Z b4y, :

o Attache aux données A(v Z Vb Ky, y Z a’alK mt,:ct —QZZa VK (x,y7)

7,7'=1 1,1/ =1 i=1 j=1

o Point critique : v; = Za ko (- qp)p}

o Dynamique Hamiltonienne : Z ala” < p' kv(qd,q" )P >
) zz’ 1
4 = +VpH(q,p)
Py = —VgH(q,p)

Méthode de tir
o Initialisation de pq
o Intégration des équations de Hamilton (Algo. sympléctique)
e Calcul du terme d’attachement et de son gradient
o Mettre a jour py (descente de gradient, quasi-Newton etc.)

@ Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes Iexemgle des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et-P. LARTAUD 18/39

N ArntAalav~ N,



Appariement de mesures : méthode de tir
Mesures discretes Soient = Z a'dy, et eible = Z vy,

i= 1 j=1
o Attache aux données A(v Z VY Ky, Z ala’ K(z,2l) — 2ZZaiij(x§,yj)
7,3'=1 1,3’ =1 i=1 j=1

o Point critique : v; = Za ko (- qi)p}

o Dynamique Hamiltonienne : Z ala” < p' kv(qd,q" )P >
) zz’ 1
4 = +VpH(q,p)
Py = —VgH(q,p)

Méthode de tir

o Initialisation de pq

o Intégration des équations de Hamilton (Algo. sympléctique)

e Calcul du terme d’attachement et de son gradient

o Mettre a jour py (descente de gradient, quasi-Newton etc.)
Applications :

e py représente le difféomorphisme.

e Carte locale de M (R%) autour d’une référence pisssrence

@ Apport de la géométrie aux statistiques de formes complexes Iexemgle des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et-P. LARTAUD 18/39

N ArntAalav~ N,



Appariement de mesures

Applications :
e Appariement de points : Ne présuppose pas un ordre et ne nécessite pas d’avoir le méme nombre de points.
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Appariement de mesures

Applications :

e Appariement de points : Ne présuppose pas un ordre et ne nécessite pas d’avoir le méme nombre de points.

e Appariemment de courbes : S variété de dimension 1 plongée dans R¢ :
— us mesure portée par S n’est pas a densité par rapport a la mesure de lebesgue !
— Lappariemment de mesure n’encode par la courbe .

— On voudrait encoder le fait que la mesure est portée par S : courant et varifold
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Transport Optimal : formulation dynamique

Soit i et pueipe de densités p et peiple-
Soit v; champs de vecteur et ¢, le flot associé. La densité p; = ¢, - p de ¢, - u safisfait a
8tpt + Vz . (ptvt) =0. (C)
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Transport Optimal : formulation dynamique

Soit i et pueipe de densités p et peiple-
Soit v; champs de vecteur et ¢, le flot associé. La densité p; = ¢, - p de ¢, - u safisfait a
8tpt + Vz . (ptvt) =0. (C)
Transport Optimal : Trouver ¢ bijective t.q. ¢ - p = peipie €t QUi Minimise J(¢) = / llp(z) — 2||*p(x)dx
Rd

Wa(p, peivie) = infg J(§)
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Transport Optimal : formulation dynamique

Soit i et pueipe de densités p et peiple-
Soit v; champs de vecteur et ¢, le flot associé. La densité p; = ¢, - p de ¢, - u safisfait a
Opt + V- (pror) =0. (C)
Transport Optimal : Trouver ¢ bijective t.q. ¢ - p = peipie €t QUi Minimise J(¢) = / llp(z) — 2||*p(x)dx
Rd

Wa(p, peivle) = infy J(¢)

Proposition :[Benamou, Brenier, 2000]
1
Wa(p, peible) = inf/ / pillve ()| dadt
o Jo JRd

ou (p,v) satisfait (C) et po = p, p1 = Peible- Pas de régularité a priori sur la fonction ¢.
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Transport Optimal : formulation dynamique

Soit i et pueipe de densités p et peiple-
Soit v; champs de vecteur et ¢, le flot associé. La densité p; = ¢, - p de ¢, - u safisfait a
5tpt + Vz . (ptvt) =0. (C)

Transport Optimal : Trouver ¢ bijective t.q. ¢ - p = peipie €t QUi Minimise J(¢) = / llp(z) — 2||*p(x)dx
Rd

Wa(p, peivle) = infy J(¢)

Proposition :[Benamou, Brenier, 2000]
1
Wap,pa) = int [ [ pillos(a) Pl
v Jo JRrd

ou (p,v) satisfait (C) et po = p, p1 = Peible- Pas de régularité a priori sur la fonction ¢.

Transport par difféomorphisme : (appariement exact) Trouver v (ou ¢) qui minimise

1
= [ el
0

avec les mémes conditions aux bords. Régularité sur ¢ qui dépend de V.
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Transport Optimal : formulation dynamique

Soit i et pueipe de densités p et peiple-
Soit v; champs de vecteur et ¢, le flot associé. La densité p; = ¢, - p de ¢, - u safisfait a
8tpt + Vz . (ptvt) =0. (C)

Transport Optimal : Trouver ¢ bijective t.q. ¢ - p = peipie €t QUi Minimise J(¢) = / llp(z) — 2||*p(x)dx
Rd

Wa(p, peivle) = infy J(¢)
Proposition :[Benamou, Brenier, 2000]

1
Wa(p, peible) = inf/ / pillve ()| dadt
o Jo JRd
ou (p,v) satisfait (C) et po = p, p1 = Peible- Pas de régularité a priori sur la fonction ¢.

Transport par difféomorphisme : (appariement exact) Trouver v (ou ¢) qui minimise

1
= [ el
0

avec les mémes conditions aux bords. Régularité sur ¢ qui dépend de V.
Méthode(s) hybride(s) :
¢ Distance de Wasserstein comme terme d’appariemment

Pour aller plus loin Diffeomorphism, Optimal Transport and Applications to Imaging [F.-X. Vialard, 2017]
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5 AUTRES OBJETS
[ |

m Courants et varifolds
m Images
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Appariement de courants et varifolds

> Généraliser la notion de mesure a des volumes de dimension inférieure a la
dimension ambiante :

¢ Surfaces dans R?
e Courbes dans R? ou R3
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Appariement de courants et varifolds

2 Généraliser la notion de mesure a des volumes de dimension inférieure a la
dimension ambiante :

TxM
—
e Surfaces dans R? g
e Courbes dans R? ou R? i M
On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]
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Appariement de courants et varifolds

> Généraliser la notion de mesure a des volumes de dimension inférieure a la
dimension ambiante :

¢ Surfaces dans R?
e Courbes dans R? ou R3

On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]
Courant Soit S =

Imvy, v : I ¢ R* — R?, variété de dimension k et ¢ un difféomorphisme
e Soit M*(R%) I'espace des courants dual de I'espace QF(R?) =

— Courant associé a S : ug(w

= Co(R%, A" RY) (forme différentielle)
fsw = [,7w, ps € ME(RE)

— Déformation : Si u € Mk(]Rd), G- = yp, OU dypu(w) = p(p*w)
— Chgt variables w € Q(R?), ¢*w(x)(z1,...,21) = wo ¢(x)(Vox1, -, Vory), ol ¢ : RF — RY
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Appariement de courants et varifolds

> Généraliser la notion de mesure a des volumes de dimension inférieure a la
dimension ambiante :

TxM
X
e Surfaces dans R3 &
¢ Courbes dans R? ou R? o) M
On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]

Courant Soit S =

Imvy, v : I ¢ R* — R?, variété de dimension k et ¢ un difféomorphisme
e Soit M*(R%) I'espace des courants dual de I'espace QF(R?) =

= Co(R%, A" RY) (forme différentielle)
— Courant associé a S : ug(w

fsw = [,7w, ps € ME(RE)
— Déformation : Si u € Mk(]Rd), G- = yp, OU dypu(w) = p(p*w)
— Chgt variables w € Q(R?), ¢*w(x)(z1,...,21) = wo ¢(x)(Vox1, -, Vory), ol ¢ : RF — RY

Théoréme fondamental :

‘(ﬁuus = Pg(s) ‘
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Appariement de courants et varifolds

> Généraliser la notion de mesure a des volumes de dimension inférieure a la M
dimension ambiante :

—
e Surfaces dans R3 -
¢ Courbes dans R? ou R? o
On s’intéresse au plan tangent [F. Paulin, 2006]

Courant Soit S = Imy, v : I ¢ R¥ — R?, variété de dimension k et ¢ un difféomorphisme
e Soit M*(R?) 'espace des courants dual de 'espace Q*(R?) = Cy(R4, A" R?) (forme différentielle)

— Courant associé a S : yg(w fs‘*’ = [ 7w, ps € MF(R?)

— Déformation : Si u € Mk(]Rd), G- = yp, OU dypu(w) = p(p*w)

— Chgt variables w € Qk(Rd) ¢>* ( V@1, . 2k) = wo ¢(x)(Vory, -+, Vozi), ol ¢ : RF — R4
— Proposition : pug(w) = [ w( x))dH*(z) ol &(x) € T,.S normé

Théoréme fondamental :

“bﬂ#s = Pg(s) ‘

Mesure de Hausdorff #*(R?) : [H. Federer, 1969, J.-F. Babadjian, 2000]
k—dimensionnelle sur R? :

o H% mesure de comptage ’Hd mesure de Iebesgue, invariance par isométrie
e Formule de I'aire H%(¢ = [, /det (do(z) - dg(z))da
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Appariement de courants et varifolds

Soit 15 (w) = / (@, T(x))dH" (2), ol w : RY x T — R. On pose E = R x T
S
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Appariement de courants et varifolds

Soit 15 (w) = / (@, T(x))dH" (2), ol w : RY x T — R. On pose E = R x T
S
Distance sur les courants et varifolds :
e Soit W C CY(E,R) un RKHS de noyau K : E x E — R, oU K((z,9), (y,T)) = ka(x,y)kr(S,T)
o 11 € W* s'identifie & u& — / ko, @)y (-, To)AHE (2) € W
S

o < s, s Swe=< [1§ , g Sw= ka(z, y)kr (Te, T,)AH* (2)dH* (y)
Sx S’
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Appariement de courants et varifolds

Soit 15 (w) = / (@, T(x))dH" (2), ol w : RY x T — R. On pose E = R x T
S

Distance sur les courants et varifolds :
e Soit W C C°(E,R) un RKHS de noyau K : E x E — R, ot K((z,9), (y,T)) = kq(z,y)kr(S,T)

o 11 € W* s'identifie & u& — / ko, @)y (-, To)AHE (2) € W
S

o < pig, pisr Swe=<p§ , p§ >w= ka(, y)kr (T, T, )AH" (2)dH" (y)
SxS!

Noyaux : [I. Kaltenmark, B. Charlier et N. Charon 2017] Courbes dans R? ou surface dans R?
o kq(x,y) = kq(Jx — y|) Caractéristique et k+(T,T) >0
e A propos de kr(t1,ts) = y(t; - t2) (d&s que dim(S) = 1 ou codim(S) = 1) :
m Distributions y(u) =1
m Courants : y(u) = u
= varifolds non orientées : v(u) = u?

= varifolds orientées : y(u) = exp(—u?/0?)
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Appariement de courants et varifolds

Soit s (w) = /S (@, T(2))dHH (@), ol w : RY x T — R.
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Appariement de courants et varifolds

Soit s (w) = / (@, T(2))dHH (@), ol w : RY x T — R.
S
Discretisation :

e Soit ug ~ mef’“) ou r; et T'(x;) sont respectivement sont le k—volume et 'espace tangent en z;
i=1

m n
o Siux ~ Zrixég{i(“) et uy ~ Zr}/csgj(yj) alors < px,py >= Zrixr}/kd(xi,yj)kT(T(xi),T(yj))

i=1 j=1 ij
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Appariement de courants et varifolds

Soit s (w) = / (@, T(2))dHH (@), ol w : RY x T — R.
S
Discretisation :

e Soit ug ~ Zriéfi(“) ou r; et T'(x;) sont respectivement sont le k—volume et 'espace tangent en z;
i=1

m n
o Sipx Y 16l ety =Y rY ol W) alors < pux, py >=Y XY ka(as, y;)kr (T (2:), T(y;))
i=1 j=1 .5

Issue de [N. Charon, 2025]
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Transport d’'images

Deformation d’une image I vue comme fonction I : @ c RY — R
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Transport d’'images

Deformation d’une image I vue comme fonction I : @ c RY — R

Action de groupe de Lie iy Soit ¢ € Gy (2) et v € g = L2(2,R9) le champ de vecteur associé.
eAction:¢-I=Togp!
e d .
e Action infinitesimale : v - I £ al (¢ - I) = —v - VI : transport par advection
t=0

. i oI,
Limage est transportée selon : —

ot +vt-VIt=0
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Transport d’'images

Deformation d’une image I vue comme fonction I : @ c RY — R

Action de groupe de Lie iy Soit ¢ € Gy (2) et v € g = L2(2,R9) le champ de vecteur associé.
eAction:¢-I=Togp!

P d .
e Action infinitesimale : v - I £ | (¢ - I) = —v - VI : transport par advection
t=0

. i oI
Limage est transportée selon : 8—;

Comment définir un terme d’appariement entre deux images ?

e Norme L?(R%,R) : (e.g. [M. Beg et al, 2005))

— Bonne premiéere approximation, rapide ;

— Quelques artéfacts.
e Transport optimal W, (¢ - Iy, Ine) : [Peyré, Cuturi, 2019]

— facile a calculer, interprétation géométrique ;

— Nécessite un hyperparamétre de régularisation entropique ¢.
e Distance MMD par plongement des images dans un RKHS :

— probléme de robustesse lié au choix de noyau.

+vt-VIt:0
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Transport d’'images

Deformation d’une image I vue comme fonction I : @ c RY — R

Action de groupe de Lie iy Soit ¢ € Gy (2) et v € g = L2(2,R9) le champ de vecteur associé.
eAction:¢-I=Togp!

P d .
e Action infinitesimale : v - I £ | (¢ - I) = —v - VI : transport par advection
t=0

. i oI
Limage est transportée selon : 8—;

Comment définir un terme d’appariement entre deux images ?

e Norme L?(R%,R) : (e.g. [M. Beg et al, 2005))

— Bonne premiéere approximation, rapide ;

— Quelques artéfacts.
e Transport optimal W, (¢ - Iy, Ine) : [Peyré, Cuturi, 2019]

— facile a calculer, interprétation géométrique ;

— Nécessite un hyperparamétre de régularisation entropique ¢.
e Distance MMD par plongement des images dans un RKHS :

— probléme de robustesse lié au choix de noyau.

+vt-VIt:0

Application des algebres de Lie a ce probléme
e The Momentum maps representation of images [M. Bruveris et. al]
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (g; j)1,<i,;<n» |a position des pixels
et p = (pi,j)1,<i,j<n leurs impulsions.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pi,j)1,<i,j<n leurs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pi,j)1,<i,j<n leurs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.

e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-

On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
t=10.000

R
Naanes Celisis )
EE
B
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, Po) + All¢1 - To — Leible|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.

t=0.050
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels

et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.

e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-

On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
t=10.100
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, Po) + All¢1 - To — Leible|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
t=0.150
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, Po) + All¢1 - To — Leible|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
t=10.200
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels

et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.

e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.

e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*

— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-

On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, Po) + All¢1 - To — Leible|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels

et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.

e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.

e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*

— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
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On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels
et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.
e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, Po) + All¢1 - To — Leible|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-
On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels

et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.

e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.
e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*
— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).
— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-

On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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Transport d’'images

Apprendre un difféomorphisme entre deux images en pratique ? Soient q = (¢; ;)1,<i,j<n |2 position des pixels

et p = (pij)1,<i,j<n leUrs impulsions.

e Conditions initiales (qo, po, Io) avec qq les coordonnées initiales des pixels, p, arbitraire et I, 'image initiale.

e Optimisation du colt L(po) = H(qo, po) + Allé1 - To — Leivie]|*

— Partant de (qo, po, Ip) on résout le systéme hamiltonien (schéma symplectique Euler-Maruyama).

— Transport par advection : Iy ar = I; + At (v, - VI;) avec v = K(qs, Qt)Pt-

On peut aussi interpoler I; sur la grille déformée.
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6 EXEMPLES
[ |

m Courbes de vitesse lors d’endommagement
m Images de turbulence
m Chiffres Mnist : Ajout d’'un terme source
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Courbes de vitesse d’endommagement

Calibration de code :[Perrin, Pillon, 2018] Vines(x) et Viim(x, 3) profils de vitesse expérimental et simulés, x
conditions expérimentales.

Vimes simulation

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
temps

Probléme inverse :
e On cherche le paramétre 5 qui permet de trouber au mieux la courbe expérimentale : minimiser
d(Vmes(m)7 Vsim (-’13, 5))
e On se donne un plan d’expérience V; = Vsim(ﬁi) profils de vitesse simulés
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).

Cas = 1 Appariement = 1.52e-04 hamilt. = 5.17e-03

1.0
Yos8
.m
©
£ 06
S
£
o 0.4
wn
@
£02 —— Référence
—— Objectif
00 —— transformée
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).

Cas = 1 Appariement = 1.71e-04 hamilt. = 1.71e-02

1.0
Yos8
.m
©
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S
£
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wn
@
£02 —— Référence
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00 —— transformée
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).

Cas = 1 Appariement = 7.98e-04 hamilt. = 3.42e-02
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—— Objectif
00 —— transformée
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).

Cas = 1 Appariement = 2.37e-04 hamilt. = 4.94e-02

1.0
Yos8
.m
©
£ 06
S
£
o 0.4
wn
@
£02 —— Référence
—— Objectif
00 —— transformée
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm déterministe : Les courbes de vitesses V; = Vsim(3") sont modélisés par des courants
o Calcul de d(Vines, V?) = H (Vines, 1)) : ¢; tel que ¢’ - Vimes ~ V' caractérisé par pj (éq. géodésique).

Cas = 1 Appariement = 2.37e-04 hamilt. = 4.94e-02

1.0
Yos8
.m
©
£ 06
S
£
o 0.4
wn
@
£02 —— Référence
—— Objectif
00 —— transformée
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

e Métamodélisation de 3 +— po(B8) € R™ x R? : e.g. Réduction de dimension et processus gaussien
e Minimisation de 3 — H (Vines, po(3)) = [|00(8)][?
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm bayésienne :
o ¢, Vines = V' + clf, dans W* oui £l i.i.d. de loi fiy (e) o< exp( — [[||3. /(20%,))
e v dans V i.i.d. de loi fv (vg) o exp( — [|voll3 /(20%))
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm bayésienne :
o ¢, Vines = V' + clf, dans W* oui £l i.i.d. de loi fiy (e) o< exp( — [[||3. /(20%,))
e v dans V i.i.d. de loi fv (vg) o exp( — [|voll3 /(20%))

1.0
::.J: 0.8
@ —— Référence
£ 0.6 Echantillon
§ Simulations
0 0.4 Optimum
%]
§ —— MAP
$0.2 /

0.0
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temps (normalisé)
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Courbes de vitesse d’endommagement

Stratégie Iddmm bayésienne :
o ¢, Vines = V' + clf, dans W* oui £l i.i.d. de loi fiy (e) o< exp( — [[||3. /(20%,))
e v dans V i.i.d. de loi fv (vg) o exp( — [|voll3 /(20%))

1.0
::.J: 0.8
@ —— Référence
£ 0.6 Echantillon
§ Simulations
0 0.4 Optimum
%]
§ —— MAP
$0.2 /

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

temps (normalisé)
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Exemple de transport d’images

Turbulence : Instabilité de Richtmyer-Meshkov

Voir 'animation

Image source Image cible

@ Apport de la géométrie aux statistiques de formes comelgxes: I‘exemng des déformations par difféomorphisme, G. SALIN et-P. LARTAUD 31/39

PR R o T e 1



Exemple de métamorphose

Ajout terme source photométrie ou metamorphosis[A. Trouvé, L. Younes, 2005]
e Action w = (v,z) € L*([0,1],V x L?), I, = I o ¢y o + 0 fot 25 0 ¢r A8, AVEC ¢t s = s 0 ()

Initial configuration

’ ol
10
15

20

25

] 5 10 15 20 25

Image source

Target configuration

 +

10
15
20

25

0 5 10 15 20 25

Image cible
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7 EXTENSIONS ET PERSPECTIVES
[ |
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Extensions et perspectives

Lien avec le controle optimal : [S. Arguillere et al., 2015] Principe du maximum de Pontriaguine.
¢ Algorithme avec conditions de transversalité [S. Allassonniére et al., 2005]
e Ajout de contrainte de déformations
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Extensions et perspectives

Lien avec le controle optimal : [S. Arguillere et al., 2015] Principe du maximum de Pontriaguine.
¢ Algorithme avec conditions de transversalité [S. Allassonniére et al., 2005]
e Ajout de contrainte de déformations

S. Arguillére et al. / J. Math. Pures Appl. 104 (2015) 139-178 173
H1 4 25
2 2
15 15
A - 1
0s \ 0s
< (PO )
" LU ' ”
-05 N /i/ J 05
El = 4 B
15 A5
25 25
-2 -1 0 1 2 3 4 s -2 -1 0 1 2 3 4 s
(a) Matching trajectories without constraints. (b) Matching trajectories with constant volume.
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Extensions et perspectives

Lien avec le controle optimal : [S. Arguillere et al., 2015] Principe du maximum de Pontriaguine.
¢ Algorithme avec conditions de transversalité [S. Allassonniére et al., 2005]
e Ajout de contrainte de déformations

S. Arguillére et al. / J. Math. Pures Appl. 104 (2015) 139-178 173
25 25
2 2
15 15
1 - 1
0s / 7 7 SN \ 0s
(@) .
o VL L))
4 S 4
15 s
2 2
25 25

2 1 0 1 2 3 7 s 2 1 0 1 2 3 7] s

(a) Matching trajectories without constraints. (b) Matching trajectories with constant volume

Robustesse aux hyperparametres Traitement multi-échelles [Risser et al.]
o vy = (v}, ..., vf") OU v € Hy, de différentes échelles o; .
o ¢ = ¢} o+~ 0 ¢ Ol (¢;) satisfait au systéme 9,¢f = Y v} o ¢ — Ady; > vl o ¢

\ . Jj=i Jj=i+1
ou Adgv = ¢,v (image de v par ¢)
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Extensions et perspectives

Intégration variabilité objet/image : [Arnaudon, Holm, Sommer, 2019]
t

t
e Flot stochastique : ¢, =1d + | wvso0 ¢eds + / o o ¢ @ dB;s (intégrale de stratonovich)
0 0

o Géodésique stochastique : EL% + ady v; +adjv 0 dBs = 0
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Extensions et perspectives

Intégration variabilité objet/image : [Arnaudon, Holm, Sommer, 2019]
t

t
e Flot stochastique : ¢, =1d + | wvso0 ¢eds + / o o ¢5 o dBy (intégrale de stratonovich)
0 0

o Géodésique stochastique : ELUt + ady v; +adjv 0 dBs = 0
Modélisation de la dynamique
« Evolution de forme : diffeomorphic geodesic spline [A. Trouvé, F.-X. Vialard, 2012].
e Modéle de croissance : Geometrical growth models for computational anatomy [l. Kaltenmark, 2016]

Classic diffeomorphic matching Actual development
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Extensions et perspectives

Utilisation d’une distance : F un espace de forme muni d’une distace d et (f*))¥., dans F
N

4 . * . 1
e Moyennes de Fréchet : f* €arg min - ; P(f, )
e Barycentres : Soit 3, \; = 1, f*earg ?222 NdP(f, ) D Interpolation
=1
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Extensions et perspectives

Utilisation d’une distance : F un espace de forme muni d’une distace d et (f*))¥., dans F

N
4 . * . 1
e Moyennes de Fréchet : f* €arg min - ; P(f, )
e Barycentres : Soit 3, \; = 1, f*earg ;rggz NdP(f, ) D Interpolation
=1

Stratégie Iddmm bayésienne : pour probleme inverse probabiliste :
e &; - Smes = S + €y, dans W* ou ey, i.i.d. de loi f (g) oc exp( — |lel|f+ /(20%,))
e vj dans V i.i.d. de loi fv (vo) o< exp( — [|voll3/(20%))
e Vraisemblance avant discrétisation : Quel sens donner a ces mesures ? [H.-H. Kuo, 1975, A.M. Stuart, 2010]
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Extensions et perspectives

Utilisation d’une distance : F un espace de forme muni d’une distace d et (f*))¥., dans F

N
4 . * . 1
e Moyennes de Fréchet : f* €arg min - ; P(f, )
e Barycentres : Soit 3, \; = 1, f*earg ;rggz NdP(f, ) D Interpolation
=1

Stratégie Iddmm bayésienne : pour probleme inverse probabiliste :
e &; - Smes = S + €y, dans W* ou ey, i.i.d. de loi f (g) oc exp( — |lel|f+ /(20%,))
e vj dans V i.i.d. de loi fv (vo) o< exp( — [|voll3/(20%))
e Vraisemblance avant discrétisation : Quel sens donner a ces mesures ? [H.-H. Kuo, 1975, A.M. Stuart, 2010]

Merci pour votre attention
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