Importance Sampling en grande dimension

3 3

Jason Beh23  Florian Simatos'®  Jéréme Morio®

1ISAE-SUPAERO
20NERA
3Fédération ENAC ISAE-SUPAERO ONERA,
Université de Toulouse, France

|Sae’/'4 ONERA

Institut Supérieur de I'Aéronautique et de I'Espace

S u PA E R o THE FRENCH AEROSPACE LAB

ETICS 2024, 25 septembre

1/25



Contexte
d entrées aléatoires Réponse du systéme
X ~ f=N(0,1q) ¢ :RI=R o(X)

La défaillance du systéme a lieu si p(X) >0 ou
X € A= {z cR%p(z) >0}

But: En grande dimension (d grande), estimer la probabilité de défaillance
p=P;(XecA)=[1(xeA)f(r)da

Estimateur Monte-Carlo (MC): (X;)i=1.n ~ f,

X 1 & /Var(p 1
pf:EZ]l(XieA), ()

X

i=1 E(ﬁﬁ NDT
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Importance Sampling (IS)

i.i.d.

g densité auxiliaire: (Y;)i=1.n ~ ¢
_ 1) I 10D
p—/ll(yeA) g(y)g(y)dy—> Dy n;]l(Yz € A4) 9(Y3)

Il existe densité de variance nulle t.q. Var(p,) =0 :
1(.€A)f
fla= Lteds

= Bon choix de g: Réduction de variance comparé a py
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Cadre gaussien

Cadre d'étude de densité auxiliaire

f=N(0,I), fla=1(-€A)[/prend Var(ps,) =0
Rechercher g € G = {g = N(i1, %), u € R. Y € Sy}
g4 optimale minimisant la divergence de Kullback-Leibler (DKL) avec f|a

94= N(pa, 2a) = argmin D(f|4]lg) = argminEy, <10g <f;?;(()§)>>

fla

9A Solution théorique :
pa=Ey,(X), %4 = Vary, (X) = estimer g4 7

Problématique en grande dimension :

Estimation de moyenne et de matrice de covariance
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Cadre d'étude

Régime en grande dimension: d — 400
Toutes les grandeurs dépendent de d.
Deux régimes se distinguent pour la probabilité a estimer:

infp >0 p=0

» [LEc+10; Can+10; LST11;
LT11; GT20]
» Discutons le choix de densité

auxiliaire IS avec un exemple fil
rouge

> [ABO3; CD18; CHR22]

> Analyse théorique de la
consistance d'un IS adaptatif
(Cross-Entropy)
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i%fp > ()
Analyse théorique de la consistance d'un IS
adaptatif (Cross-Entropy)
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Exemple de inf;p > 0

[Uri+21; EPS24] s'intéressent a la solution w d'une EDP avec des
coefficients dépendant d'un champ Gaussien E: u(FE) solution de
L(u,E)=0
» |lIs souhaitent estimer p = P(u(E) € A) >0
» Pour ce faire, ils approximent E par expansion de Karhunen-Loéve a
I'ordre d: E ~ exp(X T B) avec B une base de fonctions adapteées, et
X ~ N(0,I) en dimension d.
» lls estiment p; = IP’(u(eXTB) € A) qui vérifie inf ;pg > 0 puisque
Pd = P-
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IS adaptatif, Cross-Entropy

CE estime progressivement g4 avec (gt = N(ju, Q)) A I'étape t,

m échs (Y;)i=1..m Hid- g: ayant pm

plus grands (p(Y;))
= zone de défaillance intermédiaire

, ) ) At = {T € Rd (p(l’) > (j(L(l—p)m,J)}'
Enéuife, estimer uAtr - Erf‘/; (X) et X4, = Vary, (X) par IS avec les

t t
poids f(Yi)/g:(Yi) = fit+1, Xe41-

Alors i1 = N(fus1, Ser1).

Estimer étape par étape ¥ ; au lieu de directement X4
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Analyse théorique de la CE en grande dimension

https://arxiv.org/abs/2309.16828 (avec Yonatan Shadmi, Florian Simatos)
Cadre: d — +oc.
Hypothése centrale: infyp;(A) > 0 4+ Hypothéses techniques
m : taille d'échantillon par itération de CE pour construire g;
Theoréme
Pour tout t > O il existe nt > 0t.q. si m > d™, alors

p(gt = Z 1(Y; € A) = 1 pour toute n — +00.
pr(A

Pourquoi c'est intéressant ? L'idée répandue pour I'lS:
n > exp(d) pour avoir un estimateur consistant [BBL08]

Ce que nous avons prouvé:
en apprenant g4 préalablement par CE avec m polynomial en d,
I'estimateur CE est consistant pour toute vitesse n — +00.
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Le résultat en pratique
A notre connaissance, premier résultat de consistance de la CE lorsque
d — 400

Mais, pour §; = N ([, i]t)
k¢ liée a I'inverse de la plus petite valeur propre

A1 (Et 1)

> Ffésultats similaires sur la CE couplée avec la projection sur
Y [Uri+-21; EMS21; EMS24] et improved CE [PGS19] en cours de
finalisation

» Ces résultats permettront de comparer m pour chaque algorithme et
quantifier le gain de la projection sur X
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p— 0

Discutons le choix de densité auxiliaire IS avec un
exemple fil rouge
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Exemples de p — 0

» Highly Reliable Markovian Systems [LEc+10; LT11]
» Static Network Reliability Estimation [Can+10; LST11]
» Large Deviation Estimation [LEc+10; GT20]

Dans ces travaux, des densités adaptées qui procurent de bonnes propriétés
asymptotiques pour |'estimateur IS (logarithmic efficiency/bounded relative
moment (of order k) etc.) sont congues.

Rq. Nous considérons que ¢ est une fonction boite noire sans connaissance
préalable: nous ne pouvons pas savoir quand utiliser ces densités
spécifiques pour les o cités au-dessus = Cas restrictif de densités
gaussiennes, en existe-t-il qui ont des "bonnes propriétés asymptotiques" ?
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Fil rouge: Hyperplan généralisé [Buc04; GT20]

d
A={zeR": Y 2(j) >d'} p=ppA) =Pyoy (N > d7—1/2)
=1

HA = Ef‘A(X), EA :VarﬂA(X)

On considére v > 1/2 donc p — 0

Etablissons la CNS pour la consistance et un TCL

Rq. Pour v = 1, plusieures densités ayant de bonnes propriétés (bounded
relative moment of order k > 1 ou autre) sont congues [LEc+10; Car+14],
mais nous sommes restreints a des densités gaussiennes
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Condition nécessaire et suffisante pour la consistance

o 1 fla(y)
Y0, 2= 157,00 avec ey = 240,
(4 % g, 52 = 5 32 Ha(Y) avee £a(y) = Z 05
Proposition
Lorsque d — o0,
R 0A(X
Po o fal ):>0, X~ fla.
p

Idée de preuve: Convergence de suite triangulaire de variables
aléatoires [JS03, VII Théoréme 2.35]
Conséquence: un résultat similaire & [CD18, Theorem 1.3]

Pour ¢ > \/VarﬂA [log £4(X)],

n = exp (D(f|allg) +1) = % =1

n=exp (D(flallg) ~ ) — 2 £ 1
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Vitesse de convergence

Proposition
Supposons que g est tq Vd, Vary[€4(Y)] < +o00.Pour toute suite
n(d) t.q. n> Vary [(4(Y)],

n Dy
" (P9 _ 1) = N(0,1) lorsque d — +oo.
Vary [0A(Y)] <p ) (0.1) lorsq

Idée de preuve: Theoréme de Lindeberg-Feller [J503, VII Theorem 5.2]

A trouver: Si g est telle qu'il existe d : Var,[¢4(Y)] = 400, on devrait
avoir une convergence similaire vers une distribution infiniment divisible

15/25



Fil rouge: Hyperplan généralisé [Buc04; GT20]

Traduction des conditions précédentes pour consistance et vitesse en taille
d'échantillon n nécessaire

d
A={zeR": ) a(j)>d} p=pi(4)=Pyoy (N = dv_w)
=1

HA :Ef\A(X)’ EA :Varf|A(X)

Choix de g | consistance [ TCL vers N(0,1)?
iy >1/2 F=NOD |  n>d Pepd )
alors p — 0 N(pa,I) n> d—1/?
N(pa,XA) n— oo | Non, A\i(24) <1/2

Quelle est la densité auxiliaire a utiliser?

Dépend du choix de la métrique d’erreur!
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Métriques d'erreur

» Probabilité d'erreur d'ordre € > 0 [HN16; San18; CHR22]
*(5-l=)

p
)

p

» Erreur Ly [AB03; Aga+17; GT20; HR21]

()

» Erreur L; [CD18]
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N(pa,Xa) VS N(pa,I)

ga = N(MA7 EA)
» Py, consistant Vn — oo: densité la plus facilement consistante

» g4 minimise DKL par rapport a f|4 densité zéro-variance parmi les
densités gaussiennes, mais p,, n'admet pas de variance
Pourtant, c'est la densité auxiliaire que vise la CE !

» g4 est un contre-exemple de la phrase suivante dans [HR02] (avec
notre notation):

«This suggests that, as p — 0, the Variance Minimization and Cross
Entropy problems tend to have the same solutiony»
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N(pa,Xa) VS N(pa,I)

91 = N(pa, I)
> j,, consistant ssi n > d7~1/?
> j,, vérifie un TCL si n > d7~1/2,

» Il est connu que py,, est logarithmiquement efficace a I'ordre 2 [Buc04;
LEc+10; GT20]

Définition: Efficacité logarithmique [LEc+10; GT20, par ex]
Pg est logarithmiquement efficace a 'ordre 2 (LE-2) si

log E(py)
im —————
d—oo 2logp

Interprétation: si py est LE-2, alors Vary[¢4(Y')] ne croit pas en exp(d), ce
qui est en effet le cas pour g;: Vary, [(4(Y)] ~ d'~1/2

Rappel: CNS TCL vers N(0, 1) requiert n > Varg[£4(Y)]
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En pratique: Non-asymptotique

Le choix n'est pas tranché: illustrons avec d =1, A = {x € R,z > 5}

35

3.0
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2.0

15

1.0

0.5

0.0

le7

A={x=K}, K=5, N=1000
normalized histogram of p, 2000 runs

- N(K, 1/K?)
e N(K, 1)

Les py, contiennent des outliers
mais sont plus centrées autour de la médiane

Les p,, ne contiennent pas des outliers
mais sont plus dispersées autour de la médiane

Al o i I

le-7
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En pratique: Non-asymptotique
Le choix de g dépend de la métrique et la taille d"échantillon

A={x=K},K=5
evolution of error with N, each error estimated with 2000 runs

Als-1]=01) (|5 -1]=0.02)
10T
N —— N(K, 1/K?) —e— N(K, 1/K?)
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02
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Codit d'estimation de 4, X4

En Adaptive Importance Sampling, il faut prendre en compte le colt
d'estimation de g et X 4.

AIS hypothétique: si on a (X;)i=1..m R fla et

ﬂA:lZm:Xi , Sa= lf:Xz'XiT;
it it
Conjecture (prouvé dans [BSS23] pour le cas infyp > 0)
Choix de g | consistance ‘ TCL vers N(0,1)? | Coat d'estimation
f=N(0,1) n > d'" 12 exp(d®1~1) 0
N(pa,l) n > d11? m > d
N(pa,Xa) n— oo | Non, A\{(Z4) < 1/2 m > d?

N(pa,X4) intéressante si budget n +m = O(d?) et si v > 2.5
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lllustration 2: Mixture Importance Sampling

Les conditions aident a étudier Mixture 1S:

go et g1: 2 densités auxiliaires

() une suite réelle (en d) avec infyar > 0 et supy; o < 1.

La mixture: go = (1 — @)go + ag1. Le CNS de consistance implique

Si Py, ou Py, est consistant, alors p,, est consistant.

De plus, pour la TCL, la variance de rapport de vraisemblance vérifie:

Var,, [f’A(X)]Smin{laVargo [fA(Y)]+ a

ga(X) 1 o) L
: éVargl [JJIA}(;/))} L1 ;a}

Si Pg, ou pg, Vvérifie un TCL vers N(0, 1), alors pgy,, aussi.
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Mixture IS
Mixture = "Best of both worlds"

A={x=K} K=5
evolution of error with N, each error estimated with 2000 runs

B(|6-1]=0.1) B(|5 - 1]z 0.02)
10—
—— NK, 1K)
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Perspective

>

| 2

Les nouvelles CNS de consistance et TCL permettraient d'étudier I'lS
avec une approche différente de [BSS23]

Nous espérons pouvoir étendre les résultats lorsque I'hypothése
infyp > 0 est enlevée

Suite: Trouver les lois limites pour g sans Var,[¢4(X)], étudier les cas
p — 0 de maniére plus approfondie, et les simulations avec n qui croit
avec la dimension

Peut-on trouver des densités gaussiennes qui vérifient les propriétés
asymptotiques définies dans [LEc+10] avec le minimum de
hypothéses sur ¢7? Le cas écheant, mixture des gaussiennes?

» Si une telle densité existe, quelle est le colit d'estimation de ces
paramétres par la CE?

Quelle métrique d’erreur est la plus pertinente en pratique et quelle est
la densité gaussienne optimale selon la métrique?
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