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Introduction

Etudier la robustesse d'un code industriel
G: X=(X1,....,.Xq) — Y = G(X)

ou
m X; quantités physiques incertaines — modélisées comme v.a. X; ~ f; ol la loi est
elle-mé&me incertaine,
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Introduction

Etudier la robustesse d'un code industriel
G: X=(X1,....,.Xq) — Y = G(X)

ol
m X; quantités physiques incertaines — modélisées comme v.a. X; ~ f; ol la loi est
elle-mé&me incertaine,
m Y variable de décision sur laquelle on met une quantité d'intérét (Qol), souvent
quantile g, ou superquantile Q,

Pour traiter I'incertitude, on “perturbe” les f; et on étudie I'impact sur g,(Y)
fi—fis = qu(Y) = au(Y")

Questions:
Comment perturber les f; ?
Comment quantifier I'impact de cette perturbation en sortie ?
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Le code industriel en question

Le code CATHARE permet de faire des études de siireté pour EDF. C'est un code

thermohydraulique systéme qui simule un accident de perte de réfrigérant primaire dans
la cuve est calcule I'évolution de la température de gaine

Walls made of
concrete and

)
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Time grid (s)

Source: thése de Alvaro ROLLON DE PINEDO

4/21



Analyse de robustesse pour CATHARE

Voici a quoi on peut s'attendre en analyse de robustesse (AR)
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Figure: Evolution en fonction de § du min et max de l'indice de robustesse S; sur A;s pour
CATHARE2

Source: C. Gauchy et al., 2022 5/21



Comment les lois initiales sont perturbées 7

D'aprés [GSSI22], les lois f; sont perturbées dans une famille paramétrique
Pi = {fin}oco, qui la contient. La famille P; est munie de la métrique d’information
de Fisher (FIM)

(1) a8 = Ex~fy [Oa log fig(X)0p log fig(X)]
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1 . .
d,'(f,'@, f,‘gl) ;= inf {/ /gt(et,Qt) dt ‘ (Ht)t relie 6 a 0/ dans @,}
0

C'est la “longueur du plus court chemin” dans P;.
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de Fisher (FIM)

(f9)a,p = Ex~f, [Oa log fig(X)03 log fig(X)]
qui induit la distance de Fisher-Rao d; sur P;

1 . .
d,'(f,'@, f;gl) ‘= inf {/ Igt(et,gt) dt ‘ (Ht)t relie 8 a 0/ dans @,}
0

C'est la “longueur du plus court chemin” dans P;. Cette distance est

m intrinséque a la famille P;,
m invariante par reparamétrisation,
m comparable sur différentes familles — inégalité de Cramér-Rao,

m manipulable algorithmiquement
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Comment les lois initiales sont perturbées 7

Les lois perturbées a niveau ¢ sont définies a travers cette distance
fis est une J—perturbation de f; < d;(f;,fi5) =0

Pour 6 > 0 fixé, on note A;5 la collection des d-perturbations, c'est la sphére de
Fisher-Rao centrée en f; de rayon §
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Quantification de |'impact en sortie (PLI)

L'impact sur g,(Y’) d'une perturbation de f; est étudié a travers un indice de
robustesse: pour chaque X;

(Fy = BY?)
Sl(f;5)_ QQ(Y) 1)

ol

m g, (V) est le quantile de la sortie G(X, ..., Xy) ol seule X; ~ f; est perturbé
en X ~ fis,

m g.(Y) est le quantile de la sortie pour entrées non-perturbées
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Quantification de |'impact en sortie (PLI)

L'impact sur g,(Y’) d'une perturbation de f; est étudié a travers un indice de
robustesse: pour chaque X;

_ qa(yi(i) B
(YY)

Si(fis)

ou
m g, (V) est le quantile de la sortie G(X, ..., Xy) ol seule X; ~ f; est perturbé
en X ~ fis,

m g.(Y) est le quantile de la sortie pour entrées non-perturbées

C'est bien un indice de robustesse du quantile car pour une perturbation f; — f5
m si S; proche de 0, alors qa(Y"‘S) ~ go(Y) c-a-d le quantile est robuste
m si S; grand (+), alors g, (Y™0) > g.(Y),
m si S; petit (=), alors g, (Y?) < g.(Y)

8/21



Formulation du probléme d'optimisation

L'indice de robustesse S; est fonction de f;5

qa( Yi5)

a.(Y) !

S;: fis € Pi—>
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Formulation du probléme d'optimisation

L'indice de robustesse S; est fonction de f;5

qa( Yi(5)
ga(Y)

Pour § > 0 fixé, on cherche la variation extréme de S; sur A5 c-a-d

Si:fis € Pir— -1

S = mm Si(fis) et S = max 5i(fis) (%)

IO EA f§ €A15

Ceci est un probléme d'optimisation riemannienne
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Formulation du probléme d'optimisation

L'indice de robustesse S; est fonction de f;5

qa(yié) B
ga(Y)

Pour § > 0 fixé, on cherche la variation extréme de S; sur A5 c-a-d

S;: fis € Pi—> 1

Sis :fmin Si(fis) et Sl."g = max S;(fis) (%)

is ENis fis€Nis
Ceci est un probléme d'optimisation riemannienne
On va donc regarder pour chaque /, comment les courbes
— +
0— S5 et o 55

évoluent en fonction du niveau de perturbation ¢
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Résumé

Ce qu'il faut retenir pour la suite:

m On perturbe les f; selon la distance de Fisher-Rao d; sur P;,

m |'impact sur la sortie est quantifié par I'indice de robustesse S;,
m ) > 0 est le niveau de perturbation,
[

S; est une fonction sur P; A optimiser sur les sphéres pour d; dans P;
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II. ILLUSTRATION DE LA METHODE DE PERTURBATION ET
CAS JOUET
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Algorithme de perturbation de densité

Pour perturber une densité fy, dans une famille P = {fy}gco a niveau o
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Algorithme de perturbation de densité

Pour perturber une densité fy, dans une famille P = {fy}gco a niveau o

choisir K directions vi,...,vx de norme () partant de 6y dans ©

suivre ces directions le long d’un segment rectiligne (pour la
métrique de Fisher) pour une unité de temps

rassembler les K points d’arrivée 60,,,...,0,, € © qui paramétrent
les densités perturbées de fy,

C'est un algorithme d'approximation de la sphére de Fisher-Rao As(fy,) centrée en fy,
de rayon ¢
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[llustration de |'algorithme précédent

On considére la famille gamma donnée par les densités

BY a1 —px
f'—(aﬂ)(X) = mx le A 1X>07 Oé,ﬁ >0

alpha

Sphére centrée en '(2,1) de rayon § = 0.5 d-perturbations de (2,1) dans la famille gamma

Figure: Sphére de Fisher-Rao et perturbations dans la famille gamma
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[llustration de |'algorithme précédent

Dans la famille béta de densité

F(a + B) on—l

fla,8)(X) = ()T (5) (1-x)"Mpy, aB>0

beta

alpha 0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Sphére centrée en (1,1) de rayon § = 0.2 d-perturbations de ([0, 1]) dans la famille beta

Figure: Sphére de Fisher-Rao et perturbations dans la famille béta
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[[lustrations

Pour les gaussiennes tronquées {qgp}gco sur [a, b] ou

— fp.0) 1
o) = 75 PR L L
Ja Ty ax
o
-2.0 -15 -1.0 =05 0‘.10 0.5 1.0 15 2.0
Sphére centrée en N(0, 1) tronquée (§ = 0.4) Perturbations de A/(0,1) tronquée (§ = 0.4)

Figure: Famille des gaussiennes tronquées sur [—2, 2] 14/21



[[lustrations

La famille normale et la famille log-normale ont la méme FIM dans le cas usuel et
tronqué.

[} 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Perturbations (6 = 0.3) de log N(0,1) Perturbations (6 = 0.3) de log Njo.2,5(0, 1)

Figure: Perturbations de la log-normal dans le cas usuel et tronqué
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Cas jouet: analyse de robustesse

Analyse de robustesse du modéle crue

—0.6
Zy—Z
B _ 0.6 Zm__ v

On va résoudre pour i € {K,Q,Zn, Z,} et 6 € {0.1,0.2,...,1}
in Si(fis) et Si(f
min, o) et max Sillin) (o4
La loi initiale des entrées de G:
m K ~ Ns,001(30,7.5%),
] Q ~ Gumb[0,3000](1013, 558)
m Zy ~ Triang(sy s6)(55)
m Z, ~ Triangsg 51)(50)

Source: http://openturns.github.io/openturns/latest/usecases/use case_ flood _model.html
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Cas jouet: analyse de robustesse

- S’Zﬁ T 5‘2:6
0.4 - =
— S5 === 505
— Sz.5 -~ S7.s
o 021 Sz T She -
N S =
x I e
= P
0.0] &E=S===-o-o-o-oos
°
c
©
»d
0
-0.2
=Y
E{
-0.4
-0.6
0.0 0.2 0.4

Figure: Evolution de la

6

0.6 0.8 1.0

valeur min et max de S; sur la sphere A;s en fonction de ¢
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I1l. INTERVALLE DE CONFIANCE NON-ASYMPTOTIQUE POUR
UN QUANTILE
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Rappel de l'indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Rappelons l'indice de robustesse pour le quantile

«
On a un échantillon {Y; = G(X),..., Y, = G(X")} de la sortie non perturbée, on
utilise
m le quantile empirique pour estimer g,

m |'échantillonnage par importance (IS) pour estimer g, s
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Rappelons l'indice de robustesse pour le quantile

«
On a un échantillon {Y; = G(X),..., Y, = G(X")} de la sortie non perturbée, on
utilise
m le quantile empirique pour estimer g,

m |'échantillonnage par importance (IS) pour estimer g, s

Pour g,: on pose

do = Y{nal)
ot Y(1),- ., Y(n) est I'échantillon ordonné et [na] est la partie entiere de na
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Rappel de l'indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Pour q,.;5: on doit réutiliser I'echantillon {Y; = G(X!),..., Y, = G(X")}, donc on
estime d'abord la f.d.r. I/:\yié par IS
Fyis(t) = 1 Z Li(X)1y <,
S Li(X]) 2 T

ol L; = T‘S est le rapport de vraisemblance et on pose

Gois = inf{t € R | Fyis(t) > a}
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Rappel de l'indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Pour q,.;5: on doit réutiliser I'echantillon {Y; = G(X!),..., Y, = G(X")}, donc on
estime d'abord la f.d.r. I/:\yié par IS
1 n

Fyis(t) = m Z Li(X})1y<e

ol L; = T‘S est le rapport de vraisemblance et on pose

Gois = inf{t € R | Fyis(t) > a}

Intervalle de confiance: le TCL est vérifié pour g, et g, ;s [Gly96, GSSI22]

\/H(aoz - q(y) — N(O, 02) et \/E(aa,/ﬂ - Qa,ié) — N(O7UI'25)7

2 E[L(Xi)z(lYSqa,;& 70‘)2]
§

2 _ o(l-a)
= et o
! F;/i(i(qu,ié)z

ou o
F{/(Q(x)z
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Intervalle non-asymptotique pour un quantile

Pour g.: on utilise la méthode de Wilks,
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Intervalle non-asymptotique pour un quantile

Pour g.: on utilise la méthode de Wilks,

Pour g, js: on démontre

Proposition

Si le rapport de vraisemblance L; est majoré par 3, alors pour tout n > 1 et £ > 0

—2n€?

2
P(aa_(g+5),;5 < Ga,is < 5a+£+a,i5> >1- 2Zexp 7 |
k=1 52 (1 + =5+ 5)

ol v € N* est un paramétre a choisir et € = %

Les bornes de l'intervalle de confiance sont dans { Y1, ..., Y} U{£oo}, I'échantillon de
départ.
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Intervalle non-asymptotique pour le quantile perturbée

On estime un quantile de u = N(0,1) avec Y1,..., Y, ~ o = Lap(0,1), on a
<< o

m L= :TZ) est connue et sup,cg L = \/ge_o'5 = f
Pour la médiane qo5(N(0,1)) =0, on a

€=005 | ¢=001 | £=0.005
n~13x103 [ n~3.0x10* | n~1.2x10°
[-0.21,0.10] | [-0.05,0.04] | [-0.03,0.04]

Table: Intervalle NA a 95% pour la médiane de N(0,1) (pour v = 100)
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Intervalle non-asymptotique pour le quantile perturbée

On estime un quantile de u = N(0,1) avec Y1,..., Y, ~ o = Lap(0,1), on a
<< o

m L= :TZ) est connue et sup,cg L = \/ge_o'5 = f
Pour un quantile extréme ¢o.95(N(0,1)) ~ 1.645, on a

€=005 | ¢=001 | £=0.005
n~13x103 [ n~3.0x10%* | n~1.2x10°
[1.23, +oof [1.50,1.90] [1.51,1.80]

Table: Intervalle NA a 95% pour un quantile extréme de N'(0,1) (pour v = 100)
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Pour la suite

Travaux effectués:
illustration de la méthode de perturbation,
prise en compte de la troncature,

Intervalle non-asymptotique pour quantile perturbé — en cours

21/21



Pour la suite

Travaux effectués:
illustration de la méthode de perturbation,
prise en compte de la troncature,

Intervalle non-asymptotique pour quantile perturbé — en cours

Les travaux qu'il faudra aborder
les algorithmes d'optimisation adapter au probléme (%),
le cas de dépendence des entrées (Xi, ..., Xy),
choix du rayon maximal dax pour la contrainte A;s

complétude des familles P; = les sphéres A;5 sont compactes — existence
de solutions de (x)
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Merci pour votre attention |

25 /21



|. Algorithmes d’optimisation

Pour la méthode RA, on veut résoudre

min S(fp),

ou S(fy) est le Qol en sortie (ou son estimateur) et A est une boule géodésique P. Un
algorithme brute force est utilisé en discrétisant A.

Si le Qol est un superquantile Qu(Y?) :==E[Y?|Y? > g,(Y?)], le probléme précédent

équivaut a
fe(X)]
foo (X))

ol i, est la fonction “pinball loss”, dii a [BFP09]. Ce probléme peut &tre résolu a I'aide
d’algorithmes d'optimisation stochastiques [Bon13].

i Ex~ 2(X
(a,fgn)]é?%xA X~Too [Ia( )
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II. Dépendence des entrées du code

Si les variables d'entrée sont supposées indépendantes, la méthode de perturbation des
densités doit étre aussi effectuée de maniére indépendante, ce qui était le cas dans
[GSSI22, IVL22] et [KBC'24]. Ceci suppose que le méme niveau de perturbation § est
comparable dans différentes familles paramétriques c-a-d une perturbation § > 0 a-t-elle
le méme “sens” dans, par exemple, la famille gaussienne et beta

{N(1:0)} o) and {B(a, B)}ap>0 7

Par ailleurs, les entrées dépendentes sont plus pertinents en pratique. Faire de la
robustesse dans ce cas nécessite de perturber la loi de probabilité jointe des
(Xi,...,Xq). Ceci pose plusieurs questions, notamment: faut-il modifier ou pas la
structure de dépendence des entrées ?
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[11. Choix du niveau de perturbation maximal |

La contrainte du probléme

fr;qg/rciS(fb) and g‘iealés(fb) (),

est donnée par A; C P; = {fig}gco,;, ot P; est une famille paramétrique
On veut savoir a I'avance comment déterminer le rayon §
N:={feP : d(f,f;)<do} ?

Si 0 est trop petit, résoudre (x) ne permet pas de prover la robustesse de G. Au
contraire, si 0 est trop grand (méme 6 = oo i.e. Aj = P;), probléme (x) devient plus
difficile qu'il ne devrait |'étre
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[I1. Choix du niveau de perturbation maximal Il

La loi f;, déterminée de maniére expérimentale, n'est pas forcément la vrai loi de X;.
On veut donc trouver une région de confiance (sous forme de boule) centrée en f; et qui
contiendrai la vrai loi de X;

Notons f; g, et fj g, la vrai loi et la loi f; de X;. Supposons que f; 5, est obtenue comme
EMV de f; g, étant donnée Zy,...,2Zy, ~ fig, iid

b0 = O € argmaxz log i 9(Z;)

06@; j:1

On a la convergence suivante [Kas89]
7 \2 2 2
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[I1. Choix du niveau de perturbation maximal Il

Si en prend §; max tel que P(Xgim(P,-) > (51.27max) = 0.05, on peut garantir que, pour m
grand, la vraie distribution f; 5, est dans la boule géodésique

vm

avec probabilité 0.95, on peut donc prendre A; := B; comme contrainte pour (%)

51' max
B,' = {fEPi : d,(f,f;é\m)g ’ }
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V. Complétude des familles exponentielles |

On commence avec la remarque suivante : si la contrainte A; est compacte, alors (x)
admet une solution. On veut donc savoir a I'avance si A C P sont compacte ou pas.
Par le théoreme de Hopf-Rinow [DCFF92], on a

les boules fermées A sont compactes < (P, d) est complet
On s'intéresse aux familles exponentielles P = {fy }gco définies par
fo(x) =<' Y0 xecR™ geO,

contre une mesure de référence 4, ot 1(0) := log E¢, [eX?] est la fonction
log-partition. On sait que la FIM de P est donnée par la Hessienne V21). On cherche
des CNS sur ¢ pour que (P, V?1)) soit complet
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IV. Complétude des familles exponentielles |l

Un théoréme de [Dem97] dit qu'une variété (M, g) est compléte ssi il existe une
exhaustion lisse ¢ : M — R de différentielle bornée

[dplg < 1.
En applicant cela a g = V21, on obtient la condition suivante sur (P, V21))
Vel - V2 Vo <1,
pour une exhaustion ¢ sur P

Si on prend ¢ = 1), on obtient une condition suiffissante pour la complétude donnée par
I'exhaustivité de 1/ et la bornitude de dv) pour la métrique V21). Or cette condition
n'est méme pas vérifiée pour la famille des gaussiennes
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Procédure d'obtention des IC NA pour quantile

Puisque g, est défini grace a F,
go ;= inf{t e R | F,(t) > a},
on procéde en trois étapes:
d'abord on construit un IC ponctuel F,(t) pour tout t, c-a-d
VteR, P(A; <F.(t) < A) >1—eny,
ensuite on démontre qu'on peut toujours le rendre uniforme

P (ﬂ {X; < Fu(t) < Xf}) >1-é&,

teR

enfin on passe a I'inverse généralisé pour obtenir un IC pour le quantile g,

P(gy < (1) < qf) > 1— &,

33/21



V. Intervalle de confiance

Etape 1: on a regardé le papier [CD18] en premier lieu: pour t € R fixé, s > 0 et
n=eX+s ona
~ 2 F.(t
P (rFu(t) NACE 1”) <2,
— Cs

ot K = D(u|po) et €5 est donné par

1/2
€s = (e5/4 + \/IP’YN“(Iog L(Y)> K+ s/2)> .
Or, méme quand p = po, on a un niveau de confiance pour F,(t) de
1-2e,=1-2e5/8=1-_2n"Y8,
donc pour un niveau de confiance de 1 — 2n~1/8 = 0.95, il faut n ~ 6.5 x 1012 |
On compte améliorer cela en supposant que le rapport de vraisemblance L = j—/ﬁ‘o est

borné
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V. Intervalle de confiance

Etape 2: on montre que si on a un intervalle ponctuel
VeeR, P\ < Fu(t) <AY) >1—eny,
on peut toujours le rendre uniforme

Proposition

Sit— )\f,, sont croissantes alors en choisissant b, € N*, n>1, on a
by
= = 4
P (ﬂ {Xen—an < Fu(t) <A, + a,,}) >P <ﬂ {Ngn < Fult) < Atk,,,})
teR k=1
ol ap = ﬁ, t] <...< tp, sont des quantiles de p.

La preuve s'inspire de [DGG20]. Le nouvel intervalle uniforme est défini par
/\f,, = )\ti’,, + a, et le niveau de confiance par &, := bpe,
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V. Intervalle de confiance

Etape 3: on suppose que I'on a un intervalle uniforme pour F,

P <ﬂ {7\; < Fu(t) < Xj}) >1-¢,

teR

On note ¢ := (S\i)<_1>(5¢) I'inverse généralisé de t — 5@%,, évalué en @. On montre
que

P(qgéqaéqi)zﬁ” () {9z <ga<ai} —]P’<ﬂ{>\ < Fu(t) < })

a€(0,1) teR
2 1- gn
puisque on a |'égalité

N {Xt‘ < Fu(t) < X?} () {92 <galw)<dai},
teR a€(0,1)

car F< G — GV < FD
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VI. Famille des gaussiennes tronquées: complétude

On note d la distance FR sur J\f[_Ll], on a le résultat suivant

Proposition

L'espace (N|_1,1), d) n'est pas complet. De plus, si on note U := {Uy }ker la famille a
un paramétre des densités

e kx

A =T o

111

alors la distance d se prolonge continuellement sur Nj_1 1) UU.
Conjecture: Le complété de (N|_y 1}, d) est donné par
N v,

muni de la métrique prolongée
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VII. Intervalle de confiance asymptotique

On sait que, sous certaines hypothéses, on a le TCL suivant
\/E(/q\a - qa) — N(O’ Ugo)?

Ey g [LOYP2(Ly<ga —0)?]

N 2 _
ot Ooe = F7(qa)

(voir [GSSI22])

Illustration: on prend u = N(0,1) et po = Lap(0,1)
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Figure: Distribution empirique de g? pour n = 1000 et o = 0.95 (m = 10° rééchantillonnage).

La vraie valeur du quantile est gg.o5(1) ~ 1.6448 (en rouge) 38/21



VIII. Un résultat théorique

Les familles de translation-dilatation (location-scale) sont définies pour une densité
initiale p : R — (0, 00) a support R et

ot § = (m,s) € Rx]0,4o0[

Proposition

La FIM pour une telle famille est donnée par ly = [a/ s 9/ 51 ot «, 8,7 ne
0 ,.)//52 /8/52 ) y 05

dépendent que de p et pas de §. Il existe de plus une reparameterisation P! By telle que

111 0]\ oo
o=rosr (G o 1)) Pl
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X. Information de Fisher est préservée

Pour {Py}gco famille sur X', h: X — Y une application bijective et B C Y on a le
diagramme suivant

(X, Py) =28 (X, P
l hy l hy
(V. Ry) ™22 (¥, Rf)
ou
m Ry := hy Py la loi poussée,

m P/ la version tronquée de Py sur A:= h"1(B) C X,
m RP la version tronquée de Ry sur B C Y

Proposition

La matrice de Fisher est préservée par les fléches verticales.

Ceci reste vrai pour h une statistique suffisante
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XI. Algorithme d’optimisation

choisir K vecteurs tangent vy, ..., vk a fp, dans P t.q. |vi| =0,
résoudre |'équation des géodésiques K fois en 7; € ©

Ak 4 Z Y547 =0, pour tout k =1,...,dim(P)
1<i j<dim(P)

avec Cl yg = 6 et 49 = vy, pour £ € {1,..., K}, ol [ sont les symboles de
Christoffel (coefficients dans I'EDO) définis par

Z g (g 8gj/ _ Ogij
OxJ 8xi ox!' )’

en notant 9,, la solution approchée, les densités perturbées auront pour
paramétres
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Quelques densités perturbées

0.6
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0.2

0.1

0.0

Perturbations de A/(0,1) pour § = 0.5 Perturbations de Gumb(0, 1) pour § = 0.5

Figure: Perturbations dans deux familles différentes
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Quelques densités perturbées

0.8
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02

0.0
-15 -1.0 -0.5 0.0 05 10 15

o0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Densité triangulaire sur [—1,1] perturbée a niveau Perturbation de la loi exponentielle £(1), pour § =
6=05 0.5

Figure: Perturbations dans deux familles & un paramétre
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Quelques densités perturbées
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Perturbations (6 = 0.5) de A(0,1) tronquée sur Perturbations (§ = 0.5) de la Gumbel (0,1) tron-
[-2,2] quée sur [—2,2]

Figure: Perturbations de densités tronquées
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