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Introduction

Étudier la robustesse d’un code industriel

G : X = (X1, . . . ,Xd) 7−→ Y = G (X )

où
Xi quantités physiques incertaines → modélisées comme v.a. Xi ∼ fi où la loi est
elle-même incertaine,

Y variable de décision sur laquelle on met une quantité d’intérêt (QoI), souvent
quantile qα ou superquantile Qα

Pour traiter l’incertitude, on “perturbe” les fi et on étudie l’impact sur qα(Y )

fi → fiδ =⇒ qα(Y ) → qα(Y
iδ)

Questions:
1 Comment perturber les fi ?
2 Comment quantifier l’impact de cette perturbation en sortie ?
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Le code industriel en question

Le code CATHARE permet de faire des études de sûreté pour EDF. C’est un code
thermohydraulique système qui simule un accident de perte de réfrigérant primaire dans
la cuve est calcule l’évolution de la température de gaine

Source: thèse de Álvaro ROLLÓN DE PINEDO
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Analyse de robustesse pour CATHARE

Voici à quoi on peut s’attendre en analyse de robustesse (AR)

Figure: Evolution en fonction de δ du min et max de l’indice de robustesse Si sur Λiδ pour
CATHARE2

Source: C. Gauchy et al., 2022 5 / 21



Comment les lois initiales sont perturbées ?

D’après [GSSI22], les lois fi sont perturbées dans une famille paramétrique
Pi = {fiθ}θ∈Θi

qui la contient. La famille Pi est munie de la métrique d’information
de Fisher (FIM)

(Iθ)α,β = EX∼fiθ

[
∂α log fiθ(X )∂β log fiθ(X )

]

qui induit la distance de Fisher-Rao di sur Pi

di (fiθ, fiθ′) := inf

{∫ 1

0

√
Iθt (θ̇t , θ̇t) dt

∣∣∣ (θt)t relie θ à θ′ dans Θi

}
C’est la “ longueur du plus court chemin” dans Pi . Cette distance est

intrinsèque à la famille Pi ,
invariante par reparamétrisation,
comparable sur différentes familles → inégalité de Cramér-Rao,
manipulable algorithmiquement
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Comment les lois initiales sont perturbées ?

Les lois perturbées à niveau δ sont définies à travers cette distance

fiδ est une δ−perturbation de fi ⇐⇒ di (fi , fiδ) = δ

Pour δ > 0 fixé, on note Λiδ la collection des δ-perturbations, c’est la sphère de
Fisher-Rao centrée en fi de rayon δ

Famille normale: sphère centrée en (0, 1) de
rayon δ = 0.5

Famille Gumbel: sphère centrée en (0, 1) de
rayon δ = 0.5
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Quantification de l’impact en sortie (PLI)

L’impact sur qα(Y ) d’une perturbation de fi est étudié à travers un indice de
robustesse: pour chaque Xi

Si (fiδ) =
qα(Y

iδ)

qα(Y )
− 1,

où
qα(Y

iδ) est le quantile de la sortie G (X1, . . . ,Xd) où seule Xi ∼ fi est perturbé
en Xi ∼ fiδ,
qα(Y ) est le quantile de la sortie pour entrées non-perturbées

C’est bien un indice de robustesse du quantile car pour une perturbation fi → fiδ

si Si proche de 0, alors qα(Y
iδ) ≈ qα(Y ) c-à-d le quantile est robuste

si Si grand (+), alors qα(Y
iδ) ≫ qα(Y ),

si Si petit (−), alors qα(Y
iδ) ≪ qα(Y )
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Formulation du problème d’optimisation

L’indice de robustesse Si est fonction de fiδ

Si : fiδ ∈ Pi 7−→
qα(Y

iδ)

qα(Y )
− 1

Pour δ > 0 fixé, on cherche la variation extrême de Si sur Λiδ c-à-d

S−
iδ = min

fiδ∈Λiδ

Si (fiδ) et S+
iδ = max

fiδ∈Λiδ

Si (fiδ) (⋆)

Ceci est un problème d’optimisation riemannienne

On va donc regarder pour chaque i , comment les courbes

δ 7→ S−
iδ et δ 7→ S+

iδ

évoluent en fonction du niveau de perturbation δ
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Résumé

Ce qu’il faut retenir pour la suite:
On perturbe les fi selon la distance de Fisher-Rao di sur Pi ,
l’impact sur la sortie est quantifié par l’indice de robustesse Si ,
δ > 0 est le niveau de perturbation,
Si est une fonction sur Pi à optimiser sur les sphères pour di dans Pi

10 / 21



II. ILLUSTRATION DE LA MÉTHODE DE PERTURBATION ET
CAS JOUET
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Algorithme de perturbation de densité

Pour perturber une densité fθ0 dans une famille P = {fθ}θ∈Θ à niveau δ

1 choisir K directions v1, ..., vK de norme δ partant de θ0 dans Θ

2 suivre ces directions le long d’un segment rectiligne (pour la
métrique de Fisher) pour une unité de temps

3 rassembler les K points d’arrivée θv1 , . . . , θvK ∈ Θ qui paramètrent
les densités perturbées de fθ0

C’est un algorithme d’approximation de la sphère de Fisher-Rao Λδ(fθ0) centrée en fθ0
de rayon δ
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Illustration de l’algorithme précédent

On considère la famille gamma donnée par les densités

f(α,β)(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx1x>0, α, β > 0

Sphère centrée en Γ(2, 1) de rayon δ = 0.5 δ-perturbations de Γ(2, 1) dans la famille gamma

Figure: Sphère de Fisher-Rao et perturbations dans la famille gamma
13 / 21



Illustration de l’algorithme précédent

Dans la famille bêta de densité

f(α,β)(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1 − x)β−11[0,1], α, β > 0

Sphère centrée en (1, 1) de rayon δ = 0.2 δ-perturbations de U([0, 1]) dans la famille beta

Figure: Sphère de Fisher-Rao et perturbations dans la famille bêta
13 / 21



Illustrations

Pour les gaussiennes tronquées {qθ}θ∈Θ sur [a, b] où

q(µ,σ) :=
f(µ,σ)∫ b

a f(µ,σ)dx
1[a,b],

Sphère centrée en N (0, 1) tronquée (δ = 0.4) Perturbations de N (0, 1) tronquée (δ = 0.4)

Figure: Famille des gaussiennes tronquées sur [−2, 2] 14 / 21



Illustrations

La famille normale et la famille log-normale ont la même FIM dans le cas usuel et
tronqué.

Perturbations (δ = 0.3) de logN (0, 1) Perturbations (δ = 0.3) de logN[0.2,5](0, 1)

Figure: Perturbations de la log-normal dans le cas usuel et tronqué
14 / 21



Cas jouet: analyse de robustesse

Analyse de robustesse du modèle crue

H := G (K ,Q,Zm,Zv ) = Q0.6

(
300K

√
Zm − Zv

5000

)−0.6

,

On va résoudre pour i ∈ {K ,Q,Zm,Zv} et δ ∈ {0.1, 0.2, . . . , 1}
min

fiδ∈Λiδ

Ŝi (fiδ) et max
fiδ∈Λiδ

Ŝi (fiδ) (⋆⋆)

La loi initiale des entrées de G :
K ∼ N[15,90](30, 7.52),

Q ∼ Gumb[0,3000](1013, 558)
Zm ∼ Triang[54,56](55)
Zv ∼ Triang[49,51](50)

Source: http://openturns.github.io/openturns/latest/usecases/use_case_flood_model.html
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Cas jouet: analyse de robustesse

Figure: Evolution de la valeur min et max de Ŝi sur la sphere Λiδ en fonction de δ
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III. INTERVALLE DE CONFIANCE NON-ASYMPTOTIQUE POUR
UN QUANTILE
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Rappel de l’indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Rappelons l’indice de robustesse pour le quantile

Si (fiδ) =
qα,iδ
qα

− 1

On a un échantillon {Y1 = G (X1), . . . ,Yn = G (Xn)} de la sortie non perturbée, on
utilise

le quantile empirique pour estimer qα
l’échantillonnage par importance (IS) pour estimer qα,iδ

Pour qα: on pose
q̂α = Y([nα])

où Y(1), . . . ,Y(n) est l’échantillon ordonné et [nα] est la partie entière de nα
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Rappel de l’indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Pour qα,iδ: on doit réutiliser l’échantillon {Y1 = G (X1), . . . ,Yn = G (Xn)}, donc on

estime d’abord la f.d.r. F̂Y iδ par IS

F̂Y iδ(t) =
1∑n

j=1 Li (X
j
i )

n∑
j=1

Li (X
j
i )1Yj≤t

où Li =
fiδ
fi

est le rapport de vraisemblance et on pose

q̂α,iδ = inf{t ∈ R | F̂Y iδ(t) ≥ α}

Intervalle de confiance: le TCL est vérifié pour q̂α et q̂α,iδ [Gly96, GSSI22]

√
n
(
q̂α − qα

)
−→ N (0, σ2) et

√
n
(
q̂α,iδ − qα,iδ

)
−→ N (0, σ2

iδ),

où σ2 = α(1−α)
F ′
Y (qα)2

et σ2
iδ =

E
[
L(Xi )

2(1Y≤qα,iδ
−α)2

]
F ′
Y iδ (qα,iδ)2

18 / 21



Rappel de l’indice de robustesse, estimation et intervalle de confiance

Pour qα,iδ: on doit réutiliser l’échantillon {Y1 = G (X1), . . . ,Yn = G (Xn)}, donc on

estime d’abord la f.d.r. F̂Y iδ par IS

F̂Y iδ(t) =
1∑n

j=1 Li (X
j
i )

n∑
j=1

Li (X
j
i )1Yj≤t

où Li =
fiδ
fi

est le rapport de vraisemblance et on pose

q̂α,iδ = inf{t ∈ R | F̂Y iδ(t) ≥ α}

Intervalle de confiance: le TCL est vérifié pour q̂α et q̂α,iδ [Gly96, GSSI22]

√
n
(
q̂α − qα

)
−→ N (0, σ2) et

√
n
(
q̂α,iδ − qα,iδ

)
−→ N (0, σ2

iδ),

où σ2 = α(1−α)
F ′
Y (qα)2

et σ2
iδ =

E
[
L(Xi )

2(1Y≤qα,iδ
−α)2

]
F ′
Y iδ (qα,iδ)2

18 / 21



Intervalle non-asymptotique pour un quantile

Pour qα: on utilise la méthode de Wilks,

Pour qα,iδ: on démontre

Proposition

Si le rapport de vraisemblance Li est majoré par β, alors pour tout n ≥ 1 et ξ > 0

P
(
q̂α−(ξ+ε),iδ ≤ qα,iδ ≤ q̂α+ξ+ε,iδ

)
≥ 1 − 2

γ∑
k=1

exp

 −2nξ2

β2
(
1 + k

γ+1 + ξ
)2

 ,

où γ ∈ N∗ est un paramètre à choisir et ε = 1
γ+1 .

Les bornes de l’intervalle de confiance sont dans {Y1, . . . ,Yn} ∪ {±∞}, l’échantillon de
départ.

19 / 21
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Intervalle non-asymptotique pour le quantile perturbée

On estime un quantile de µ = N (0, 1) avec Y1, . . . ,Yn ∼ µ0 = Lap(0, 1), on a
µ≪ µ0

L := dµ
dµ0

est connue et supx∈R L =
√

2
π e

−0.5 =: β

Pour la médiane q0.5(N (0, 1)) = 0, on a

ξ = 0.05 ξ = 0.01 ξ = 0.005
n ≈ 1.3 × 103 n ≈ 3.0 × 104 n ≈ 1.2 × 105

[−0.21, 0.10] [−0.05, 0.04] [−0.03, 0.04]

Table: Intervalle NA à 95% pour la médiane de N (0, 1) (pour γ = 100)
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On estime un quantile de µ = N (0, 1) avec Y1, . . . ,Yn ∼ µ0 = Lap(0, 1), on a
µ≪ µ0

L := dµ
dµ0

est connue et supx∈R L =
√

2
π e

−0.5 =: β

Pour un quantile extrême q0.95(N (0, 1)) ≈ 1.645, on a

ξ = 0.05 ξ = 0.01 ξ = 0.005
n ≈ 1.3 × 103 n ≈ 3.0 × 104 n ≈ 1.2 × 105

[1.23,+∞[ [1.50, 1.90] [1.51, 1.80]

Table: Intervalle NA à 95% pour un quantile extrême de N (0, 1) (pour γ = 100)
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Pour la suite

Travaux effectués:
1 illustration de la méthode de perturbation,
2 prise en compte de la troncature,
3 Intervalle non-asymptotique pour quantile perturbé → en cours

Les travaux qu’il faudra aborder
1 les algorithmes d’optimisation adapter au problème (⋆),
2 le cas de dépendence des entrées (X1, . . . ,Xd),
3 choix du rayon maximal δmax pour la contrainte Λiδ

4 complétude des familles Pi =⇒ les sphères Λiδ sont compactes =⇒ existence
de solutions de (⋆)
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I. Algorithmes d’optimisation

Pour la méthode RA, on veut résoudre

min
fθ∈Λ

S(fθ),

où S(fθ) est le QoI en sortie (ou son estimateur) et Λ est une boule géodésique P. Un
algorithme brute force est utilisé en discrétisant Λ.

Si le QoI est un superquantile Qα(Y
θ) := E

[
Y θ|Y θ ≥ qα(Y

θ)
]
, le problème précédent

équivaut à

min
(a,fθ)∈R×Λ

EX∼fθ0

[
ia(X )

fθ(X )

fθ0(X )

]
,

où ia est la fonction “pinball loss”, dû à [BFP09]. Ce problème peut être résolu à l’aide
d’algorithmes d’optimisation stochastiques [Bon13].

26 / 21



II. Dépendence des entrées du code

Si les variables d’entrée sont supposées indépendantes, la méthode de perturbation des
densités doit être aussi effectuée de manière indépendante, ce qui était le cas dans
[GSSI22, IVL22] et [KBC+24]. Ceci suppose que le même niveau de perturbation δ est
comparable dans différentes familles paramétriques c-à-d une perturbation δ > 0 a-t-elle
le même “sens” dans, par exemple, la famille gaussienne et beta

{N (µ, σ2)}(µ,σ) and {B(α, β)}α,β>0 ?

Par ailleurs, les entrées dépendentes sont plus pertinents en pratique. Faire de la
robustesse dans ce cas nécessite de perturber la loi de probabilité jointe des
(X1, . . . ,Xd). Ceci pose plusieurs questions, notamment: faut-il modifier ou pas la
structure de dépendence des entrées ?
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III. Choix du niveau de perturbation maximal I

La contrainte du problème

min
fθ∈Λi

S(fθ) and max
fθ∈Λi

S(fθ) (⋆),

est donnée par Λi ⊂ Pi = {fi ,θ}θ∈Θi
, où Pi est une famille paramétrique

On veut savoir à l’avance comment déterminer le rayon δ

Λi := {f ∈ P : di (f , fi ) ≤ δ} ?

Si δ est trop petit, résoudre (⋆) ne permet pas de prover la robustesse de G . Au
contraire, si δ est trop grand (même δ = ∞ i.e. Λi = Pi ), problème (⋆) devient plus
difficile qu’il ne devrait l’être

28 / 21



III. Choix du niveau de perturbation maximal II

La loi fi , déterminée de manière expérimentale, n’est pas forcément la vrai loi de Xi .
On veut donc trouver une région de confiance (sous forme de boule) centrée en fi et qui
contiendrai la vrai loi de Xi

Notons fi ,θ∗ et fi ,θ0 la vrai loi et la loi fi de Xi . Supposons que fi ,θ0 est obtenue comme
EMV de fi ,θ∗ étant donnée Z1, . . . ,Zm ∼ fi ,θ∗ iid

θ0 = θ̂m ∈ argmax
θ∈Θi

m∑
j=1

log fi ,θ(Zj)

On a la convergence suivante [Kas89]

P
(
di (θ∗, θ̂m)

2 >
δ2

m

)
−→
m→∞

P
(
χ2
dim(Pi )

> δ2
)
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III. Choix du niveau de perturbation maximal III

Si en prend δi ,max tel que P(χ2
dim(Pi )

> δ2i ,max) = 0.05, on peut garantir que, pour m
grand, la vraie distribution fi ,θ∗ est dans la boule géodésique

Bi :=

{
f ∈ Pi : di (f , fi ,θ̂m) ≤

δi ,max√
m

}
avec probabilité 0.95, on peut donc prendre Λi := Bi comme contrainte pour (⋆)
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IV. Complétude des familles exponentielles I

On commence avec la remarque suivante : si la contrainte Λi est compacte, alors (⋆)
admet une solution. On veut donc savoir à l’avance si Λ ⊂ P sont compacte ou pas.
Par le théorème de Hopf-Rinow [DCFF92], on a

les boules fermées Λ sont compactes ⇔ (P, d) est complet

On s’intéresse aux familles exponentielles P = {fθ}θ∈Θ définies par

fθ(x) = ex ·θ−ψ(θ), x ∈ Rm, θ ∈ Θ,

contre une mesure de référence µ, où ψ(θ) := logEfθ

[
eX ·θ] est la fonction

log-partition. On sait que la FIM de P est donnée par la Hessienne ∇2ψ. On cherche
des CNS sur ψ pour que (P,∇2ψ) soit complet
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IV. Complétude des familles exponentielles II

Un théorème de [Dem97] dit qu’une variété (M, g) est complète ssi il existe une
exhaustion lisse φ : M → R de différentielle bornée

|dφ|g ≤ 1.

En applicant cela à g = ∇2ψ, on obtient la condition suivante sur (P,∇2ψ)

∇φ⊺ · ∇2ψ · ∇φ ≤ 1,

pour une exhaustion φ sur P

Si on prend φ = ψ, on obtient une condition suiffissante pour la complétude donnée par
l’exhaustivité de ψ et la bornitude de dψ pour la métrique ∇2ψ. Or cette condition
n’est même pas vérifiée pour la famille des gaussiennes

32 / 21



Procédure d’obtention des IC NA pour quantile

Puisque qα est défini grâce à Fµ

qα := inf{t ∈ R | Fµ(t) ≥ α},

on procède en trois étapes:

1 d’abord on construit un IC ponctuel Fµ(t) pour tout t, c-à-d

∀t ∈ R, P
(
λ−t ≤ Fµ(t) ≤ λ+t

)
≥ 1 − εn,t ,

2 ensuite on démontre qu’on peut toujours le rendre uniforme

P

(⋂
t∈R

{
λ̃−t ≤ Fµ(t) ≤ λ̃+t

})
≥ 1 − ε̃n,

3 enfin on passe à l’inverse généralisé pour obtenir un IC pour le quantile qα

P
(
q−α ≤ qα(µ) ≤ q+α

)
≥ 1 − ε̃n.
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V. Intervalle de confiance

Étape 1: on a regardé le papier [CD18] en premier lieu: pour t ∈ R fixé, s > 0 et
n = eK+s , on a

P

(
|F̂µ(t)− Fµ(t)| ≥

2εs
√
Fµ(t)

1 − εs

)
≤ 2εs ,

où K = D(µ|µ0) et εs est donné par

εs =

(
e−s/4 +

√
PY∼µ(log L(Y ) > K + s/2)

)1/2

.

Or, même quand µ = µ0, on a un niveau de confiance pour Fµ(t) de

1 − 2εs = 1 − 2e−s/8 = 1 − 2n−1/8,

donc pour un niveau de confiance de 1 − 2n−1/8 = 0.95, il faut n ≈ 6.5 × 1012 !

On compte améliorer cela en supposant que le rapport de vraisemblance L = dµ
dµ0

est
borné
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V. Intervalle de confiance

Étape 2: on montre que si on a un intervalle ponctuel

∀t ∈ R, P
(
λ−t ≤ Fµ(t) ≤ λ+t

)
≥ 1 − εn,t ,

on peut toujours le rendre uniforme

Proposition

Si t 7→ λ±t,n sont croissantes alors en choisissant bn ∈ N∗, n ≥ 1, on a

P

(⋂
t∈R

{
λ−t,n − an ≤ Fµ(t) ≤ λ+t,n + an

})
≥ P

(
bn⋂
k=1

{
λ−tk ,n ≤ Fµ(tk) ≤ λ+tk ,n

})

où an := 1
bn+1 , t1 < . . . < tbn sont des quantiles de µ.

La preuve s’inspire de [DGG20]. Le nouvel intervalle uniforme est défini par
λ̃±t,n := λ±t,n ± an et le niveau de confiance par ε̃n := bnεn
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V. Intervalle de confiance

Étape 3: on suppose que l’on a un intervalle uniforme pour Fµ

P

(⋂
t∈R

{
λ̃−t ≤ Fµ(t) ≤ λ̃+t

})
≥ 1 − ε̃n

On note q∓ᾱ :=
(
λ̃±
)⟨−1⟩

(ᾱ) l’inverse généralisé de t 7→ λ̃±t,n évalué en ᾱ. On montre
que

P
(
q−α ≤ qα ≤ q+α

)
≥ P

 ⋂
ᾱ∈(0,1)

{
q−ᾱ ≤ qᾱ ≤ q+ᾱ

} = P

(⋂
t∈R

{λ̃−t ≤ Fµ(t) ≤ λ̃+t }

)
≥ 1 − ε̃n

puisque on a l’égalité⋂
t∈R

{
λ̃−t ≤ Fµ(t) ≤ λ̃+t

}
=

⋂
ᾱ∈(0,1)

{
q−ᾱ ≤ qᾱ(µ) ≤ q+ᾱ

}
,

car F ≤ G ⇐⇒ G ⟨−1⟩ ≤ F ⟨−1⟩
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VI. Famille des gaussiennes tronquées: complétude

On note d la distance FR sur N[−1,1], on a le résultat suivant

Proposition

L’espace (N[−1,1], d) n’est pas complet. De plus, si on note U := {Uk}k∈R la famille à
un paramètre des densités

Uk(x) :=
ekx∫ 1

−1 e
kxdx

1[−1,1],

alors la distance d se prolonge continuellement sur N[−1,1] ∪ U .

Conjecture: Le complété de (N[−1,1], d) est donné par

N[−1,1] ∪ U ,

muni de la métrique prolongée
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VII. Intervalle de confiance asymptotique

On sait que, sous certaines hypothèses, on a le TCL suivant
√
n(q̂α − qα) −→ N (0, σ2

∞),

où σ2
∞ =

EY∼µ0

[
L(Y )2(1Y≤qα−α)2

]
F ′
µ(qα)

2 (voir [GSSI22])

Illustration: on prend µ = N (0, 1) et µ0 = Lap(0, 1)

Figure: Distribution empirique de q̂nα pour n = 1000 et α = 0.95 (m = 105 rééchantillonnage).
La vraie valeur du quantile est q0.95(µ) ≈ 1.6448 (en rouge) 38 / 21



VIII. Un résultat théorique

Les familles de translation-dilatation (location-scale) sont définies pour une densité
initiale p : R → (0,∞) à support R et

pθ(x) =
1
s
p

(
x −m

s

)
,

où θ = (m, s) ∈ R×]0,+∞[

Proposition

La FIM pour une telle famille est donnée par Iθ =
[
α/s2 γ/s2

γ/s2 β/s2

]
, où α, β, γ ne

dépendent que de p et pas de θ. Il existe de plus une reparameterisation P⊺
αβγ telle que

Iθ = Pαβγ ·
(

1
s2

[
1 0
0 1

])
· P⊺

αβγ .
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X. Information de Fisher est préservée

Pour {Pθ}θ∈Θ famille sur X , h : X → Y une application bijective et B ⊂ Y on a le
diagramme suivant

(X ,Pθ) (X ,PA
θ )

(Y,Rθ) (Y,RB
θ )

tr. sur A

h# h#

tr. sur B

où
Rθ := h#Pθ la loi poussée,
PA
θ la version tronquée de Pθ sur A := h−1(B) ⊂ X ,

RB
θ la version tronquée de Rθ sur B ⊂ Y

Proposition

La matrice de Fisher est préservée par les flèches verticales.

Ceci reste vrai pour h une statistique suffisante
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XI. Algorithme d’optimisation

1 choisir K vecteurs tangent v1, ..., vK à fθ0 dans P t.q. |vi | = δ,
2 résoudre l’équation des géodésiques K fois en γt ∈ Θ

γ̈k +
∑

1≤i ,j≤dim(P)

γ̇ i Γ̄kij γ̇
j = 0, pour tout k = 1, . . . , dim(P)

avec CI γ0 = θ0 et γ̇0 = vℓ, pour ℓ ∈ {1, ...,K}, où Γ̄ sont les symboles de
Christoffel (coefficients dans l’EDO) définis par

Γ̄kij =
m∑
l=1

gkl

2

(
∂gil
∂x j

+
∂gjl
∂x i

−
∂gij
∂x l

)
,

3 en notant γ̄vℓ la solution approchée, les densités perturbées auront pour
paramètres

θv1 = γ̄v1(1), . . . , θvK = γ̄vK (1) ∈ Θ
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Quelques densités perturbées

Perturbations de N (0, 1) pour δ = 0.5 Perturbations de Gumb(0, 1) pour δ = 0.5

Figure: Perturbations dans deux familles différentes
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Quelques densités perturbées

Densité triangulaire sur [−1, 1] perturbée à niveau
δ = 0.5

Perturbation de la loi exponentielle E(1), pour δ =

0.5

Figure: Perturbations dans deux familles à un paramètre
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Quelques densités perturbées

Perturbations (δ = 0.5) de N (0, 1) tronquée sur
[−2, 2]

Perturbations (δ = 0.5) de la Gumbel (0, 1) tron-
quée sur [−2, 2]

Figure: Perturbations de densités tronquées
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