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Analyse de sensibilité

On considére un modeéle boite noire Y = f(X), X=(X1,...,Xa) ~ p,
Global sensitivity analysis
Inputs Code Output
X ~ px f:RY - R Y = f(X) e L?

Outil pour quantifier en analyse de sensibilité :

. N B | (B [Y | Xi0)?| = (Bo[Y])®
Indice de Sobol d’ordre 1 = S; = va S/Iz[:(/y‘)x’]) = [( [ Varp]()Y} (Ee[¥1)
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Analyse de sensibilité

On considére un modeéle boite noire Y = f(X), X=(X1,...,Xa) ~ p,
Global sensitivity analysis
Inputs Code Output
X ~ px f:RY 5 R Y = f(X) € L2

Outil pour quantifier en analyse de sensibilité :

. N B | (B [Y | Xi0)?| = (Bo[Y])®
Indice de Sobol d’ordre 1 = S; = va S/Iz[:(/y‘)x’]) = [( [ Varp]()\/} (Ee[¥1)

Obijectifs = Amélioration des méthodes d’estimation de n; = E,, [(IE,L,.[Y | X;])q .
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Analyse de sensibilité : Estimation des indices de Sobol

Méthodes classiques d’estimation :
® Pick-Freeze [1] e Méthode des plus proches voisins [4]
® Methode a noyaux [2] [3] ® Méthode des rangs [5]
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Analyse de sensibilité : Estimation des indices de Sobol

Méthodes classiques d’estimation :
® Pick-Freeze [1] e Méthode des plus proches voisins [4]
® Methode a noyaux [2] [3] e Méthode des rangs [5]
Méthode des rangs :
e On dispose d’un n-échantillon (X*, Y*),_1,. .
e Les X; sont triés dans I'ordre croissant : X" < X < ... < x{".
* Les Y sont réordonnés en conséquence : Y*) est la sortie associée a Xf").
® [estimateur proposé est :

n—1

1 (K) y(k+1) . K
nl_nflgy Y mn,, avec X pP-
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Echantillonnage préférentiel — Importance Sampling

Soit X ~ p, et une fonction f: X — R. On souhaite
estimer :

E,[F(X)] = /X F(0)p(x) dx.

Estimateur Monte-Carlo :
. 1 <
fve =~ > (XN, X ~p.
k=1

Limites :
e Difficulté d’échantillonnage selon p(x),
e Variance de I'estimateur Iyc élevée.
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Echantillonnage préférentiel — Importance Sampling

Soit X ~ p, et une fonction f: X — R. On souhaite
estimer :

E,[F(X)] = /X F(0)p(x) dx.

Estimateur Monte-Carlo :
. 1 <
fve =~ > (XN, X ~p.
k=1

Limites :
e Difficulté d’échantillonnage selon p(x),
e Variance de I'estimateur yc élevée.

Importance Sampling [6] :

On introduit une densité auxiliaire g(x) telle que
q(x) > 0 sur le supportde p x f.

Ep[f(X)] = /X f(X)%q(X) dx = Eq[f(X)w(X)],

ou w(x) = Zg; est le poids d’importance.

Estimateur IS :

7 1< k k k
Iis = - E f(X X X" ~q.
IS n ( )W( ), q

k=1
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Contribution — Estimation de n; via importance sampling

Approche proposeée : introduire une loi auxiliaire g(x) pour réécrire n; comme une espérance sous q :

ni = Ep, [Epfi[y | X"]2] = Eq [(E"f"[zf | X"])ﬂ ’

ou Z; est une transformation pondérée de Y, le rapport p/q compensant le changement de loi :

Zi = pi(Xi) p—i(X=i) £(X),

: - X~ q.
qi(Xi) q-i(X-i | X7) I
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Contribution — Estimation de n; via importance sampling

Approche proposeée : introduire une loi auxiliaire g(x) pour réécrire n; comme une espérance sous q :

ni = Ep, [Epfi[y | X"]2] = Eq [(E"f"[zf | X"])ﬂ ’

ou Z; est une transformation pondérée de Y, le rapport p/q compensant le changement de loi :

Zi = pi(Xi) p—i(X=i) £(X),

: : X ~g.
ai(X) (X[ X)) I
En particulier :
1 n—1
~ k k 2
[ Z Z§ )Z'g . n—+o00 Eq; [(qu[zi | Xi]) ] =i xX® g,
k=1

Remarque : cette approche s’étend naturellement aux indices de Sobol d’ordre supérieur.
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Réduction de variance et lois optimales

On note m(x;) = E,_,[Y | Xi = x]. Les estimateurs efficients atteignent la borne de variance asymptotique

[2]:
0%i(p) = 4E[m’ (X)) Y?| = 3E[m*(X))| - . (1)
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Réduction de variance et lois optimales

On note m(x;) = E,_,[Y | Xi = x]. Les estimateurs efficients atteignent la borne de variance asymptotique

[2]:
0%i(p) = 4E[m’(X)) Y?| = 3E[m*(X;)] - n}. (1)
En utilisant la proposition précédente :
Ooi(a) = 4Eq [Ea (21| X Bq_,[2} | Xil| = 3Eq [Eq_,[2; | XiI'] =
5%
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Réduction de variance et lois optimales

On note m(x;) = E,_,[Y | Xi = x]. Les estimateurs efficients atteignent la borne de variance asymptotique
[2]:
0%i(p) = 4E[m’(X)) Y?| = 3E[m*(X;)] - n}. (1)

En utilisant la proposition précédente :
Ooi(a) = 4Eq [Ea (21| X Bq_,[2} | Xil| = 3Eq [Eq_,[2; | XiI'] =
Résultat : Si f(x) > 0, il existe une densité optimale g* qui annule la variance asymptotique :

" x) f(x) m(x; "
q"(x) = qi(xi) g-i(x—i | xi) = w ooi(G*) = 0.

Conséquence : en pratique, g* est inconnu (car dépend de 7;) mais peut étre approché par des méthodes

d’échantillonnage préférentiel adaptatif ou de type MCMC.
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Exemple : Réduction de variance et lois optimales

X1~ N(=2,1), X2 ~N(0,9)
Fonction : f(x1, x2) = exp(_%>

Objectif : estimer m; = E[m}(X1)]

és q” (X1, Xz) et p(X1, Xa)

C aison des d

sa
10 8
a2
36
30

X2

24
18
12
06
00
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Exemple : Réduction de variance et lois optimales

X1~ N(=2,1), X2 ~N(0,9) ® Plusieurs estimateurs sont générés selon la loi p
L . B (X1_2)2+(X2_4)2) ainsi qu’a partir de la loi optimale estimée §*, apprise

Fonetion : £(xa, x) = eXp( 2 a partir de 1000 points

Objectif : estimer n = E[mj(X1)] Comparaison des Estimateurs (Bola

== Valeur réelle = 10.66912

C aison des d és q” (X1, X2) et p(Xy, X;)

sa
10 8
a2
36
30

X2

24
18
12
06

00

p(10%) P (10%) p(10%) P (10%) P (10%) d(10%)
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Sensibilité de 7n;(6)aux lois d’entrée - Reverse Importance Sampling [7] (ETICS 2020)

Application : On veut explorer la sensibilité de 7;(6) = E,, [(E,,e_,.[Ze,,- | X,-])2] pour toute une famille de
lois cibles py, & partir d’'un seul jeu de données simulé sous une loi initiale pg,.

Méthode :
® Pour chaque loi cible ps, on applique des poids d’'importance :

[ Pei(Xi)  pe—i(X=i)
2o = Peo.i(Xi)  pog,—i(X-i) %)
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Sensibilité de 7n;(6)aux lois d’entrée - Reverse Importance Sampling [7] (ETICS 2020)

Application : On veut explorer la sensibilité de 7;(6) = E,, [(E,,e_,.[Ze,,- | X,-])2] pour toute une famille de
lois cibles py, & partir d’'un seul jeu de données simulé sous une loi initiale pg,.

Méthode :
® Pour chaque loi cible ps, on applique des poids d’'importance :

[ Pei(Xi)  pe—i(X=i)

n—1

~ 1

AHO) = LS 2 2
k=1

® Puis on utilise :

® On estime alors 7;(6) pour toutes les lois cibles pg, a partir du méme jeu de données suivant pg, .
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lllustration numérique : Reverse Importance Sampling

On étudie un code boite noire [8] retournant I'épaisseur de glace le long d’un profil d’aile sur 128 positions.
Les entrées X = (X1, X2, X3, X4) sont indépendantes et uniformes sur

Xiow = (3.5, 65, 261,15, 4 x 10™*),  x,p = (4.5, 75, 265,15, 6 x 107%).

Un plan d’expériences de taille N = 2500 fournit des sorties dans R'?®. On considére la position présentant
la plus grande variance, qui sera notée Y et étudiée par la suite. Toutes les sorties sont normalisées et
transformées en variables uniformes sur [0, 1] et pour chaque 7;(8), on utilise la variable auxiliaire

Zoi =

s std
Bet.aae,ﬁg (X,-t:) -|—|- Bet.aae,ge (thd) F(X).
Unif[0, 1](X:*) b Unif[0, 1](X3*)
Dans cette application, on se concentre sur n4(8) = E, [(E[Y | X4])2] ou X, représente la température de
l'air ambiant. Pour étudier sa sensibilité aux lois marginales, on remplace la loi uniforme d’'un seul X; a la
fois par une loi Beta dont les paramétres («;, §;) varient, les autres entrées restant inchangées.
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lllustration numérique : Sensibilité de n;(6)aux lois d’entrée

4 as a function of (a, B) for X1 n4 as a function of (a, B) for X2
n
Uniform (1,1) Uniform (1,1)
® ) =0.0000490012 ® 1 =0.0000490012

7.0 a‘/ le-5 52
6.5
51
6.0
5.5 5.0
n
50 49
as
a8t
a0
—— 22 35 47
e
L e
e o s
LA
“ 45
44

15
B (to. Xz;z

o

15
B (o, 20
X 25 os 25

Figures : Effet des variations de la loi marginale sur n, : chaque sous-figure montre I'évolution de n4 lorsque les parametres Beta d’une
variable d’entrée X; sont modifiés, les autres restant uniformes.

REu ONERA %
F&:lrjq%}\?suzi —_— 09/10/2025 Haythem Boucharif
T ENAC

Libeté
THE FRENCH AEROSPACE LAB

it




lllustration numérique : Sensibilité de n;(6)aux lois d’entrée

n4 as a function of (a, B) for X4

n4 as a function of (a, B) for X3
Uniform (1,1) Uniform (1,1)
® §=0.0000490012 ® 1 =0.0000490012

70 4 =3
7.0
65
65
6.0
55 6.0
n
50 55
as
50 &
40
35 45
30 40
35
30

15
A tror , WZ

o

15
25

0 X
25
03 30

Figures : Effet des variations de la loi marginale sur n, : chaque sous-figure montre I'évolution de n4 lorsque les parametres Beta d’une
variable d’entrée X; sont modifiés, les autres restant uniformes.
e
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Contribution (en cours) Variable de controle et estimation de 7;

On considére Y = f(X), ot I'on cherche a estimer la moyenne de performance ¢ = E[f(X)] & partir de
I'estimateur Monte Carlo 6 = 1 37 | £(X)).

Principe de la variable de contréle. On introduit un méta-modeéle ? dont I'espérance 6° = E[f?(X)] est
connue. Lestimateur corrigé s’écrit :

bou(B)=b6-p(°—0°), 0= 12 F2(Xs).
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Contribution (en cours) Variable de controle et estimation de 7;

On considére Y = f(X), ot I'on cherche a estimer la moyenne de performance ¢ = E[f(X)] & partir de
I'estimateur Monte Carlo 6 = 1 37 | £(X)).

Principe de la variable de contréle. On introduit un méta-modeéle ? dont I'espérance 6° = E[f?(X)] est
connue. Lestimateur corrigé s’écrit :

bou(B)=b6-p(°—0°), 0= 12 F2(Xs).

Sa variance vaut : R R o R
Var(fcv) = Var(8) — 28 Cov(8, 8°) + B> Var(8°),

et elle est minimale pour

_ Cov(8,6%)

Cov(6, 62)?
Var(62) '

. Var(Bcy) = Var(d) — Var(5?)

ﬁ*
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Estimateur des rangs et variable de contréle

On dispose d'un échantillon i.i.d. {(X;), Y}, Yi}7_,, et les sorties correspondantes du modéle principal et du
méta-modele sont notées (Y), Y5))-
Les estimateurs basés sur les rangs sont :

n—1

n—1
" 1 . 1 .
flrank = —— E Yy Yl flrank = —— E Y Yiit)-
i=1

i=1
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Estimateur des rangs et variable de contréle

On dispose d’un échantillon i.i.d. {(X;),Y;, Y:}"_,, et les sorties correspondantes du modeéle principal et du

méta-modéle sont notées (Y, Yi))-

Les estimateurs basés sur les rangs sont :

n—1

n—1
" 1 . 1 .
flrank = —— E Yy Yl flrank = —— E Y Yiit)-
i=1

i=1
Lestimateur a variable de contrdle s’écrit :

N N P E_ N . Cov(#, 7)?
Mrank—CV = Trank — ﬁ (T]rank - E[nrank]), Var(nCV) - Var(n) - #
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Estimateur des rangs et variable de contréle

On dispose d’un échantillon i.i.d. {(X;),Y;, Y:}"_,, et les sorties correspondantes du modeéle principal et du

méta-modéle sont notées (Y, Yi))-

Les estimateurs basés sur les rangs sont :

n—1

n—1
R 1 ~ 1 " -
Trank = n—1 E Y(i) Y(i+1), Mrank = n_1 E Y(i) Y(i+1)-
i=1

i=1
Lestimateur a variable de contrble s’écrit :
. ~ . . Cov(#, 7)?
Aran — - Aran - rank — E[Tran ) V. =V — -
Frank—cv = Arank — B (Firank — E[firank]) ar(ficv) = Var(#) Var(7)
Si f est appris indépendamment des données (X, Y;), alors Cov(iank, firank) S'éCrit :

n CoV(frank, Tirank) = Cov(m(X)Z, rﬁ(X)Z) + o(1).
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Exemple : fonction d’Ishigami et méta-modéle

On considére la fonction d’Ishigami
(x1, %2, x3) ~ U([—m, 7)) :

f(x1, x2, x3) = sin(x1)+7sin2(X2)—|—0.l x5 sin(x1), .

Le méta-modele f est un processus gaussien
appris sur des simulations de f.

On cherche a estimer la quantité :

m=Em(X:)’],  m(x)=E[Y | X; = x].
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Exemple : fonction d’Ishigami et méta-modéle

Comparaison rang vs rang-CV

On considére la fonction d’Ishigami 25.01 = T mines1e6
(x1, x2, x3) ~ U([—7, 7]*) : 2254
. .2 4 . 5 2007
f(x1, x2, x3) = sin(x1)+7sin“(x)+0.1x3 sin(x1),. 3
E L o ]
Le méta-modeéle f est un processus gaussien &8 15.0 1 E}
appris sur des simulations de f. 1251 °
By n oz 10.0 1
On cherche a estimer la quantité : L
. > . _ flev
7]1 - ]E[ml(Xl) ]' ml(Xl) - ]E[Y | Xl - Xl]' war( ij) varfa) Reéduction Moy( ) (Bias) Moy i) (Bias)
9562 1752 BL 7% 16.547 (0.049) 16.610 (0.014)
EX
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Travaux en cours et perspectives

Soumission récente :
® Article principal (cette présentation) (arXiv:2507.05958).

Projets en cours :
® Développement d’'une nouvelle méthode d’estimation de n; basée sur les variables de contréle.
e Estimation simultanée de tous les indices de Sobol avec un méme échantillon IS, via une loi jointe commune.
® |ntroduction d’'un nouvel estimateur de n;, fondé sur la moyenne harmonique dans un cadre bayésien.
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https://arxiv.org/abs/2507.05958
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