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INTRODUCTION : LA CALIBRATION

Calibration d’un code de calcul

e, (erreurs de mesures)

‘

X, Critere(s)) L) tel que
V.0) représente Z,

Modele < >

O. (incertitudes du modele)
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INTRODUCTION
* Objecitif :

Cej 4 «Trouver le ou les meilleurs jeux de parametres 6 de fagon

a ce que la réponse adu modeéle (du code)

représente la réalité (réponse expériment ale)»

\ )

Terme «meilleur » : deéfini a partir de criteres du vecteur des
parametres 6.

 Difficultés rencontrées :

« Base de données expérimentale qui n’a pas été construite dans
I'objectif de calibrer le code de calcul ou le modele

 Situations mal posées — nombre de coefficients a calibrer >
nombre d’expériences disponibles

= PROPOSER UNE METHODOLOGIE
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INTRODUCTION : Méthodologie

4 Etapes

(]

CAD /ﬂé ACHE

Etape 1 Collecte d'informations, bien définir le probléme

Etape 2 Analyser la base de données initiale des {x;} et

des {0;},.; k

i=1.N ’

Etape 3 Appliquer la démarche de calibration

Etape 4 Valider les jeux de paramétres 6



ETAPE 1 Collecte d’information
EN COOPERATION AVEC LES SPECIALISTES DU CODE

=9 » Bases de données initiale
« Entrées x;; Réponses expérimentales z, ; réeponses du modele y,
« Domaines de variation et/ou domaines d’intérét
* Incertitudes

- Le vecteur de parametres 0 (avis d'expert)
* 00O
« Information a priori
« Contraintes

 Fonction de code
« Connaissance
» Linéaire ou non (par rapporta 0, x)
« Degré de continuité, dérivées disponibles
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CAD

Techniques de régression
multiple, approche bayésienne, ...

ETAPE 1 Différents contextes

Différentes données possibles :

Dj= { X = (x] AR Xn); Yobs= (yobs(xl 76*)’ ceeo yobs(xn ’e*)) } }

D2=-{0®=@,,...,..0,);
Y(0) = (F (x,,0)), ..cr fix,,0,)) ;

Cadre etudie

RACHE

\Y

D2={Y©6*) =(f(x,,0%), ..., fix,,0%);

f fonction de code « connue » }

Techniques de régression
linéaire ou non linéaire, ...




ETAPE 2 Etude de la base de données

* Qbjectif :

[ Etude de la qualité de I'information disponible ]

Cadre étudié : base de données préexistante, absence d'information sur
la fonction de code

— Evaluer la qualité de répartition uniforme des données X et ® dans
I'espace

« 2 Approches :
« Approche « deterministe »
« Approche « probabiliste » — non deécrite aujourd’hui

( 1.-'_3"/#!{.-':{’ il



ETAPE 2 Approche « déterministe »

Différents types de criteres

» Criteres d’espacements des points de la BDD

Objectif :

|

verifier la regularit é des espacement des points
(Considération de distances entre les points de la BDDE)

» Critéres de recouvrement de l'espace

Objectif :

\_

vérifier que les points recouvrent tout l'espace, pas de
sous-espace « vide »

(Considération de distances entre les points de la BDDE et
point s de |'espace)

)

» Criteres de « bonne » répartition uniforme

Objecitif :

( 1.-'_3"/11{.-':{’ il

verifier que les points recouvrent « bien » tout 'espace

(Considération de volumes, compar aison entre nombre de point s
dans unintervalle et volume de cet intervalle)




ETAPE 2 Criteres d’espacements

« Considération de distances (criteres dmin, m )

dmin : distance minimale entre deux points dmin , = min x; — x|
a e
1/p
. : : 2 d
m__ . « moyenne » des distances entre points m_,  =| ———— Z —_—
p,a p.o 1
n(n - ) x#x\ |[X T X »

 Considération des espacements (criteres v, 4)

Y : rapport du maximum et minimum des espacements entre
les points y =max{y,}/ mlin{yl.} ¥, = min { }
i=l.n i=l.n X, 1X, #X,

1/2
A ¢ «variabilité » des espacements A = é(lZ(% — 77)2J
y\nig

Valeurs de référence : y=1,A=0

( 1.-'_3"/11{.-':{’ il



ETAPE 2 Criteres de recouvrement de I'espace

» Considération de distances entre points de la BDD et points de

Dispersion : rayon de la plus grande boule « vide » Disp ,(BDDE)=sup min ||x — X,

'espace (criteres Dispersion, h , L, )X) :

xey

x,€ BDDE

approximation a l' aide de suites dont le recouvrement de l' espace est acceptable,

suites a discrépance faible, DispR (BDDE,SDF)=max min

xeSDF x;c BDDE

CA .-'_I"/Xf{.-'n CHE

X2
00 02 04 06 08
L 1 1 1 1

1.0
I}

x2
00 02 04 06 08 1.0
L 1 1 1 | 1

dmin
—

x1

T
0.8

Valeur de référence : Disp_= 2.dmin_=1/ (2.n/4)

x, =
p

10
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ETAPE 2 Criteres de recouvrement de I'espace

Utilisation des cellules de Voronoi
Ce:) La cellule de Voronoi associée au point x€ BDDE est I' ensemble des points de l' espace

tels que leur distance est inférieure a n'importe quel autre point de la BDDE,

V(x) :{ze [01]" 2= x| <]z —x'

Vx'e BDDE}

h maximum des rayons des cellules, h= max{hi} ou h, = max ||x, — z||

i=l.n €V (x;)

M rapport du maximum et minimum des rayons des cellules, 1= I{llélx{hi} /min{h,}

i=l..n

X

comparaison entre rayon des cellules et espacement, y=max{y,} o x, =2hly,
i=l..n

Valeurs de référence u=1, y=1

x2
00 02 04 06 08 10
L | 1 | 1 1

T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
x1

_ : 11
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ETAPE 2 Critéeres de « bonne » répartition uniforme

« Considération de volumes (criteres v, T, D, Discrépances)

Utilisation des cellules de Voronoi

V  rapport des volumes des cellules, v=max ou

i=l..n

V

/n_llinVl.

V.| est levolume de V.,

On pose : M, :éj‘(x—fi)(x—fi)’dx . T =trace(M.) ; D.=det(M,—M,)
iV

T 7 = max

i=l..n

T,-T

D D= maX{D,-}

i=1l..n

Valeurs de référence v=1,t=0 D=0

: ._ 12
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ETAPE 2 Critéeres de « bonne » répartition uniforme

Discrépance

C@j « Différence (norme) entre nombre de points compris dans un intervalle et le volume
de cet intervalle. »

Différentes définitions, selon la norme choisie, selon les intervalles considérés.
Choix de la discrépance L2 et de ses variantes (Hickernell, 1998)
- discrépance L? (intervalles ancrés a I’origine)
- discrépance L? modifiée  (intervalles ancrés a l’origine, autre norme)

- discrépance L? centrée (intervalles ayant pour borne [’'un des
sommets du cube unité)

- discrépance L? symétrique (intervalles ayant pour borne I’un des
sommets « pair» du cube unité)

CADARACH I 13



ETAPE 2 Criteres déterministes

00 02 04 06 08 10
| 1 ! 1 ! 1

x2
00 02 04 06 08 1.0
L L ! L ! L
s
-

.t

T T T
0.0 0.2 04

C A u/Jr'}"-i' ACHE

* Criteres de
régularité des
espacements

 Criteres de
recouvrement de
I'espace

* Criteres de
« bonne » répartition
uniforme

\

CRITERE | VALEUR DE REFERENCE
AT oo Dispoc /2
¥ 1
Tidz,1 4
A 0
DispHa,, 2 dmitiao
DispHairm . 2 dminag
DispFa 2dmin.g
DispRes 2 dmin .o
h 4
I 1
X 4
v 1
T 0
D 0
Disel2 1
RDiscl2 1
DiseL2M 1
RDiscL2M 1
DiseL2C i)
RDiscL2S 1
DiscL2S 1
RDiscL2S 1

14



ETAPE 2 Utilisation méthodologie

Méthodologie :

3 étapes :
« Analyse de la base de données initiale
« Sélection de points de la base de données

«  Spécification de points supplémentaires (si possible et si nécessaire)

Application a un exemple a 3 dimensions

(400 points)

LK

L)

il

CADARACHE 15



ETAPE 2 Sélection de points

Sélection de points a partir de la base de données initiale

Algorithme (A1)

Une distance dmin est fixée. Soit BDD, la base de données initiale. Le point x* le plus proche (au sens
de la norme euclidienne) du « centre » du domaine est sélectionné.

On pose : BDD ={x"} et BDD,=BDD\{x"}.

Soient {x,....x,} les points inclus dans la boule de centre x" et de rayon dmin.

On pose : BDD,=BDD\{x,,...X,}.

Soit x" € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances euclidiennes
entre les points de BDD, et BDD).

On pose : BDD ,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
Soient {x;,.....x;} les points inclus dans la boule de centre X et de rayon dmin.
On pose : BDD, = BDD\{ X e }

ltération des étapes 3 et 4 tant que BDD, #.

( i.:"-l"jﬂ' RAC
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ETAPE 2 Sélection de points

BDD

(] ’

«@ |
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n * ;‘.....::
T s 3
S cnetls
*
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L
o
o
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ETAPE 2 Sélection de points

étape i

Cej Une distance dmin est fixée. Soit BDD,, la base de données initiale. Le point x* le plus proche
(au sens de la norme euclidienne) du « centre » du domaine est sélectionné. On pose :
BDD ={x"} et BDD,=BDD,\{x"}.

N .
. . .
co .
a .
- F A - .
. .
T D .
_| . o teesty
P ‘. * . .
o * . u 0%‘ .
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. - . * * ¢
] .
*
o
o
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ETAPE 2 Sélection de points

étape ii

Cej Soient {x,,...x,/ les points inclus dans la boule de centre x* et de rayon dmin.

On pose : BDD,=BDD\{x,,...x,}.

N .
* » »
co .
d_ -
* * - .
* L ] -
— 0“ :‘00
-
s
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= >
- LN,
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o
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ETAPE 2 Sélection de points

étape iii
Ce:) Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

] L
+* » »
co .
S .
* :.. . ..
w' ot :
— * PR L
-
™ * .o:
> * * *
=T >
. TR
(=] . .
. . . * * *
] L
.
Q|
S I I | | |

00 02 04 06 08 10
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ETAPE 2 Sélection de points

étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }

*
0 | .
= -
+*
_ * *
o .
b +* - .
ﬂ'._ %so
Q -
., * ¢
] .
*
Q|
(&
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ETAPE 2 Sélection de points

ltération étape iii

Ce:) Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

N .
* @ »
< | o~
= -
-
| * -
™ .
e - .
-
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*
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o

00 02 04 06 08 10
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ETAPE 2 Sélection de points

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }

N *
. @ .
@ _ .
O L
.
p— * L
o .
b . - .
q-._ g\.
o . .
. + . ** ¢
] *
-
Q|
(&

00 02 04 06 08 10
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ETAPE 2 Sélection de points

ltération étape iii

Ce:) Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

.
| .
o
.
— . .
by, .
= .
(&
.
.
.
Q|
(&

| | | | | |
00 02 04 06 08 1.0

x1

BDD, #. = fin de l'itération
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ETAPE 2 Sélection de points

Sélection de points a partir de la base de données initiale

Algorithme (A1)

Une distance dmin est fixée. Soit BDD, la base de données initiale. Le point x* le plus proche (au sens
de la norme euclidienne) du « centre » du domaine est sélectionné.

On pose : BDD ={x"} et BDD,=BDD\{x"}.

Soient {x,....x,} les points inclus dans la boule de centre x" et de rayon dmin.

On pose : BDD,=BDD\{x,,...X,}.

Soit x" € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances euclidiennes
entre les points de BDD, et BDD).

On pose : BDD ,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

Soient {x;,.....x;} les points inclus dans la boule de centre X et de rayon dmin.
On pose : BDD, = BDD\{ X e }

ltération des étapes 3 et 4 tant que BDD, #.

( i.:"-l"jﬂ' RAC

|:> Espacements réguliers
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ETAPE 2 Sélection de points

* Applications de I'algorithme (A1) pour différentes dmin

~ I Application de I'algorithme pour :
L o 5
ka 5 ° 0.1 < dmin <0.3 (par pas de 0.001).
| F
B - , .
5 - «dmin = 0.277 réalise le minimum des
o o o omo e d|§crepanqes, la base Qe données
drmin dmin sélectionnée comporte 16 points
*dmin = 0.113 réalise le minimum des
< I discrépances pour 0.1 < dmin < 0.3, la
< v | I base de données sélectionnée comporte
g s =y \\* 99 points
o ) : :
5 o Rt LT — Choix de dmin =0.113
oo 010 0 020 cog - oio 0 020 — avis d’'ingénieur <> compromis
dmin dmin

|:> Discrépance la plus faible « possible »

2
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ETAPE 2 Sélection de points, remarques

» Criteres d’espacements satisfaisants (choix de l'utilisateur)
 Diminution de la discrépance par rapport a la base de données initiale

* Si la base de données initiale ne recouvre pas I'espace de facon
acceptable (par ex : des trous), il en sera de méme avec une base
sélectionnée a partir de celle-ci.

» Difficulté du choix du nombre de points et de la distance minimale (pas
de relation connue en dimension >3)

CADARACH I 27



ETAPE 2 Sélection de points

Algorithme A3

Ce:) i.  Choix d’'une suite a discrépance faible de n points

ii. Onitére les étapes i. et ii. tant que m <n

ii. Sélection des m points de la base initiale les plus proches de la suite a discrépance faible choisie

1.0

X2

0.4
|

0.2
|

0.0
|

( l:"_i';f'.' KACHIL

0.0

0.2

0.4 0.6 0.8
x1

1.0
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ETAPE 2 Sélection de points

Algorithme A3

C@j i.  Choix d’'une suite a discrépance faible de n points

ii. Onitére les étapes i. et ii. tant que m <n

ii. Sélection des m points de la base initiale les plus proches de la suite a discrépance faible choisie

<
—
< |
o
-
PR
%

(o] . .
- . .
(o] IR e

¥ o .

3 ~ e ..
~ | oot
o .
N
o
e |
o

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

( l:"_I'f'.' KACH!I
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ETAPE 2 Sélection de points

Algorithme A3

Ce:) i.  Choix d’'une suite a discrépance faible de n points
ii. Sélection des m points de la base initiale les plus proches de la suite a discrépance faible choisie

ii. Onitére les étapes i. et ii. tant que m <n

X2
0.4 0.6 0.8 1.0
1 | |

0.2
|

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x1
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ETAPE 2 Sélection de points

Algorithme A3

Ce:) i.  Choix d’'une suite a discrépance faible de n points
ii. Sélection des m points de la base initiale les plus proches de la suite a discrépance faible choisie

ii. Onitére les étapes i. et ii. tant que m <n

Théoreme : (Rafjlowicz E., Schwabe, 2005)

Pour certains types de fonction f (continue et a variation bornée), pour une suite d’estimation fn de f
de la forme :

ln
L ot 13 £ (w0
70=3 By PRELG
k=1

v,,...,v, Suite de fonction orthnormale dans *([0,1]%)

Si I’on considere comme points d’expérimentation les points de suites a discrépance faible de
Halton ou Hammersley, alors : )
IMSE(f,. )= E| [ (£,00=f (0 x| —0

(0,11

si fe W”([O,l]d), avec u>d/2, et f obtenue par régression trigonomeétrique,
alors: IMSE(f,.f)=0(n /34

; ; 31
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ETAPE 2 Spécification de points

* Si la base initiale ou la base sélectionnée ne sont pas jugées de qualité

C@j suffisante (ex : dispersion de la base de données initiale trop importante = une discrépance
élevée pour la base sélectionnée)

* Et S’il y a possibilité de réaliser d’autres expériences

— Application de I'algorithme (A2)

i.  On constitue I'ensemble E={x,,..,x ,s,,...s,} ou x,,...x, est |la base de données
sans redondance, et s,,...s, est une suite a discrépance faible.

ii. Pour chaque point x,, on supprime les points de s,,...s, dont la distance est
inférieure a €.

iii. On applique l'algorithme (A1) aux points de la suite s,,...s,, n'ayant pas été
supprimes.

On obtient 380 points.

(Ce nombre dépend de la distance dmin, en ajustant cette distance, il est possible d’obtenir
une base de données ayant le nombre de points souhaité)

2
( l:"_I'j'.' KACH!I )



ETAPE 2 Spécification de points

BDD sélectionnee

(]

X2
| | | |

00 02 04 06 08 10

e
o

02 04 06 08 10

X1

( II_IL,«'H-\{’ i
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ETAPE 2 Spécification de points

BDD spécifiée (a I'aide d’'un réseau)

(]

( l:"_i';f'.' KACHIL

X2

00 02 04 06 08 10
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4 Etapes

(]

CAD /Jr’f% ACHE

Etape 1 Collecte d'informations, bien définir le probléme

Etape 2 Analyser la base de données initiale {x,},_, , et des
9:}ics k

Etape 3 Appliquer la démarche de calibration

Etape 4 Valider les jeux de données 6

35



ETAPE 3 La calibration

C@J DI= { X = (xl reeey xn); Yobs= (yobs(xl ’6*)’ 5009 yobs(xn ’6*)) }

Contexte

* Technique par régression multiple
(Hypothése de linéarité en les paramétres)

* Technique GLUE

(approche bayésienne, approximation de la loi a posteriori du parameétre par un loi discrete )

* Technique de Kennedy et O’Hagan

(approche bayésienne avec approximation de la fonction de code par un processus gaussien)

CAD /-r‘fé ACHE 36



Etape 3 Technique par regressions multiples

» Méthode
Ce:] y(x1a91) y(xz’el) y(xna91) 91
Y = y(xpez) y(xz’ez) y(xnaez) O = 9:2
y(xl,ﬁk) y(xz’ek) y(xn,é?k) ek

 On effectue une régression de Y(x;,.)sur®:Y(x;,.)=a, + 0.5, + ¢

 On effectue une régression de Y(x,,.)sur®:Y(x,,.) = a, + 0.8, + ¢,

Finalement
= y(xl,Hl)za1+<91,,Bl>
= y(xz,é’l)zal+<91,,32>
Yo 8)Y) (&) (B
D= i 4]t g +e = 0=(BR'B) BR'(y-0)
yx,.6)) \&,) B,

i i 37
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ETAPE 3 Technique par regressions multiples

Modeélisation
C@j - Hypothese de linéarité en 6

Y=a+O®B+E :} (= utilisation des critéres de plan d’expérience)
Y =a+0*B+L'

0

- Hypothese d’erreurs gaussiennes

» Méthode utilisée lorsque Y correspond a des expériences

Y sont des expériences « colteuses » dont les
parametres (0, , ..., 6,) sont connus

Y, €Xpériences moins « colteuses » dont le
parametre 8+ est inconnu — « calibration »

CA I_J"Af'.' KACH!I 38



ETAPE 3 Technique « GLUE »

 Méthode

C@j Loi a priori 7 6) — approximation de la loi a posteriori du parametre 6 par une
loi discrete (6,,,L(6,,|Y))

Générer N vecteurs 6, a I'aide de la loi a priori 7(6)
Calcul des probabilités p(8)), p(¥] 0.)
Approximation de la loi a posteriori de 6, :

p(y|6,).p(6,)
6,)p(6,)

Z p(Y
i'=1

Estimation de 6, par exemple, a 'aide de la moyenne 0 = ZL(Q-
i=1

L8,

Y)=

Y).6,

On utilise d’autres fonctions dites de vraisemblance :

N
1 IR
L(Hl.‘Y) oc (?] avec O'I.2 = ;Z(yobs (xj,¢9) ~ Y ode ()CJ.,HI-))2
j=1

i

i i 39
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ETAPE 3 Technique « GLUE »

 Remarque

» On peut ignorer 'approche bayésienne et considérer :

n

A 1
6 = arg mm{; Z (yobs (x;,0)— ycode(xjﬁ,-))z}

6O =1

» On peut aussi considérer différents criteres en vue de réaliser une optimisation
multi-objectif

Perspective

Approche GLUE avec plusieurs « criteres » — optimisation multi-objectifs

( 1..!'_3"/*’1{.-':{’ il 40



ETAPE 3 Technique bayésienne (Kennedy, O’'Hagan)

e, ~ N(0,A)

¢ y,("-) ~N(m](’))V] [(’)(’)])

*&.) ~ Nm2(.)V2(.))

Notations

Modélisation z2(x) =y'(x;, 6,) + 0 +e,

ou A parametre a estimer

ouml(x, 0) =hl(x, ©)T.61 et VI [(,)(,)]
une fonction de variance stationnaire
de parametres représentés par le
vecteur wil

ol m2 =h2(x)T.2 et V2 (x)une
fonction de variance stationnaire de
parametres représentés par le

vecteur y2

pr=G" B s v=L ) 9l=(A, ") 5 di=(Tz")

( l:"_I'f'.' KACH!I
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ETAPE 3 Technique bayésienne (Kennedy, O’'Hagan)

» Méthode

Calcul de la loi de « d| (6, 3, @) » (d vecteur de toutes les réponses)
* B~ loi uniforme

*p(0, 5, @) < p(0).p() (indépendance de 6 et ¢)
*p((6,8,9|d)<p@®, 5,9 pd®6,5,9) (formules de Bayes)

< p(8).p(¢) p(d| (0, 5, 9))
* Intégration/ B — p((0, @)|d)
- Approximation : p(8|(¢ = @,.,.d )) o< p((8 , pest)|d) (intégration difficile / ¢)

« Estimation des parametres ¢

* (w; ) apartirdes {y, = y(x;, 8)}._, (a I'aide de toutes les
simulations)
* (4, w, ) a partir des {d;" = (z(x)", y(x;.0)") } ..y v (a partir de toutes les simulations

et réponses expérimentales)

42
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ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* Onfixe | 8=(1, 0.5, 0.1)
* On considére les domaines de variation

X=[0,100]%[0,100] ; ©=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considere différentes bases de donneées initiales pour X :

X. . 100 points

X2
20 40 60 80 100
| | | | |

0
|

x1
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ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* On fixe | 8=(1, 0.5, 0.1)
* On considére les domaines de variation

X=[0,100]x[0,100] ; ®=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considére différentes bases de données initiales pour X :

X s€lectionnée par I’algorithme A1 (10 points)

o~
e

20 40 60 80 100
| | | | |

0
|

x1
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ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* On fixe | 8=(1, 0.5, 0.1)
* On considére les domaines de variation

X=[0,100]%[0,100] ; ©=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considere différentes bases de donneées initiales pour X :

X,, spécitice par A3 (19 points)

20 40 60 80 100
L L 1 L L

0
1

x1

( 1.!'_3"/%' KACHLE »



ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* Onfixe|#=(1, 0.5, 0.1)
* On considere les domaines de variation

X=[0,100]x[0,100] ; ®=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considere différents ensembles de parametres pour ®

0. . 400 points
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ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* Onfixe|#=(1, 0.5, 0.1)
* On considere les domaines de variation

X=[0,100]x[0,100] ; ®=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considere différents ensembles de parametres pour ®

O, sélectionnée par 1’algorithme A1 (99 points)

( 1.-'_3"/#!{.-':{’ il
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ETAPE 3 Application
* Application

Modele y(x, &=6,-6, x, exp(- 6;x,)

* Onfixe|#=(1, 0.5, 0.1)
* On considere les domaines de variation

X=[0,100]x[0,100] ; ®=[0.96,2.9] x[0.2,1.2] x[0.07;0.2]
» On considere différents ensembles de parametres pour ®

0,, spécifice par A3 (380 points)

( 1.!'_3"/%' KACHLE 48



ETAPE 3 Application : Régressions multiples

Estimation du parametre :

3 (9 2
2) AR A ) 1 J
6=(B8) B(y,, -a) Er@)=-Y | “L-1
3| G
j=1 J
Xini Xsel Xspec
®. . (1.017, 0.364 ,0.0716) (1.072, 0.359 ,0.069) (0.994, 0.482 ,0.0898)
ini
Er 0.05164 0.06027 0.00392
® | (0.999,0.463,0.0903) (1.052, 0.377, 0.073) (1.050, 0.483, 0.0916)
Er 0.00492 0.04537 0.00357
® (1.018,0.595, 0.124) (0.930, 0.630, 0.130) (1.06, 0.502 ,0.113)
spec
Er 0.031341 0.05417 0.00684

En général (100 cas tests)

Pour les différents ensembles O :

Pour les différentes bases X :

* des résultats « comparables » pour X, . et X,

* de bien meilleurs résultats pour X,

( i.:"_l"ja.'f{-\{’ i

* des résultats « comparables » pour ©, .et O,

* de meilleurs resultats pour ©, .

49



ETAPE 3 Application Méthode GLUE

Estimation du parametre

1Y 1% ) :
L(HZY)oc 02 avec Gi :;Z(yobs(xjae)_ycode(xjaei)) 9=ZL(91Y)91
i Jj=1 i=1
Xim' Xsel Xspec
Q. . (1.030,0.613,0.112) (1.257,0.610,0.115) (1.353,0.517,0.102)
mi
Er 0.02213 0.04565 0.04205
e, (1.047,0.605,0.110) (1.200,0.598,0.112) (1.302,0.497,0.100)
se
Er 0.01877 0.03094 0.03041
P
® (1.036,0.598,0.108) (1.213,0.619,0.110) (1.299,0.493,0.0946)
Spec e
Er 0.01537 0.03734 0.03084
Pour les différentes bases X : Pour les différents ensembles @ :
* de meilleurs résultats pour X, - des résultats « comparables » pour © et ©_,
* des résultats comparables pour X, et X,
50
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ETAPE 3 Application Remarques

» La méthode par régressions multiples

« Elle permet en général d’obtenir des résultats plus précis sur les

parametres dont la relation avec la réponse est linéaire. (Le cadre théorique
permet I'utilisation de plan d’expérience)

« La méthode GLUE

« Elle permet d’obtenir une estimation du paramétre recherché en
pondérant les parameétres initiaux = la base de données initiale des
parameétres a une influence sur I'estimation, il est donc important de

bien recouvrir tout le domaine (absence de techniques de plan d’expérience pour
cette méthode)

« Application en cours de la méthode de Kennedy et O’Hagan. Utilisation de la
library BACCO de R.

» Application délicate a mettre en oeuvre
« Ne marche que pour un nombre restreint de données
» Le parametre estimé peut ne pas avoir de « sens physique »

51

YRKACHUE



4 Etapes

(]

CAD /r‘fé ACHE

Etape 1 Collecte d'informations, bien définir le probléme

Etape 2 Analyser la base de données initiale {x,},_, , et des
9;ticsx

Etape 3 Appliquer la démarche de calibration

Etape 4 Valider les jeux de données 6

52



ETAPE 4 Valider le jeux de parametres 0

* Cohérence des résultats

* A minima retrouver les résultats des expériences aux incertitudes pres.

On se focalisera sur des données sélectionnées pour I'estimation, et on
vérifiera sur les données restantes la qualité de la prédiction.

CA I_J"Af'.' KACH!I >3



CONCLUSION PERSPECTIVE

« Combiner Régressions multiples et technique bayésienne

» Détecter les linéarités en certains parameétres — les estimer par la
méthode de régressions multiples

« Estimer les parametres « restants » par une méthode plus élaborée,
(technique bayésienne de Kennedy et O’'Hagan)

« Combiner régression trigonométrique, GLUE

* Remplacer la fonction de code par une régression trigonométrique en
6

* Approximation de la loi a posteriori de par 8 une loi discréte

( 1..!'_3"/*’1{.-':{’ il >4
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Réferences Analyse de la BDD (approche « déterministe »)

* Rafajlowicz E. and Schwabe R., Halton and Hammersley sequences in
Cej multivariate nonparametric regression, Statistics and probability letters,
2005

* Hickernell F.J., A generalized discrepancy and quadrature error bound,
Mathematics of computation, 1998

* Burkardt J. and Gunzburger, Uniformity measures for point samples in
hypercube, www.csit.fsu.edu/~burkardi2004./ptmeas.pdf, 2004

i i 56
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Références Regressions multiples

C@:J « Sundberg R., Multivariate Calibration — Direct and Indirect
methodology, Scandinavian Journal of Statistics, vol 26, 161-207, 1999

« Brown, Philip J., Inverse prediction, Report UKC/IMS/00/18 University
of Kent at Canterbury
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Références GLUE

C@:J » Beven K.J. and A. Binley, The future of distributed models: model
calibration and uncertainty prediction, Hydrol. Process., 6, 279-298,
1992.

» Ratto M., Tarantola S., Saltelli A., Sensivity analysis in model
calibration : GSA-GLUE approach, Computer Physics Communications
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Références Kennedy et O’Hagan

C@:J » Kennedy M., and O’Hagan A., Bayesian calibration of computer
- models, J.R. Statis. Soc, 2001)

« Kennedy M., and O’Hagan A., Supplementary details on Bayesian
calibration of computer models, Internal report, University of Sheffield
http.//www.shef.ac.uk/~st1a0/ps/CALSUP.PS, 2001

« Hankin R.K.S. Introducing Bacco, an R bundle for Bayesian analysis of
computer code output, Journal of Statistical Software, 2005
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Application envisageable

(]

Application : Accident d’usine chimique

« x comporte deux composantes correspondant a des coordonnées
Nord-Est.

* 0 correspond au « terme source » et la vitesse de déposition des
substances.

« y=y(x 0) est le « Gaussian plume model »
« Zz:lamesure du dépdt de substances en certains points.

(Kennedy M., O’'Hagan A., Bayesian calibration of computer models, J.R.
Statis. Soc, 2001)

CA I_J"Af'.' KACH!I %0
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Application envisageable

Application a la qualification du modele de frottement isotherme dans le
RJH (Dumas M., Gaudier F.) :

X .

CEA& - CaliaRACHE 1= |

G : la vitesses massique axiale

H : la hauteur frottante

D, : le diametre hydraulique

APY : |a perte de charge expérimentale
p, : la masse volumique liquide

p. : la masse volumique liquide dans la canalisation

mgatha Est

, , . 2p,D, [ AP
Réponse « observée » : z({J,H,p,,pc,Dh,APM )= P ”x( —(p, —,Oc)g)

G’H H
X
Ve < . Mes GDh b
Réponse a calibrer : YG.H,p, P, Dy AP, 0,,0,) =6, T

X 0

61
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Application envisageable

Références :

Sensivity analysis in model calibration : GSA-GLUE approach, M. Ratto, S.
Tarantola, A. Saltelli, Computer Physics Communications ,

Evoution d’une réaction irréversible isotherme
L'équation considérée est : y, =1+ (yBO -1 exp(—km eXp(—E/RT)t)

t
Le vecteur des paramétresest: @ = (yBO,koo , E)

Pour simuler les observations z(ti) des erreurs normales ont été rajoutées a la
solution analytique y(¢) (avec un 6 fixé étant la vraie valeur que I'on cherche a
estimer)

N

. . . 1

La fonction de « vraisemblance » considérée est : L(ei‘Y) o< [j
O

2
ol N ) i
o= ;(Y(tj) Y (1))

obs

62
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< Criteres

Exemple :
Cej pour 6, connaitre la loi de probabilité de

N

1
e (Xp5e0s X,,0,) = ﬁz

i=1

yobs(xi’e*)_y(xi’ej)‘k pour k=1ou k=2

 optimisation multi-objectif des fonctions (criteres de validation)

— « Performance » E@®)=Efe. (x..... x,.0)}

— « robustesse » V(@) =Varfe, (x,.,....x,.6)}

— « fiabilité »

p(6) = Ple, (x,,...,x,,0) > €}<a pour & et a donnés

CA 1"_}';;'.' KACHIL o4
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ETAPE 2 Approche probabilistes

Utilisation de tests d’uniformité

CE) Hypothése HO :

la suite {x,},_, n estune réalisation de v.a. i.i.d. uniformes dans [0,1]?

(apres avoir éventuellement normalisé€ la BDDE).

» Tests périodiques (« Serial Tests ») :

Partition du pave unité en ¢ =k cellules cubiques de méme volume : A,.. A,.
On note N, le nombre de points de la suite {x;},_, , dans la cellule A,
considération de statistiques de la forme :

k
Y =) {far (N)}
j=1

e Test de Cramer-Von Mises multivarié :
j(Fn (x)—x...x, )zdxl...dxd

[0,11¢

( 1.!'_3"/#!{-':{’:‘}'1" o0



ETAPE 2 Tests périodiques (Serial Tests)

Exemple de fonctions f, ,(x) :

0 [ 0
Puissance de divergence
D, 2x[(x/m)-1] /[8(1-8)] avec & >-1 . verE
(divergence power)
X? (x-m)?/ m Pearson
G? 2x In(x/m) Log-vraisemblance (loglikelihood)
-H (x/n) log,(x/m) Negative entropy
N, | e Nombre de cellules ayant b points
Nombre de cellules ayant au moins
Wb 1 [ x=b] .
b points
N, L Nombre de cellules vides
C (-D1 Nombre de collisions
Théoreme : Si k—o, n »>ooet n/k — A avec 0<A<oco alors
3 D - k . } - T
DY = 0T RE N (0,1) ot oy = Var[Ds|
TN

( II_IL,«'H-\{’ i

m= n/k
em>1

« dense serial
tests »

em<1
« sparse serial
tests »
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ETAPE 2 Tests périodiques (Serial Tests)

PROPRIETES
« Moyenne et variance connues
 Théoremes

Théoreme 1 :

pour 0> -1, k fixé et n — oo (« dense case ») alors

Ds —kp+ (k- 1Doce

Df = o0 = X*(k—1)| on o2 = Var[Ds)/(2(k — 1))

Théoreme 2 :
Si k=, n >oet nk = A avec 0<A<oco alors

Ds — ku

TN

Dy =

— N(0,1) ot oy = Var[Ds|

; ; 68
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ETAPE 2 Tests périodiques (Serial Tests)

Exemple :

 Application du Théoreme 2 :
Région de confiance a 70% :

= Région de rejet :

X2

00 02 04 086 08 10

00 02 04 06 08 10

X1

D%, . =2.15 — on rejette

| 1"_;:;-' RACHIL

X2

\% ﬁ%
Il

(| Ds| £1.04 )
{|Ds| >1.04 }

00 02 04 06 08 10

0.0

DOS

02 04 06 08 10

x1

-0.11 — on accepte
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ETAPE 2 Test de Cramer Von-Mises

» Statistiques de Cramer Von-Mises :

Ian (Xpyorn X)) 2 dxpdx, OU @, (Xyseosx,) =N 0(F (X} X)) = XX,

(0,14

Loi tabulée = tests.

» Utilisation de processus définis sur les marges

2 AS
an,o (Xl,...,xd) dxl...dxd OU an’o(xl,...,xd):an(.x)_ ijdn(xl,...,Xj_l,l,xj+1,...,xd)

[O’I]d 1£j<d
+ ijan(xl,...,xj_l,l,xjH,...,xl_l,l,xm,...,xd)
1< j<I<d
+o+ =D X xa,(,.000)
d
Ona: «,,,(x) —2—>B(x) avec E(B(x)B(x'))= H{min(xj,xj') — X ;X '}
j=1
> Tabulation de la loi possible a 'aide d’un developpement de Kahunen-
Loeve (Deheuvels, 2005) = tests

CADARACHE 70



ETAPE 2 Processus défini sur les marges

Soit { B, (x),e x[0,1] d} un processus gaussien centré de fonction de variance :

d
Jr'.-ljBnl:.."leD[.r"r [} l_[ {]l].l]ll:.."“—'i_..'“‘-'i. | — ..'"ii,.-'j.}

=1

Théoréme 5 Le développement de Karbwnen-Locve de By est donné par :

Bolr) Z Z W fll".:n......ii'rj" F.‘|.....k'rf'j'rl j'}}ﬂ.....k,g ':J-?:l

=1 kgl
STV
d 2
2% %
zlll"'ii'll----.k”' H —
.?:l Jla'.g-k"i
d | _I'— .
Fo TIL'E % "lrll."lfl- -':J-I."IE..:.'_'--"'Ji % 1,2 j
=1 VIT2dy 9 1 (21708
et H}r|.....-ﬁ'rg- Fy = 1o kg = 1), une suite de variable aldatoires indépendantes et identi-

quement distribudes de loi normale centré rédwite N (0, 1),
Jypalag) est la fonction de Bessel :

0 k

1 2
>t
]"i% kA DE!

k=0

; 1/2

a
rala ) —
Lr2hsgd 2

et {zyap. ke = 1} la suite croissante des U de J| o,

( 1:'_3"/15'!{ ACHLE
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a

AT |:.|"l_ .:'2] \;’T” Wl T I n | a2y — 22l wlrg 1)+ ata?)

La loi limite de ce processus est celle d'un processus gaussien centré et de fonction de

CcovAriance :

} ; r . L i, r L I, al,
I |B1_9|f.f'l_.s'z:l]?;l_g[..-'l ...-"2 ]| I:]I_]l'l]ll.."l..n"l | — .f'l.."l .||.1n]1]|..r‘3. ..-'2 | — ..-'1.:"2 |
Sous I'hypothése HO - x 2 (5,117
' I 2512 <53 -2
Apla o )da dr Z l_[ — }Fu..i:g
. f Ji': le "J_I_-_z_.:.'Ji
probability plot C.D.F.

= o
oo | © |
] [an]
[ie] [d=]

2 = o 7

= L

c = _| = |
] [an]
o~ o~ |
[} [an]
= | =
= | | | | | e | | | | |

00 02 04 06 08 10 1 2 3 4 5
Fn ¥

comparaison de la loi obtenue par ... (a I'aide de la fonction
caractéristique) et par le développement de K.L. tronqué
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ETAPE 2 Notion de discrépance

On note :

(]

Dicrépances de type L2

f, la projection d'une fonction s sur [0,1] avec uc{l..d} et |f|,= D

La discrépance L2: Disc’ = Hm—lu (x))
n 2(o01)
La discrépance L2 modifiée: Disc’M = ‘M—lu (x))
n 2
La discrépance L2 centrée: DiscI’M = M—/1(J (x))
('a le plus proche sommet de x ) n 2
., " o (J(x,a,))
La discrépance L2 symétrique: DiscC’M =||# —A(J(x))
n
2

(a le plus proche sommet « pair » de x )

( l:"_I'f'.' KACH!I

Ju

L*([0,11")

~
)

uc{l,...d}

ni\2 3

E(DiscL2M)=le+lJ —(f
ni\3 6 3
E(DiscLzC)leE+lJ —(E }
n|\12 6 12
E(Discl’S) = l{[f +zj - [fj
nf\3 6 3) |

« Valeurs de références
Supérieures »

g
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ETAPE 2 Sélection de points

Algorithme A3

I. Estimation de la densité des points de la base de données initiale.

ii. Tirage des points parmi la BDDI avec une probabilité inversement
proportionnelle a la valeur de la densité en ces points

(]

i

' 'l-. :

)l

densité de la base initiale densité de la base sélectionnée

4
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ETAPE 2 Remarques

» Contrdle du nombre de points sélectionnés

* Valeur de la discrépance obtenue comparable a celle des bases
obtenues par les Algorithmes A1 et A2

« Hypothése d’uniformité rejetée si la base initiale ne recouvre pas de
fagcon « acceptable » le paveé unité (ex : des trous)

- Méthode limitée car I'estimation de la densité devient délicate en
dimension>6 (nombre de points nécessaire trés important)

CADARACH I 75



Méthodologie : Etape 2

étape ii
Cej Soient {x,,...x,/ les points inclus dans la boule de centre x* et de rayon dmin.
On pose : BDD,=BDD\{x,,...x,}.

N .
. . .
5
- F A - .
....'.os .
— . ot
.
o s e .
> < wte
- LN,
Q . .
. - . * * ¢
] .
*
o
o

00 02 04 06 08 10

( 1."_3"/%'1{ ACHE
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Méthodologie : Etape 2

étape iii
Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

] L
+* - »
co .
S .
- F A - .
* L ] .
— 0“ :‘00
-
™ * .o:
> * * *
= >
. TR
o . .
. . . * * *
| L
.
Q|
S I I | | |

( 1.-'_3"/#!{.-':{’ il



Méthodologie : Etape 2

étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }

N .
* .
0 | .
= -
+*
_ * *
o .
b +* - .
ﬂ'._ %so
o . R
. + . ** ¢
] .
*
Q|
(&

00 02 04 06 08 10

( 1."_3"/%'1{ ACHE
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

N .
* @ »
< | o~
= -
-
| * -
™ .
e - .
-
‘ﬂ'._ g‘.
Q . .
. L B *
] .
*
Q|
o

00 02 04 06 08 10
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }

N *
. @ .
@ _ .
O L
.
p— * L
o .
b . - .
q-._ g\.
o . .
. + . ** ¢
] *
-
Q|
(&

00 02 04 06 08 10

( i..f_l"ja.'f{-\{’ i
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

N .
* @ »
< | o~
= -
-
| * -
™ .
e - .
-
‘ﬂ'._ g‘.
Q . R
. L B *
] .
*
Q|
o

00 02 04 06 08 10
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }

N .
* @ »
@ _ .
= +*
-
— * *
™ .
o - .
=T g
. — »
o %
* .
-
] .
*
Q|
o

( i..f_l"ja.'f{-\{’ i
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.

N .
* @ »
@ _ .
= +*
-
— * *
™ .
o - .
=T g
. — »
o %
* .
-
] .
*
Q|
o

( 1.-'_3"/#!{.-':{’ il
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD,= BDD\{ x;,,....x; }
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iv
Cej Soient {x;....x;} les points inclus dans la boule de centre x' et de rayon dmin.
On pose : BDD, = BDD\{ x;,....x; }
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Méthodologie : Etape 2

ltération étape iii

Ce:j Soit x' € BDD, le point le plus proche de BDD, (réalisant le minimum des distances
euclidiennes entre les points de BDD, et BDD,).

On pose : BDD,=BDD, U{x'} et BDD, = BDD,\{x'}.
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ETAPE 2 Approche « déterministe », remarque

Théoreme :

Ce:) Pour certains types de fonction f (continue et a variation bornée), pour une suite
d’estimation f» de f de la forme :

v,,...,v, suite de fonction orthnormale dans L*([0,1]%)

Si 1’on considere comme points d’expérimentation les points de suites a
discrépance faible de Halton ou Hammersley, alors :

IMSE(f,.f)= E{ j (f, ()= f(x)) dx}%o

(0,174

Si fe W“([O,l]d), avec u>d/2, et f, obtenue par régression trigonométrique,

alors:  IMSE(f,.f)=O(n "+
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ETAPE 2 Sélection de points, remarques

* Valeur de la discrépance comparable a celle obtenue avec I'algorithme
e=o Il

* pas de contrble de la distance entre points = criteres d’espacements
moins satisfaisant que pour l'algorithme A1

« Si la base de données initiale ne recouvre pas I'espace de facon
acceptable (par ex : des trous), il en sera de méme avec une base
seélectionnée a partir de celle-ci (méme remarque que pour ‘algorithme
A1)
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Méthodologie : Etape 1

Interprétation des différents criteres pour les suites a discrépance faible
(400 points)

CRITERE Halton | Hammersley Faure Résean | VALEUR DE REFERENCE
dmina 0.0476 0.0415 0.0342 0.0931
dmin 0.0384 0.03 0.0304 0.0718 Disp,. /2
¥ 3.72 3.72 4.86 1.88 1
a1 3.200 3.192 3.212 3.195
A 0.261 0.166 0.236 0.0620 0
DispHao(1000) | 0.130 0.141 0.162 0.138 2.dmin.
DispHam, 0.131 0.122 0.113 0.112 2.dmin.
DispFa. 0.115 0.106 0.123 0.129 2.dmin,
DispRes 0.123 0.107 0.128 0.112 2.dmin,,
h 0.203 0.169 0.204 0.183 1
7] 2.164 1.737 2.248 1.883 1
X 6.117 6.186 8.422 3.939 1
v 9.367 2.853 5.990 6.564 1
T 0.00236 0.00210 0.003301 | 0.00222 0
D 1.042E-8 | 1.340E-9 | 5.144E-9 | 2.992 E-9 0
Disel2 0.00416 0.00286 0.00391 | 0.00335 1
DiscL2M 0.0109 0.00759 0.00862 | 0.006752 4
DiscL2C 0.00827 0.00652 0.00730 | 0.00602 4
DiseL28 0.0274 0.0212 0.0300 0.0267 1
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Méthodologie : Etape 3

Comparaison visuelle
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Recommandations

» Choix de la suite a discrépance faible délicat pour la comparaison et le calcul de
Cej la dispersion : la propriété de « discrépance faible » est asymptotique.

» Choix de la suite a discrépance faible délicat pour la spécification de nouveaux
points : les points spécifiés auront les mémes propriétés que ceux de la suite a
discrépance faible utilisée.

» Nécessité d’une interaction avec les spécialistes de la physique étudiée pour
appliguer la méthodologie et interpréter les résultats obtenus : nombre de points
minimum a conserver, choix d’'une distance caractérisant une redondance
d’information.
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