Visualization, Topology and Uncertainty
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Visualization: what for?

* Dwart galaxies orbiting the Andromeda Galaxy
* Nature, January 37, 2013
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- Representation
- Exploration

- Analysis

- Interpretation

More than nice looking images!



Main Research Themes

User Interactions

Geometry Analysis



Summary

* Overview of Topological Data Analysis
* Combinatorial critical point extraction
* High-level structures (Reeb graph, Morse-Smale complex)

* Upcoming challenges

* Topological Analysis of Uncertain Scalar Fields



Input Data

* Domain representation

* d-triangulation

*Simplicial complex

* Input data
* Piecewise linear (PL) scalar fields
f:D—R

*Linear interpolation with barycentric coordinates

*Piecewise constant gradient



Critical Points of a Scalar Field

* Points where the gradient vanishes
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* Applicative interest
* Chemistry: centers of atoms
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Critical Points of a Scalar Field

* Points where the gradient vanishes

* Applicative interest
* Chemistry: centers of atoms
* CFD: centers of vortices
* Thermodynamics: hot spots
* ktc.




Critical Point Extraction Algorithm

* Local, inexpensive operations:
* Regular point:

» Lk™ (v) simply connected

* Lk™ (v) simply connected

* Minimum:
Lk~ (v) =10
* Maximum:
c Lk (v) =0

* Otherwise: Saddle point




Critical Point Extraction Algorithm

* Interesting combinatorial properties:
* Finite number of critical points

* Under certain assumptions:

*Only isolated critical points

*No degenerate critical points

* Consistent with the smooth setting:
1=d

XD = Z(—l)im(f) O

1=0




In practice... #2'% -
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Structural Understanding

“Sur les points singuliers d'une forme de Pfaff
completement integrable ou d'une fonction
numerique”, Academie des Sciences, 1946

SEANCE DU 8 AVRIL 1g4b. 8ln
Prenous poar {u,) une surface 3= f{z, ¥}, ou f a des dérivees troisiémes,

ot pour S(u)une sphére de ravon nul, (3, n'existant pour ancune valenr de o
wt |¢ lien de () étant partout sans tangente. {n peut prendre pour «(w, ¥, 2)
S WDy v ) des fonetions & dérivees premidreg continues, Nous avons

e P”E: M4, done H n'est pas dérvalle par rapport a u, non plos gue ﬁ_,
et I'on monire slsemenl que oe fart ne ll-épiﬂnd pas du l'emp]ilcmut de u
par i, =5(n). L'existence des derivées secondes de u(r, v, 3} entralnerait

celle de M. On peut done conelune = If exite des sysiémes treples-orthogonauz
(1, v, o) pour lesguely le jeu der dérivées secondes ext incomplet.

Drailleurs ancune famille de ces dysttmes n'est formee de sphéres, car dans
s¢ dernier ciis; on obtienl immediatemant des exemples de disparition totale
des courbures, vu la possibilite de choisir sur 'une des sphéres un pésean
gﬂhngnna] servant de base au sysléme triple sur cette sphére, les courbes
d e familla étant dar courbes uniparatingentes queloongques.

TOPOLOGIE. — Siur ler pocner sengulier o une forme de Pfaff cutnplitenent
ngdgrable o d'une foncton numérigue (' ). Note (%) de M. Geonors Rmnn,
prézentée par M. Elie Cartan,

I. Fonmes or Prary coMriETemesT mvechaties. — Proprdid | — Boil
= g, dz’ uoe forme de Plall completement intégrable du R (o sont des
ennsiantes ). 5i la matrice (a;)) des coefficienta est de rang p>= 3, la forme 'w
se paduil 4 une différentielle exaete.

En effet, Dw est & coefficiems comstants. 5i Dw=£a, 1 condition de
gomplete inlégrabilite entraing que Dy = w, Mow, (les formes w, et wy, étant @
goefficients constanis et w &lant une combinason de w, et w, ). [Ved 'on
¢onelut que, par changemenl de base, on pent éorire w="idX'+ pdX’, oi
A et posont des formes lindpires de X° et X% Ceei montre que le rang
de la matrice (&) est au plus égal a 2. Donc Dw=—n0, d'ol gy=ay &t
== { 1/ vl @z ).

Soil maintenant w= gl &)dr une forme deux fois contintment differen-
Lable, définie dans une boule de centre O do H" et admettant le point O de
soopdonnies =0 comme point eingulier. Designons poar a;; laz valenrs des
dérivées partielles des o, caleulées au point O,

Proprided 2. — 8i w= a;dr' esl completament intégrable, il en est de méme
de la forme o™= a7 oz

Si la forme quadratique @, @'z’ est definie positive ou négative, la forme

4y Yair U, Expesiass el (3. Boang Compier rondis, 218, 101, p.god; 220, 1g35, p. ads.
[*) Stunce du 23 mars raigh.

844 ACADEMIE DES SCIENCES.
= a,{ o )adrt aatisfera dans un voisinage de O @ lo condition G suivante :
[ X VEa] 2’| 22 £ 7 0. D'une facon générale, nous posons :

Léfindtion. — 31 le point O (défini par 2= o) st un point singulier isolé da
I forme complétement intégrable w = a,(x)da’ et & dans tout un voisinage O
le eondition C est sati=faite, le point O sera appelé centre.

Propreded 3. — 30 0 est un centrs pour r, b systéme des variétés inlégrales,
dans un voisinage convenable de O, peut &tre trapsformé par un homéo-
morphisme & en an systeme de sphéres concentriques du B (s a3,

Propridié 4. — 51w est une forme completement mtégrable définie dans une
variété V, compacte et i les genls points singuliers de o sont des eentres,
alors WV, est une sphére 5, les variétes intégrales sont des sphéres 5, | el les
points smguliers sonl au nombre de deux. De plus. wadmet un facteur 1ntégrant

II. Foncmions WUMERIQUES. — Soient ¥V, une varéte denx fois continiment
differsntiable et compacte; et fune fonction numdrigus deux {ois eontindment
différentinble sur V, admettant des points singaliers isolés. Supposons qu'en
ces ponts singuliers 1o matrice (@) des dérivées pariielles secondes ay, de f,
soil de rang .

Le pomnt singuber sera caraclénsé par 'indice de la forme gquadratume
asEnciés & (ay).

Appelons variele de niveau l'snsemble des points = wérifiant f{ @)= K.
Une wariété de niveau est une veéritable variété st K n'est pas une valeur
singuliere de /.

Désignons par variété conuexe de nivean, wuue COMpOSANLE COTMEXe d'nme
varigte de nivean. Supposons de ples qu'a des pointz sminguliers distinets
correspondent des valeurs distinotes de 7.

Trioniae 4. — Lr quecient de ¥V, par o pefation o'équivalence § 2 ot ¥
appariennent o i mdne sordy connexy de nicecu v enr un oomplere sinplitial
fint et cannexe K, de dimenswon 1. L'image véciprogiue 7' 0) d'un sommer )
de K est une vamétéd connere de neeean singulitee; Uimage réeiprogue e
intérienr de ehague sunpiexe est hormdomorphe au produtt mopologique o ine
parifld conpexs de mveau par I,

Appelons ordre d'on sommet de b, |e nombre de simplexes de dimenzion 1
de K, ayant ¢e sommet pour sommel. L'indice d'ap sommet de K, sera Uindice
du point singolier dont il est image.

Taponine 2. — L'ordre dex sovmels de K o indice o (ou n) est 1 ot réetpro-
guement {'indwe d'wn sormet d'ordre 1 st 0 ou n.
Treonkue 3. — 56 n== 3 Vordre des sommets o indice 1 (ouw — 1) est 3 00 3.

St n=2a Uordye des sommets d'indiee v ext 2, 3 ou §. LTordre des rommeis
o "Cnafroe dutinet de o, 1, n—1 ou n est 2.

La démonstratien de ee derpier théoréme repose sur le lemme suivanl :
Seitzg ¥V, un poiut singulier d'indice p. Dans une boule ouverte B, de centre x

SEANCE O H AVHIL 1046, 840

i pssez petite, Psusmmble des pointe r tels que fiy i< f{oz) a une ou deux
cOMpOSANLES CONNELES, selon que >0 ou p=1.

(o en conclut en particulier :

Treorte & — 87 a3 o 5 M est e nombire e poinis singuliers o "indice o
o iy el ol des !:-r]r'J'Jtr snguliers d'mdice 1 ow wn—1, op @ Jindgalng
sunvanie M =" —+3. N p=2x, I'inégalite sderi M a2 (m 1],

Tikorinn ¥ — £En P.r,l.r'l'_&,'r;!."u'r. g m=u0 on a M= [ mmlpa'.u'.e |'L| TSI
,lmn-;.gi_p.r;rgm]ﬂ’,rr A R Enien ui.l'ﬁ__.l';glr.u.-..-n', e foiprer fex moarmelds o nivens somd comReTe.

Tukonkme 6, — Le groupe de Pormedre de K et eramorplie o i groppe guodte
iy growupe de Porneard de V..

Conoreae. — S ¥, e un gooupe de Porneare fing et n M = 2, le compleze K,
pid ﬁamtiﬂnm:luﬁr # un intervalle fermd et toules les variélés de niveaw serni
PIHLAST Y,

ANALYSE MATHEMATIQUE. — &Sur fe probléme de Cauefty pour ler éguations
gz dévieder pargelies, wealmen hyperboliguer, d'ordre plus grand que 2,
Note ('} de M. Fromeyr Buwear, présentée per M. Jaeques Hadamard,

{. Le probléme de Couchy pour les équations aux dénivees partielles d'ordre
supérieur & deux u fait objet des recherches de E.-E. Levi, 1. Petrovsky,
G, Herglowz et N. Zetlon, Dang des travaux bien conmue, M. J. Hadwmord a
montes que, pour las équatiu-n_t anx derivees pEu'I.Il:HEd dizecond ordre, du Ly
simplement hyperbolique, fous les resaltans relatifs an probleme de Cauchy et
au principe de Huygens « peuvent et doivent sa déduire de ln seule solution
dlémentaire », Nous voudrions montrer gue 'on peul stendre ce pésultat & des
équations aux dérivées particlles totalement hyperboliques, d'ordre quatre et
it trois variables independantes.

Considérons |'équation

[z} D, . Byw=Fi=x),
Ve
. D R
-] 'J'.IE_ :E' |E

les @ el leg & élanl des constantes positives telles que o< ep <l o<y,
o= fy < By <" by, Nous poserons
F =y Ry dy— daidy 25 — dpity
7= b byt — bybyat — by byl
o= {ir, Byt By T = [ o By oy Jord = (g By ap By )y,

|I:I|=|'1-|-‘-'f:—|.'-l'*l!l-r. Ff'—"_ﬂ:ﬁw—ﬂuﬁ:-: .I‘J=l*-!-_f’;—l-'|1-!'..
eI=Puf H=PPus TP
= 0 = ek, £y = iy,

(1) Sennce du 35 mars sofb,




Reeb Graph

*R(f)

* Quotient space on D X R

* By the equivalence relation

(p1, f(p1)) ~ (D2, f(P2))

f(p1) = f(p2)
P2 € (f_l(f(p1)>)p1

°* Demo!
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Reeb Graph in Practice

* Applicative interests

* Persistence diagram computation (low dimension)
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Reeb Graph in Practice

* Applicative interests

* Persistence diagram computation (low dimension) _ ez,

* Optimal iso-surface extraction and simplification

[Tierny et al. VIS09]
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Reeb Graph in Practice
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* Data Segmentation

[ Guenther et al. VIS14]
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Reeb Graph in Practice

* Applicative interests
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* Feature tracking

[Bremer et al. TVGC11]
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Reeb Graph in Practice

* Applicative interests

* Persistence diagram computation (low dimension)

* Optimal iso-surface extraction and simplification

* Data Segmentation

* Feature tracking

* Comparison
* Verification
* kitc.

[Bremer et al. TVGC11]
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Morse-Smale Complex

* Equivalence relation on integral lines
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Morse-Smale Complex

* Equivalence relation on integral lines

* Ascending/Descending manifolds

%

[Gyulassy 2008]
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Morse-Smale Complex

* Equivalence relation on integral lines

* Ascending/Descending manifolds

[Gyulassy 2008]
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Morse-Smale Complex

* Equivalence relation on integral lines

* Ascending/Descending manifolds

* Multi-scale representation
o Structur al ab Str 9 Cti On [Gyulassy 2008]
* Data segmentation

* Feature analysis and tracking

15



[ Weinkauf]

* Large-scale data, in-situ Viz

| : "
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* Time-varying data

B 9e—04

* Multi-variate data

* Uncertain data
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Overall, topological data analysis:
~ 20 years of research

... to reboot!



Uncertainty in Scientific Data

* Omnipresent in Science

* Acquisition 1mprecision
* Numerical error propagation

* Parameter studies

fn:D—R R 4

fl:D >R
fQID%R




Visualization Challenges

* Well studied in Scientific Computing
* Visualization?

* Uncertainty insights
* Value uncertainty
* Positional uncertainty

* Data insights
* Assessments despite the uncertainty
* Infinitely-many...

Uncertain data-set as a whole

18



Uncertainty in Visualization

* Qualitative evaluation of positional uncertainty

[Pfaffmoser et al., Comp. Graph. For. 2012]

[Potter et al., IEEE Comp. Graph. App. 2013]

[Poethkow et al., Comp. Graph. For. 2011]

19



Topological Tech

* Multiple scalar fields

[Hedelsbrunner04]

niques f

or Uncertainty

[Huttenberger13]

[Carrl3]

19



Topological Techniques for Uncertainty

* Vector fields with errors

[Bhatial2]

[Szymczak13]

19



Contributions

* A non-local characterization of mandatory critical points;
* A combinatorial algorithm for their extraction;
* A tree representation capturing their global relation;

* A mandatory critical point pair simplification scheme.

20



Data Representation

* Triangulated domain: § C R*
* Uncertain Scalar Field F’
* Random Variable [ ( ) Vv €S

*Compactsupport f~ : S - R, fT:S =R
* Realization Field g : S — R i

21



Critical Points of a Realization

* Sub-level set: L (i) = {p € S | g(p) < i}
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Critical Points of a Realization
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Critical Points of a Realization

* Sub-level set: [ (2) ={pe S| glp) <1}
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Critical Points of a Realization

* Sub-level set: L (i) = {p € S | g(p) < i}




Critical Points of a Realization

* Sub-level set: L (i) = {p € S | g(p) < i}
Ly () S Ly(G) iff i<j




Critical Points of a Realization

g

* Sub-levelset: L_(2) ={p € S| g(p) <}




Critical Points of a Realization

* Joln tree T(g)




Critical Points of a Realization

* Joln tree T(g)

* 1-dimensional simplicial complex

* Retraction of sub-level set components




Mandatory Critical Points: Intuition

* Key intuition:

[<g<f

23
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Mandatory Critical Points: Intuition

* Key intuition:

[<g<[f"
L¢+(i)C Lg(i) CLs-(i)

Nested!

°* Demo!
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Mandatory Minimum: Intuition
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24
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Mandatory Minimum: Intuition
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Mandatory Minimum: Definition

* A Mandatory Minimum M
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-m e (C
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Mandatory Minimum: Definition

* A Mandatory Minimum M
* Minimal connected component(C’’ C S
*Minimal interval/ C R

* Such that there exists for any g at least one minimum M
-m e (C

- gim) €1
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Mandatory Minimum Extraction Algorithm

26



Mandatory Join Saddle: Definition

* A Mandatory Minimum ,§
* Minimal connected component (' C S
* Minimal interval / C IR
* Such that there exists for any g at least one join saddle S

. se(C
- g(s) el

27



Mandatory Join Saddle: Intuition
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Mandatory Join Saddle: Intuition
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Mandatory Join Saddle: Intuition
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Mandatory Join Saddle: Critical Component
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Mandatory Join Saddle: Critical Component
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Mandatory Join Saddle: Critical Component
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Mandatory Join Saddle: Critical Component




Uncertainty Visualization

* Leverage new visualization capabilities
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Uncertainty Visualization

* Leverage new visualization capabilities
* Positional extent of critical points
* Value extent of critical points
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Uncertainty Visualization

* Leverage new visualization capabilities
* Positional extent of critical points
* Value extent of critical points

* Structural representation
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Uncertainty Visualization

* Leverage new visualization capabilities
* Positional extent of critical points
* Value extent of critical points
* Structural representation

* Multi-scale exploration
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Critical Components

. Join-saddles
. Split-saddles
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frn:D—R

Experimental Verification 7=

fQZD%R

* 5000 random realization fields for each data-set
* Mandatory critical point verification
* At least one critical point?
°In the predicted component ok!
°In the predicted interval ok!
* Mandatory join tree verification
*Given a triplet (M7, Ms, S)
* Predicted triplet (ml, Mo, S) ? okl
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Empirical Convergence
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Empirical Convergence
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Empirical Convergence

32



Experiments: Martian Elevation Map

* Elevation error:
* 40m (1%)

* Positional uncertainty
* Craters
* Rims
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Experiments: Heated Cylinder

0.2
0.15r ~ I
0.1

0.05
0

hy
\F F+
JH[MHHH N
O 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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Experiments: Sea Surface Heig
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Time Performance

* Time complexity

O(ne”)

Data set n N e s || f~.f" (sec) | E.C.(sec) | S.C.(sec) | Overall (sec) || O.V. (sec) R.V. (sec)
Vortex Street 33,345 | 100 47 35 0.1 <0.1 <0.1 0.1 0.2 0.5
Heated Cylinder 197,633 25 8 5 0.4 0.1 <0.1 0.5 0.5 4.7
Synthetic 262,144 14 12 0.5 0.9 0.1 1.5 0.9 0.9
Sea Surface Height | 1,036,800 31 860 | 235 2.1 0.6 18.0 20.7 10,073.2 76,760.7
Mars 1,476,993 995 | 784 4.0 1.5 130.3 135.8 81,480.6 | > 86,400.0
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Limitations

* Key assumption

* Compact support with reliable estimation
* Time complexity
* Probable critical points?

* Volumetric data?
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Layout 31 +
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Conclusion

* Overview of Topological Data Analysis for Visualization
* Critical Points
* Persistence

* Structural representations
* Extension to the uncertain setting

* Perspectives: inSitu, multi-variate, vectors and tensors
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* Thanks!
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