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Efficacité asymptotique



Sous-modele différentiable

Cadre théorique :
- P un modeéle statistique

- Z1,...,Zn un échantillon iid de loi P € P inconnue

- ||l et (.,.) les norme et produit scalaire de L2(P)
Définition
Un sous-modele (P:)¢>9 € P avec Py = P est différentiable en moyenne quadratique
en 0 s'il existe g € L?(P) telle que

V=1

t

lim

t—0t

3l

ou f; est la densité de Radon-Nicodym de la partie absolument continue de P: par
rapport a P.

o Dérivabilitée (Fréchet) dans L?(P) de t + \/f; en 0 avec fy = 1, P-ps
e g est appelée fonction de score

e L’adhérence de |'espace vectoriel engendré par les fonctions de score est appelé
|"espace tangent au modeéle en P, et noté Pp.



Parametre

Inférence :

- ¥ : P — R un paramétre réel
- n = Pn(Z1, ..., Zy) un estimateur de (P)

Définition

On appelle fonction d’influence de 1) en P € P, toute fonction h € L?(P) telle que
P:) — (P
i $0PO = U (P)

t—0+ t

=(h,g)

pour tout g € Pp et sous-modgle différentiable (P;);>o de score g.

o Représentation de Riesz de la composition des dérivées en 0 dans L?(P)
e Toute fonction d'influence se décompose de maniére unique en
h=1¢+ ht

avec ¢ € Pp (fonction d’influence efficace) et h'- € 73,%



Réglarité d’un estimateur

Définition

L'estimateur z?)n est dit regulier s'il existe une loi L telle que

V(s — (P ) -2 L

pour tout sous-modele différentiable {P;, t € [0,€)}, ou pour tout n € N, I'échantillon
Z1, ..., Zn est de loi Pl/ﬁ-

Si 1[1,, est un estimateur régulier et asymptotiquement gaussien

Va(da — $(P)) 225 N(0,57)

alors 02 > |9

Lemme (van der Vaart)

Un estimateur régulier 1/3,, est asymptotiquement efficace si et seulement si

Jo=9(P)+ 1 D H(Z) + op(1/VR)
i=1




Pick-Freeze



e Cadre :

- (Y3, Y/)iid, Y;, Y/ indépendants de méme loi conditionnellement a X;
- P désigne ici la loi du couple (Y}, Y/)

e Modele : (Lois échangeables)
P={P:VA BeB[R),P(Ax B)=P(Bx A)}
e Espace tangent :

Pp={g € L’(P):(g,1)=0,g(y,y’) =28y, y)}
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Indice de Sobol (Pick-Freeze)

e Parametre :

Y(P)=E[E(YIX)?] =E[YY] , (Y,Y)~P

e Calcul de la fonction d’influence efficace :
- Soit P; = (1 + tg)P de score g, (Yt, Y{) de loi P:
- (P) = E[Y:Y{] = E[(l + tg(Y, Y’)) YY’]

WP —HP)

- g(Y,Y)YY'] =(h,g) ot h(y,y") = yy’'

- (v,y") — yy' —(P) € Pp (symétrique, centrée)

e Estimation :
- 1 1 ~
U= -3 ViV =9(P)+ = 3 9(Y;, )
i=1 i=1

est asymptotiquement efficace.



Indices universels (Pick-Freeze)

e Parametre :
- Vz R, ¢:(P) =E[P(Y < z[X)?] = E[1{Y < z, Y’ < z}]

- YQ(P) = /¢Z(P)dQ(z), pour Q une mesure de proba (connue)

e Calcul de la fonction d’influence efficace :

- 1, a pour fonction d'influence efficace
bay,y) = Ly < 2,y <z} —9:(P)
- Par Fubini

29PN = [ (S:(P0) _00(2) = [(Fr0)90(2) = %)

2.y) = [ Fr,5)dQ() = Qly v i) ~ ¥(P)
e Estimation :
T / Zn{v < z,Y! < 2}dQ(z) ZQ[YVY’ ool)

est asymptotiquement efficace.



Indices universels (Pick-Freeze)

Si Q est inconnue et on observe 71, ..., Z, iid de loi Q (indépendants des Y;, Y7)

e Modéle :
PRQA={PRQ:PecP,QecQ}
e Espace tangent :

(7) ® Q)P@Q = 7.DP D QQ

Lemme
Fonction d’influence efficace du parametre W(P ® Q) = ¢ ?(P), PEP,Q € Q :

V(y,y',z) = 9%y, y") + ¥z(P) — O(P)

e Estimation :
~ 1 <& ,
wnzﬁzn{\ﬁ-szj,\ﬁ <z}
ij=1
asymptotiquement efficace?



Indice de Cramér - von Mises (Pick-Freeze)

Si Iintégrale se fait contre la loi de Y (pas de données supplémentaires Z;)

e Modele : (Lois échangeables)
P ={P:VA,B € B(R), P(Ax B) = P(B x A)}
o Parameétre :

w(P) =P (P) = /wz(P)dP(z, z')

Lemme

Fonction d'influence efficace du parametre W en P :

Yy (P) + ¢,/ (P)

5 - v7(P)

U(y,y) =0 (y,y') +




Indice de Cramér - von Mises (Pick-Freeze)

e Calcul de la fonction d’influence efficace :

= W(Pt) :/lﬁz(Pt)dPt(Z,Zl)
- /¢Z(Pt)dP(z, )+ t/wz(Pt)g(z,z’)dP(z, 2} + o(t)

—w(P)+ t/ (@ (2,2') + ¥2(P)) g(2, 2')dP(z, ') + o(t)
= W(P) + t(F +v.(P),g) + o(t)

- La fonction B
v, y) = 9Py, y") + ¢y (P)

est une fonction d'influence mais n’appartient pas a Pp (pas efficace).

- Il ne reste qu'a symétriser

L WP+ (P)

B .
7 P (P) € Pp

(v,y") = 9Py, y")

e Estimation :

Y =17
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Given data




Indice de Sobol (Given data)

e Données :
(Xi,Yi),i=1,...,n iid de loi P

e Modéele non-paramétrique :
P = P(R* x R)
e Espace tangent maximal :
Pp ={g € L*(P): (g,1) = 0}

e Parameétre : Posons m(X) = E(Y|X)

$(P) = E[m(X)?] = E[Ym(X)]

11



Indice de Sobol (Given data)

- Soit Pt = (1 + tg)P, (Xt, Yf) de loi Pt et mt(x) = ]E[Yt|Xt = X]

‘ E[Yem(X0] = E[m(Xm()
= ey tg(xXY»] = E[m(X)m(X)(1 + tg(X, V)]
— ]E[ m(X) ] = E[(Y-m X) m(X)g(X, Y)]

Y(Pt) = E[tht(xt)}
=E[Ym(X)] + tE[g(X, Y) Ym:(X)]

= ¥(P) + tE[(me(X) — m(X)) Y] + tE[g(X, ¥) Ym:(X)]

= ¥(P) + tE[((Y = me(X))m(X) + Yme(X))g(X, V)]

Lemme

Si g est bornée P pesque slirement,

lim ||[m: —m|| =0
t—0+

12



Indice de Sobol (Given data)

e Fonction d’influence efficace :
B(x,y) = 2y m(x) — m*(x) — (P)
e Estimation efficace :

- Combinaison d’estimateurs des rangs (en dimension 1)
- Noyaux (toute dimension)
- k-NN pondérés ?
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Indices universels (Given data)

e Parameétre : Posons p;(x) =P(Y < z|X = x)
- Vz €R, ¢, (P) = E[pz(X)?]

- YQ(P) = /wz(P)dQ(z), pour Q une mesure de proba (connue)

e Calcul de la fonction d’influence efficace :

- 1, a pour fonction d'influence efficace
$2(x,y) = 21{y < z} p2(x) — p2(x) — 9=(P)

- Toujours par Fubini ...
0xy) = [ Gl y)da(z)

e Estimation :
= @n(z) asymptotiquement efficace 3 z fixé
- Sous les bonnes hypothéses
¥ = [ Gn(z)d0(2)
devrait rester asymptotiquement efficace...
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Reste a traiter

e @ inconnue et échantillon 71, ..., Z, iid de loi Q
e Q = Py (Cramér - von Mises)

e Estimateur asymptotiquement efficace (Pick-Freeze et Given data)
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