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Introduction

Contexte : Interpolation

Simulation :
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Cadre Théorique

Méthodes a Noyau

K:X xX —R symétrique et défini positif

— Choix de K a partir des a priori. ..

@ Cadre fonctionnel : K noyau d’'un RKHS H

@ Cadre probabiliste : K noyau de covariance d’un
processus gaussien centré Z
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Cadre Théorique

Structure hilbertienne

Isomorphisme

RKHS«< espace gauss. associé au processus
Ky «— Zx

(Kx|Ky),, = K(x,y) = Cov (Zy, Zy)
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Cadre Théorique

Hypothése de travail

La fonction inconnue est
@ une fonction du RKHS (noté ¢)
@ une réalisation du processus gaussien
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Cadre Théorique

Interpolation Optimale

Observations
Réponse connue aux points s € S ¢ X

Résultat théorique

eBest-Predictor (cadre proba.) :

E (Zx|Zs, s € S) = proj. ortho. de Z, sur span{Zs, s € S}.

eInterpolateur de norme minimale (cadre fonc.) :

hy(x) = proj. ortho. de ¢ sur span{Ks, s € S}.

Hy = span{Ks, s € S} .
i Boale Natisnale
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Cadre Théorique

Cadre Classique : nombre fini d’observations

Observations
Réponse connue aux points ¢(1), ... ¢

Equation du Krigeage

E (zx|z<m, S ,zg(n)) — k(x)TK 'z

avec :
@ k(x) : vecteur des K(x,¢()
@ K : matrice des K(¢(), ¢W)
@ z: vecteur des Zy;
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Cadre Théorique

Problématique

Comment prendre en compte

@ Réponse connue sur les bords du domaine

@ Plus généralement, réponse connue en une infinité de
points

— sans discrétiser
— sans modifier la structure du processus
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Principaux Résultats

Démarche

@ Réponse connue sur le support d’'une mesure
© Définition d’un opérateur intégral a I'aide du noyau K(-, -)
et de la mesure

© Expression/Approximation de 'interpolateur a partir de la
base de diagonalisation de I'opérateur
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Principaux Résultats

Hypothéses de travail

@ ;. une mesure sur S dont le support est S

@ K € L?(p @ ) ou bien, de fagon plus restrictive, (Zy), a
trajectoires L2(p)

Opérateur Intégral

Pour x € X, et f € L?(p)

T, [f1(x) = /S K(x, DF(Hau(t)

T, : L?(u) — L2 (p) auto-adjoint et positif.
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Diagonalisation

Principaux Résultats

Pour tout f € L2 () :

T.[f] € Hy

v

Décomposition Spectrale et Régularisation

¢i € H‘I’ ||¢i||L2(,U') = 1a >\i S R+ tq

T [91] (x

/K x, oi(H)du(t) = Nigi(x)

E il
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Principaux Résultats

A propos des ¢;

Remarques :
@ ¢; b.o.n. de L2 (i)
@ /\¢; b.o.n. de H;
@ de plus

1
VYhe M, (hl¢i)y = N (hl®i) 12(,,)

vhe M, Vf € L2(n), (Tulf|h),, = (f|h)




Principaux Résultats

Théoremes de Représentation

E(Zx|Zs, s € S) = quk(x)/ ok (1) Zrdu(t)
p s

Cas Fonctionnel

Pour tout ¢ € H,

Py, [¢] (%) / or(p(H)du(t)
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Principaux Résultats

Théoremes de Représentation

E(Zx|Zs, s € S) = quk(x)/ ok (1) Zrdu(t)
p s

Cas Fonctionnel

Pour tout ¢ € H,

Pre, [9] () = 3 () / (D)) dult)

Formules indépendantes du choix de
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Principaux Résultats

Corollaires

H4 (muni de (-|-);,) RKHS de noyau

(6 ¥) = Mr(x

keN

idem pour Ho = H7 ...

1
TZ : 12(n) — M,
Yook > akV Aok

q

1 1
etT,=TzoTz.

.tionale
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Principaux Résultats

Intérét Pratique

>k Ok(X) [5 ok () Zedp(t)

— Problémes numériques

Série Tronquée

Szt 0k(X) [ ok(t)Zedlp(t)

= Approximation de la solution, dans la base {¢1,--- ,¢n}, au
sens des Moindres-Carrés L2(y).

Dépendance par rapport au choix de p

— Conserver les fonctions propres associée aux N plus 5 T
Eeole Mationale
grandes valeurs propres. o e e Mine



lllustration
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Exemple en Dimension 2

Réponse Connue sur un Cercle

Noyau Gaussien

_llx=y?

Ko(x,y)=e @ , avech =2

Cercle centré en (0,0) et de rayon 3

On souhaite simuler un processus de covariance K sachant
que ce dernier est nul sur le cercle

Mesure de Lebesgue sur le cercle
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Etude Spectrale

27
T, [fl(x) = A K (x,(Rcos(w), Rsin(w)))

f((Rcos(w), Rsin(w))) Rdw

Fontions propre

Restriction au cercle :
@ constante

@ proportionnelle & cos(nw)
@ proportionnelle & sin(nw)
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Etude Spectrale

Fct Propre constante sur le cercle :

2 [2m 2
Xo = Re %% / e~ 005 gl
0

1

Po(x) = "

/27r K(x, (Rcos(w), Rsin(w)))
0
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Etude Spectrale

Fct Propre prop. a cos(nw) sur le cercle (graph pour n=2) :

2
2R? 2R?
Acnh = Re™ o0 / e~ 0 %8« cos(nw)dw
0

1

_ dw
)\Cn

¢Cn(x)

27 . R
/o K(x,(Rcos(w), Rsin(w))) cos(nw)\/ﬁ
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Etude Spectrale

Fct Propre prop. a sin(nw) sur le cercle (graph pour n=18) :

)‘Sn = )\Cn
1

¢Sn(x) = TSn

an . _ R
/0 K(x,(Rcos(w), Rsin(w))) sm(nw)ﬁdw
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Approximation de la covariance conditionnelle

Valeurs Propres

L 5439272400 2.39813492+400 2.0110082+400 1.5043532+00 1.0031062+00
.0582584e-01 3.322637e-01 1.652402e-01 7.522338e-02 3.150974e-02
220389 e-02 4.359996e-03 1.472786e-03 4.625664e-04 1.364831e-04
.795235e-05

[N N ]

Kapp(Xx, 1) = K(x,t) —
15

Xodo(X)do(t) + > Ack [bek(X)dex(t) + dsk(X)dsk(D)]

k=1
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Exemple en Dimension 2

Simulation avec K
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lllustration
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Exemple en Dimension 2

Krigeage avec K pp

Meilleur Prédicteur :
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lllustration
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Cas des Equations Classiques

Jeu d’Ecriture

S = {C(1)7... ,C(”)} etM:(SCU) +"'+5g(")

n

Tuf10x) =Y K(x, ¢O)f(cD).

i=1

K()TK Ty = 3 () /S ok(8) () ()
k




lllustration
(o] le]e}

Cas des Equations Classiques

Jeu d’Ecriture

Diagonalisation de K

K =PAPT

avec A = diag (M, -+ ,Ap) et P = [vq|---|vp]

Spectre de T,

Spectre identique a K et

1
VX € X, ¢k(x) = )\—kk(x)Tvk = k(x) K™ "v
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lllustration
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Cas des Equations Classiques

Jeu d’Ecriture

k(x)"K~ 'y = k(x)TPA'PTy

@ k(x)"PA~" vecteur des ¢;(x) = +k(x)Tv; = k(x) K™y,
e P'y vecteur des vy, or

vy =3 e (¢9) = [ au()els)an(s)
k=1



lllustration
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Cas des Equations Classiques

Jeu d’Ecriture

On obtient bien :
0TK Ty =3 6i(0) / oi(D)p (1) ()
i=1 )8

Démarche identique pour T, associé a K et
vV =M. + -+ Mpd.m, avec m; > 0 : diagonalisation de MK

k(x)'Kly = k(x)"K"'M~ "My = k(x)"PA~ P~ "My
= k(x)"PA'P'K'P~TPTKMy
—1
- k(x)TP<PTKMKP> PTKMy, ...
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Conclusion/Perspectives

@ Couplage algorithmes spectraux et codes de krigeage,
@ Estimation des paramétres,

@ Généralisation aux noyaux hilbertiens, approximation,
@ planification d’expériences, ...
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