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Introduction

4 Analyses probabilistes : Quantifier l'influence de I'aléa des variables
d'entrée
L sur une probabilité fonction des variables d'entrée et grandeurs de sortie: analyses
de fiabilité
L sur une sortie du modele: analyses de sensibilité

4 Analyses de sensibilité dite globale
L Méthodes quantitatives permettant de mesurer la contribution de chaque v.a. (ou
groupe de v.a.) d'entrée sur la sortie d'un modéle numérique traduisant un comportement
physique

L Indices de Sobol': basées sur la mesure de la réduction de la variance de la sortie
d'un modele lorsqu'une ou plusieurs variables sont fixées

4 Développer une stratégie de calcul a coiit réduit des indices de Sobol’
L Substituer le modele numérique par une surface de réponse: régression SVR

4 Analyses de sensibilité globale appliquées a des exemples de mécanique
L Exemple analytique Ellingwood (Nie & E/lingwood, 2004)
L Tuyau fissuré - Modele EF - Code_Aster (Berveiller, 2005)
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Analyses de sensibilité globale

P Rappels sur les indices de Sobol’
p» Estimation des indices de Sobol




f \LaMI Principe des indices de Sobol’

4 Notations

X = <X1,X2,.“,Xd >’ cR? Vecteur aléatoire de variables indépendantes

f: RY 5 R Modeéle numérique de grandeur de sortie Y

X->Y=f(X)
4 Décroissance de la variance de Y pour une v.a. X, fixée a Xx;

E[V(Y‘ X, = xl.)] sur 'espace des possibles X,
4 Théoreme de la variance totale
v(¥)=V(E[Y|X,])+E|V(Y]X,)]

4 Indice de Sobol' du 1¢ ordre

V(E[Y]X,]) .y o
0<S = <1 mesurent la sensibilité de la sortie a une v.a.
— V(Y)
& 1 uAMA 4
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Indices de Sobol' (Sobol’, 1993)

4 Décomposition de la foncﬁon f

Y=rf(X fO+Zf + Y (XX )+ f (X X))

I<i<j<d

4 Indices du 2" ordre et ordres supérieurs

L Mesurent la sensibilité de la sortie a l'interaction entre deux v.a. (et plus)
non prise en compte dans les indices du 1¢" ordre

r(h(x.x)) v, vEMx.x])-v-v, g Ve

S. = - Y ijk
j v (Y) v (Y) v (Y) "or(Y)
4 Caractéristiques des indices de Sobol’
d
L 29-1indices et ZS,. + Z Sl.j +“'+S1,.,.,d =1
i=1 1<i< j<d
4 Indices totaux E[V(Y|X.)]
U (Homma & Saltelli, 1996) ST,. = ZSk ST,- = Y
- ick V( )
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U e 1 & z
_ 5 2 ~
E_ﬁ f(xklaxkzaﬂ-axkd) V:—Zf (xkl,xkz,...,xkd)—E
k=1 T N k=1
Echantillon de N réalisations des d variables aléatoires
| V(E[r]X,])
4 Indices du 1°" ordre S, =
V(Y)
V:V(EMX') U
i i _ 1 LD (1) 1 L. (1)
) U, = ﬁzf(xkl > X2 5000 Xty s X > Xty 20000 Xia )
=EE[1x]]-E|E1x]] =
: . f( *® @ @ M 2 x(z))
k1 9Vk2 9 Vi(i=1) 2 Vki 0 Vk(i+1)2 2 Vkd
- 2 échantillons de N réalisations des d variables aléatoires
= e -
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Estimations des indices de Sobol' (1)

4 Estimation de I'espérance et de la variance de f(X,,X,,....X,)

N
Meilleure estimation des indices de Sobol' si I} _ izfz (x ¥ X ) B E2

k12 k2%°**>"kd
(Saltelli, 2002) N‘o

2 _ 1O D ) 1 LD )] 2) ,.(2) (2) (2) ,.(2) (2)
E” = NE :f(xkl 5 X2 9000 X1y s X s Xie(it) oo+ Xk )f(xkl 5 X2 s Xty s Mg 9 Xe(inty oo+ Xk )
=

v(E)
- ()

4 Indices du 1¢" ordre

. 1) () (1) 1 .1 (D
U, _WE l,f(xm > X2 50009 Xpe(icty s Xhi 9 Xie(inty 22000 A )
k=1

(2) ,.(2) (2) 1 L.(2) (2)
Xf(xkl s X2 s oo Xpictys Mhi s Xkivtyo oo X )

i =r{E1x)

D] S]]

~U,£]1

2 échantillons de N réalisations des d variables aléatoires
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Estimation des indices de Sobol' (2)

4 Nombre d'appels au modéle pour le 4 Exemple 2 v.a.
calcul des indices X ~ N(10.2) X, ~ NQ.1)
L Indices du 1¢r ordre : (d+ 2)N
L Indices de tous les ordres : (29+ )N Y=f(X)=X -X,
L Indices totaux : (d+ 2)N 120 vy
(@=aN =] B
4 Méthodes de simulation st osf : : 3 -

L Monte Carlo Classique (CMC)
L Quasi Monte Carlo (QMC):

Suites de Sobol' randomisées s2 02 ¢ 1 s
(J. Jacques, 2005) D
4 Estimation répétée 30 fois R B

L Moyenne & Ecart type pour chaque indice
Intervalle de confiance a 95%
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Machines a Vecteurs Supports

p Régression SVR
» Influence du choix des parametres sur la solution SVR

» Points délicats dans la construction d'une régression SVR




Machines a vecteurs supports

4 Machines a vecteurs supports (Support Vector Machines - Vapnik, 1963)

L Concevoir un algorithme qui aprés avoir observé n couples (données, réponse)
parvienne a simuler la réponse a une nouvelle entrée x

(ﬁ’yi :f(ﬁ))’ ie{l,...,n}, x, e R couples (données, réponse)

L Apprendre un modele en I'approchant par une fonction simple

4 2 Catégories de méthodes

L Classification: Séparer I'espace des données en construisant un séparateur
(plutot adaptée a une analyse de fiabilité)

L Régression: Construire un substitut du modeéle sur son ensemble de
définition (plutot adaptée a l'analyse de sensibilité globale quantitative)
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Régression SVR

4 Principe de I'e-tube
L Base d'apprentissage (ﬁ,yi = f(ﬁ)), ie{l,...nf, x, eR"
L Recherche d'un substitut de /(X)) noté f(X) telle que la distance entre ¥,
et f(x,) soit inférieur &
L Erreur parfois tolérée : introduction de variables de pénalisation ¢ et du
parametre de contrdle C

4

&

~ 0 pour ‘5‘351‘
L Probléme d'optimisation -

Sl-e

min Mz +C Zn:(fi ki 5:'*)
=2 i1 Cas linéaire f X)= <60,X>+b

ryi_<Q’)_Ci>_b£8+§i -
= o —a. )X, o
S.C.< Q’)_Ci>+b_yigg— i* -_— | — IZ:;( i i )— —_— -, +0
Go 20 F(x) =S (e —a )(x.x)+b |  Vecteurs supports
— (=3 ) o
& -u,{} &MA 11
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Régression SVR

4 Principe de I'e-tube
L Base d'apprentissage (ﬁ,yi = f(ﬁ)), ie{l,...nf, x, eR"
L Recherche d'un substitut de /(X)) noté f(X) telle que la distance entre
et f(x,) soit inférieur &
L Erreur parfois tolérée : introduction de variables de pénalisation ¢ et du
parametre de contrdle C

4

&

~ 0 pour ‘5‘351‘
L Probléme d'optimisation -

Sl-e

min Mz +C Zn:(fi ki 5:'*)
=2 i1 Cas linéaire f X)= <60,X>+b

ryi_<Q’)_Ci>_b£8+§i -
= o —a. )X, o
S.C.< Q’)_Ci>+b_yigg— i* -_— | — IZ:;( i i )— —_— -, +0
Go 20 F(x) =S (e —a )(x.x)+b |  Vecteurs supports
— ()= 3 et )z
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Régression SVR

4 Principe de I'e-tube
L Base d'apprentissage (ﬁ,yi = f(ﬁ)), ie{l,...nf, x, eR"
L Recherche d'un substitut de /(X)) noté f(X) telle que la distance entre
et J}(ﬁ) soit inférieur G ¢
L Erreur parfois tolérée : introduction de variables de pénalisation ¢ et du
parametre de controle C

4

&

~ 0 pour ‘5‘351‘
L Probléme d'optimisation -

Sl-e

min Mz +C Zn:(fi ki 5:'*)
=2 i1 Cas linéaire f X)= <60,X>+b

ryi_<Q’)_Ci>_b£8+§i -
= o —a. )X, o
S.C.< Q’)_Ci>+b_yigg— i* -_— | — IZ:;( i i )— —_— -, +0
Go 20 F(x) =S (e —a )(x.x)+b |  Vecteurs supports
— ()= 3 et )z
& u«q: @MA 13
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Régression SVR

4 Régression SVR dans le cas non linéaire
L Méthodes a noyaux /\(D

Transformation de
I'espace physique
en un espace
support A par un
projeteur non
linéaire @

111111
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Régression SVR

4 Régression SVR dans le cas non linéaire
L Méthodes a noyaux /\(D

Transformation de
I'espace physique
en un espace
support A par un
projeteur non
linéaire @

17T~5
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Stratégie de calcul des indices de Sobol’ a
coiit réduit

P Principe de la stratégie
» Génération de la base d'apprentissage
» Grille de recherche des hyper parametres




1 \LaMI Principe de la strategie

= . Nombre de v.a. d
Substituer f par Taille échantillon (QMC):
une SVR
N = 10 000
1. Base d'apprentissage i B x 30
- Nombre de couples, n [&,yi :%J

Calculs des indices de
Sobol’ sur la SVR

- Génération déterministe, espace standard

2 . -
>| Hypersphére  Multinormale >l
2. Choix des hyper parametres

- C = 1000000 1

- Grille de recherche (¢, 0) :
o:[1257 8101520 50 100]

log(e/2) : [-11:1:-1]

Indices de Sobol’' 1¢" ordre

Indices de Sobol' ordre sup.

3. Criteres de choix Indices de Sobol' totaux
Erreur empirique minimale & Validation croisée
I — =) Appels au modele f =
g Ll,w? M}MA 17
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aMI Base d'apprentissage: Hypersphere de rayon choisi

4 Espace de construction de la régression SVR
L Espace standard = Espace des variables gaussiennes centrées réduites U

4 Placement uniforme des points dans une hypersphere : Cellules de
Voronoi Tesselation

CVT(p)Z{xe[O,l]d‘V g € B, d(x,p)Sd(x,q)} v, . n=100
1 p%B i ) : 9 — : . -
) ’ o ) . || . ik
0.8 ‘ — " 0.8} A~ N ~
A Fa— —< \ . T
0.6l % | ﬁ._-" . ] 0.6} 1“ = |: .E )
04_.__. — ,'_ ._ . \},_,' «T.M-- \
4t . L ] 0.4t i . N
T AN A | =4 \ i il
0.2t : III % ! L N ' 0.2} - .!'r--“-h-q-'/ Hx--‘l-/ - r
| WA / . [}
Py .l / | \ T
% 02 04 06 08 1 o2 07 08 08 1 5 U,
(Hanson, 2002) . pyint aléatoire « Centre CVT
4 Rayon de I'hypersphére Rayon maximal d'un échantillon N = 10000
— gaussien standard Jv
& 1 EMA 18
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1 \LaMI Principe de la strategie

= . Nombre de v.a. d
Substituer f par Taille échantillon (QMC):
une SVR
N = 10 000
1. Base d'apprentissage i B x 30
- Nombre de couples, n [&,yi :%J

Calculs des indices de
Sobol’ sur la SVR

- Génération déterministe, espace standard

2 . -
>| Hypersphére  Multinormale >l
2. Choix des hyper parametres

- C = 1000000 1

- Grille de recherche (¢, 0) :
o:[1257 8101520 50 100]

log(e/2) : [-11:1:-1]

Indices de Sobol’' 1¢" ordre

Indices de Sobol' ordre sup.

3. Criteres de choix Indices de Sobol' totaux
Erreur empirique minimale & Validation croisée
I — =) Appels au modele f =
g Ll,w? M}MA 19
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Base d'apprentissage: Multinormale

4 Espace de construction de la régression SVR
L Espace standard = Espace des variables gaussiennes centrées réduites

4 Génération des suites de Sobol' déterministes sur I'hypercube [0,1]¢
puis transformation isoprobabiliste suivant la multinormale dans

I'espace standard
n=1000

Suites de Sobol’ U, -

or L el L e Transformation
s S e isoprobabiliste 4
o e e T T e & it

0s _— 3 0
04 . * 1
I-‘ 5
0y . .4 2
03 ey L
‘) ak
(3] e
dF
.t (! =l
[ ] a3 o [ [T o8 09 ) -
&
5 4 ¥ 2 1 ] 2 3 5
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1 \LaMI Principe de la strategie

= . Nombre de v.a. d
Substituer f par Taille échantillon (QMC):
une SVR
N = 10 000
1. Base d'apprentissage i B x 30
- Nombre de couples, n [&,yi :%J

Calculs des indices de
Sobol’ sur la SVR

- Génération déterministe, espace standard

2 . -
>| Hypersphére  Multinormale >l
2. Choix des hyper parametres

- C = 1000000 1

- Grille de recherche (¢, 0) :
o:[1257 8101520 50 100]

log(e/2) : [-11:1:-1]

Indices de Sobol’' 1¢" ordre

Indices de Sobol' ordre sup.

3. Criteres de choix Indices de Sobol' totaux
Erreur empirique minimale & Validation croisée
I — =) Appels au modele f =
g Ll,w? M}MA 21
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Applications

» Modele Ellingwood (Nie & Ellingwood, 2004)
» Tuyay fissuré - Code Aster (Berveiller, 2005)




Modele Ellingwood 3 v.a.

4 Variables aléatoires indépendantes

X, ~N(0,1) X, ~N(0,1) X, ~N(0,1)
4 Modéle analytique
F(x)=-0.5(x7 +x; + x5 —2x,x, —

(x, +x, +x,)

J3

+3

o= 2X,X, — 22X, —

06,

05F Ref, N=10000, x30 bod b7 b4
0.4k SVR, n=200, hypers.

SVR, n=200, norm.
03F

l].2-c|3€|>+ o0 bt ‘H”Ir‘

01

ol 494"1’

s1 =2 83 812 $13 €38 5123 ST ST2 ST3

AL

5

|

e o

-

Base : Multinormale Base : Hypersphére uniforme

n =200, 0 =50, ¢ = 4,88104, C = 1000000

4 Coliit sans SVR : nombre d'appels a f
U Indices tout ordre : [ (23+1)x10000]x30
U Indices totaux :[ (3+2)x10000]x30 = 1500000

4 Coliit avec SVR : nombre d'appels a f
U Indices tout ordre + totaux : » = 200

4 Remarque
U Interaction du 2" ordre

B b 1
F-rﬂ)
- @ U v

S LA AT
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aMI Tuyau fissuré - Modele EF Code_Aster (Berveiller, 2005)

4 Structure Etudiée 4 Calculs EF: Code_Aster
L U http://www.code-aster.org
t 4 Comportement du materiau
__________________________ L L Loi Ramberg Osgood : non linéaire
o 0, o '
oo S s - 5o s
Fissure circonférentielle & (MPa) =, ) | S
4 Données du probléme 1
Longueur de fissure: @ =15mm X
—_—
Longueur de tuyauterie: L =1000mm F_,"
Pression interne: P =15.5MPa
Rayon interne de tuyau: R, =393.5mm .
Epaisseur de tuyau: ¢ =62.5mm |
Contrainte de traction appliquée: 0, =135MPa . " - P
Contrainte de fraction due a I'effet de fond: o, = P =
(R +1) —R’
& U~ 6dR MASCOT-NUM 18-19-20 Mars 2009 &8
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Tuyau fissuré - Analyse fiabilité

4 Analyse de fiabilitée

, ou
Etat limite: g=J, —J(E,O'y,n,a) J=I(Wdy—za—;d~9j : Intégrale de Rice, 1 calcul EF = 8 min
T

Variables aléatoires Notation Loi Moyenne Coefficient de
indépendantes variation
Module d'Young E Lognormale 175500 MPa 5%

Coefficient de lissage o Normale 1.15 13%
Coefficient d'écrouissage n Normale 35 3%
Limite d'élasticité g, Lognormale 259.5 MPa 3.8%
Ténacité Jy, Lognormale 52 MPa.mm 18.27%

4 Résultats FORM et sensibilités globales sur SVR, base: hypersphere

unifor‘me, n = 200 Facteurs Indices Moyenne Ecart-type
L d'importance Totaux

NI A ATEES & o2, 00627 ST, 00016 00015

Nombre d'appels a gt 42 o 007 ST, 0007 00106

Indice de fiabilité: [ =3.09 @, ~0 ST, 0.0013 0.0110

Probabilité de défaillance: p, = 9.89.10™" @, 00455 ST 0.0015 0.0107
——— o, 08211  sT,, 09917 00106

8 uEMA 25
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Tuyau fissuré - Analyse de sensibilité globale

4 Modéle numérique 4 Indices de Sobol' sur SVR

SVR, base d'apprentissage : hypersphere uniforme

f(E,Gy,n,a)ZJ(E,O'y,n,a) rayon R
. , s n =200, R=5.3, 0 =50, ¢ =0.0039, C=1000000
4 Indices de Sobol' de référence N = 10000 x30, Colit = n = 200
Modéle directement moyenne  Ecart type moyenne  Ecart type
N = 5000, Colit = (d + 2)N = 30000 s, 0.364 0006 ST, 0.331 0.009
ST, 0.314 s, 0437 0006 ST, 0.402 0.01
ST, DAZE s 0018 0001 ST =0 0.012
ST, = s, 0244 0006 ST~ 0.210 0.01
ST 0.215
oy
oe SVR, base d'apprentissage : multinormale
05t n = 500, ¢ = 50, ¢ = 0.0039, C = 1000000
ol ° 5 o N = 10000 x30, Coflit = n = 500
03l € 29 moyenne  Ecart type moyenne  Ecart type
0zl © 3 0 s, 0366 0006 sT, 0.333 0007
o s, 0428 0007 ST, 0.394 0009
0 o B B S, 0.016 0.0003 ST, ~0 0.009
ol | s, 0254 0005 ST 0.220 0.008
ST ST, ST, ST,
& 1 @MA 26
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aMI Conclusion et perspectives d'amelioration

4 Bilan de la stratégie de calcul a coit réduit des indices de Sobol

L Méthode validée sur deux exemples : 1 modele analytique et un modele
numérique

L Gain considérable en terme d'appels au modeéle et donc en temps de calculs

L Influence de la base sur la solution SVR et donc sur I'estimation des indices
de Sobol’

4 Perspectives d'améliorations
L Tester la robustesse de la méthode sur des exemples en grandes dimensions

L Améliorer la génération de la base d'apprentissage: seules deux méthodes
ont été testées : hypersphére uniforme de rayon choisi et multinormale

L Améliorer la recherche des hyper paramétres optimaux

— 3
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