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Optimisation
mono5objectif vs
multicritère déterministe

min ( )

Sous les contraintes:

( ) 0, 1

( ) 0, 1

x

i

j

f x

g x i q

h x j p

∈Ω

≤ ≤ ≤


= ≤ ≤
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En général, solution unique (globale)

, ( ) ( )
g

x f x f x∀ ∈Ω ≥
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[ ]1 2min ( ) ( ) ( ) ( )

Sous les contraintes:

( ) 0, 1

( ) 0, 1
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k
x
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f x f x f x f x

g x i q
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Ensembles
de
PARETO

{ }

*

 Dominance faible de PARETO: Un vecteur u domine un vecteur v au

sens de PARETO, si et seulement si 1 ,  . On écrit alors

.

 Ensemble de PARETO: c'est l'ensemble P  de toutes les solutions n

i ii m u v

u v

•

∀ ∈ … ≤

•

≻

{ }* * *

on dominées, 

P \ ; ( ) ( )

Diagramme de PARETO: c'est la représentation de l'ensemble de PARETO

x x f x f x= ∈Ω ∃ ∈Ω

•

≻
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dans l'espace des fonctions objectifs.



� Contexte de
l’optimisation multicritère

• ������	
�����5
�������
� �� �����@��
• .5
�����	
��� ��������
���������#�)9(
• #�6���
��� 65�5
�0�� ����5����
��� �� �����@�� �7��
����	
���
• C���+����� �7��
����	
��� ��������

Plan
de
l’exposé

9�#9��-?���,�?
���
��	��	����	
���	�������
	
���	������	�����&����

� Une formulation
pour
la
prise
en
compte des
incertitudes

• ��5���
	
��� ����	�������	
������ �����@�� �7��
����	
���
• 9�	�
����
 ���������
�
���� 1���
���	�����
�������	
���3
• �5���
	
� ������7��
����	
��� ���
�������

� Conclusion
et
perspectives




• #�6���
�����58���
����	����
o #�6���
�����65�5
�0����1&������6���H�3

�#�6���
���������5����
����6���	����	��	�
���
��8��������������	
�����7����8����

Algorithmes de
résolution

10�#9��-?���,�?
���
��	��	����	
���	�������
	
���	������	�����&����



&5�5�	
�����7����
�����	
�����7����8����19!3

(�5�	
�����65�5
�0������������
����8����

9I9J�

Algorithmes génétiques

Initialisation

Diversification

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7x1 x2 x3 … x5 x6 xm

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7x1 x2 x3 … x5 x6 xm
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Evaluation

Intensification
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Traitement des
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où 

      est le vecteur des fonctions objectif, de taille        m   ;

      est le vecteur des fonctions contraintes, de taille    c   ;

      est le vecteur des variables de décision du problème

f

g

x

•

•

•

[ ] [ ]

déterministes 

de taille   n   ,  

    est le vecteur des variables stochastiques Gaussienne non corrélées 

de taille   s    .

E ...  et ...  les opérateurs de moyenne et d'écart-type.

θ

σ

•

•

Formulation
pour
la
prise
en
compte
des

incertitudes
en
OM

[ ]1
,

non-dominance

min , ...,

sous les contraintes:

( , )

( , ) 0

avec

E ( , ) ( , )

m
x

f

g

sécurité

i i i i

P P f x

P P g x

f x f x

η
ς ς ς

θ ζ α

θ α

ζ θ η σ θ

=

 ≡ ≥ 

 ≡ ≤ ≥ 

   = +   

≻

• Variables
de
décision
déterministes n m
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E ( , ) ( , )i i i if x f xζ θ η σ θ   = +   

( , )
i

f x θ

( , )i if xη σ θ  

E ( , )if x θ  

p

.�	6�	��������#�)9(�(�
��	�

1 2( , )ζ ζ

• P
non5dominance
représente
la
probabilité
que
le
front
trouvé
soit
dominé
à







%.


fα

X1 X2 … Xn …1η
mη+ = X1 X2 … Xn…1η

m
η

1( , )f x θ

2 ( , )f x θ
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Principe
non
intrusif de
Traitement des
incertitudes

1
η

2
ηY

1

Y
2

Y
3

Y
4

1
η

2
ηY

1

Y
2

Y
3

Y
4

1
η

2
ηY

1

Y
2

Y
3

Y
4

1
η

2
ηY

1

Y
2

Y
3

Y
4

1
η

2
ηY

1

Y
2

Y
3

Y
4
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ξ
i

f

p

 

Pour chaque individu:

N individus
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x =

E ( , )if x θ  

E ( , ) ( , )
i i i i

f x f xζ θ η σ θ   = +   

E ( , )
i

f x θ  

( , )if xσ θ  



�Chaos
polynomial
à
plusieurs
variables

(Polynomes
d’Hermite):
1E��������*HN�&�	���"�?�	���"�����3

Development
des
variables
stochastiques
en
chaos
polynomial

0 0 1 0 2

1 1 1 0 2 1

Chaos polynomial multivariable avec

polynômes d'Hermite s 2,  n 2 :

( ) ( ) ( ) 1;

( ) ( ) ( ) ;

ξ ψ ξ ψ ξ

ξ ψ ξ ψ ξ ξ

= =

Ψ = =

Ψ = =

« Le chaos polynomial d’ordre N est constitué de tous les polynômes orthogonaux 

d’ordre N faisant intervenir toutes les combinaisons possibles de variables 

aléatoires »  (Berveiller, 2005)

1

1

( ,..., ) ( )
j

s

k m k j

j

Hψ ξ ξ ξ
=

= ∏
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1

0 1 1

( ,..., ) ( ) ( ) ( )
P

m j j moy j j moy j j

j j j

f f fξ ξ ψ ξ γ ψ ξ γ ψ ξ γ
∞ ∞ −

= = =

= = + ≈ +∑ ∑ ∑ɶ

1 1 1 0 2 1

2 0 1 1 2 2

2

3 2 1 0 2 1

4 1 1 1 2 1 2

2

5 0 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) 1;

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )

ξ ψ ξ ψ ξ ξ

ξ ψ ξ ψ ξ ξ

ξ ψ ξ ψ ξ ξ

ξ ψ ξ ψ ξ ξ ξ

ξ ψ ξ ψ ξ ξ

Ψ = =

Ψ = = −

Ψ = =

Ψ = = 1;−

1

0

( )!

! !

N
k

M k

k

M N
P C

M N
+ +

=

+
= =∑
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Traitement
non5intrusif
des
incertitudes

par
Collocation

�Méthode
de
Collocation

(Schématique)
(M.Berveiller, B.Sudret ,2005)

Y3Y2Y1 Y4

•$	��	������5
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'x =

Ey F

•$	��	������
���	�
�0���

ξ =

i
f

p

E ( , )
i

f x θ  

E ( , )
i

f x θ  

������	
����1Q�����
�3

FEM

FEM

(1)ξ
(2)ξ

( )xγ
1

( ) ( )
P

f ξ ξ ψ ξ γ
−

=∑ɶ
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1η
2η

Y3Y2Y1 Y4'x =

E ( , ) ( , )
i i i i

f x f xζ θ η σ θ   = +   

( , )if xσ θ  
FEM

…
( )Qξ

( )xγ 1

0

( ,..., ) ( )m j j

j

f ξ ξ ψ ξ γ
=

=∑ɶ



� Contexte de
l’optimisation multicritère

• ������	
�����5
�������
� �� �����@��
• .5
�����	
��� ��������
���������#�)9(
• #�6���
��� 65�5
�0�� ����5����
��� �� �����@�� �7��
����	
���
• C���+����� �7��
����	
��� ��������

Plan
de
l’exposé

21�#9��-?���,�?
���
��	��	����	
���	�������
	
���	������	�����&����

� Une formulation
pour
la
prise
en
compte des
incertitudes

• ��5���
	
��� ����	�������	
������ �����@�� �7��
����	
���
• 9�	�
����
 ���������
�
���� �	��������	
���
• �5���
	
� ������7��
����	
��� ���
�������

� Conclusion
et
perspectives




Exemple
de
résultats

[ ]1
,

non-dominance

min , ...,

sous les contraintes:

( , )

( , ) 0

avec

E ( , ) ( , )

m
x

f

g

sécurité

i i i i

P P f x

P P g x

f x f x

η
ς ς ς

θ ζ α

θ α

ζ θ η σ θ

=

 ≡ ≥ 

 ≡ ≤ ≥ 

   = +   
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Détermination
des
coefficients
du
chaos
polynomial

par
métamodèles

•Collocation

1γ

2x

1x
(1)

x

(2)
x

������	
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FEM

FEM

FEM

(1)ξ
(2)ξ

…
( )Qξ

( )xγ

1γ

2x

1x

Métamodèle
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Définir une surface de réponse telle que:

( )x xΓ֏

DOE { } { }(1) ( ) (1) ( )nDOE nDOEx x Γ Γ⋯ ֏ ⋯
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( , )i if xη σ θ  

p 2ζ
• P
non5dominance
représente
la
probabilité
que
le
front
trouvé
soit
dominé
à







%.



fα

[ ]
Bornes fixées a priori:

1; 5
i

η ∈ −
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E ( , ) ( , )
i i i i

f x f xζ θ η σ θ   = +   

( , )
i

f x θ
E ( , )

i
f x θ   .�	6�	��������#�)9(�(�
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1ζ
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x1x2x3x4x5x6x7x1x2x3x4x5x6x7x1x2x3x4x5x6x7x1x2x3x4x5x6x7x1x2x3x4x5x6Y4

Pareto Partiel
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Mise en
oeuvre
de
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Initialisation
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η

[ ]1
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non-dominance

min ,...,

sous les contraintes:

( , )

( , ) 0

avec
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x

f
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i i i i

P P f x

P P g x

f x f x
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θ ζ α

θ α

ζ θ η σ θ

=

 ≡ ≥ 

 ≡ ≤ ≥ 

   = +   
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Modèle stochastique

Diversification

Evaluation

Intensification

if

p

E ( , )
i

f x θ  

E ( , ) ( , )
i i i i

f x f xζ θ η σ θ   = +   

Pour chaque individu

1η 2η

Y1 Y2 Y3 Y4

2η1η

Y1 Y2 Y3 Y4

2η1η

Ey F

masseζ

contrainte axiale maxζ

E ( , ) ( , )masse masse masse massef x f xζ θ η σ θ   = +   
 contrainte ax max c ax max c ax max c ax maxE ( , ) ( , )f x f xζ θ η σ θ   = +   



Traitement
des
incertitudes
par
Collocation

(1) (1) (1)

00 1( ) ( ) ( )

3 :

Pf γξ ξ ξ−
   Ψ Ψ  
     

=    
   

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

(1) ( )2: Plan d'expérience: ,...,  Qξ ξ

La méthode de collocation ou encore de régression linéaire permet le 

calcul non intrusif des coefficients du développement en chaos polynomial 

d’une variables aléatoire.

1

1

1

1: ( ,..., ) ( )
P

m moy j j

j

f fξ ξ ψ ξ γ
−

=

= +∑ɶ
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( ) ( )( )
0 1 1( ) ( )( )

ou encore

( ) ( )

Q QQ
P Pf

f

ξ ξ γξ

γ

− −

 
    Ψ Ψ     

Ξ = Ψ Ξ

⋯

4 : ( ) ( ) ou = ( ) ( )

( ) ne dépend que des points de collocations et peut 

donc être calculé une fois pour toute.

C s C s

C

γ = Ξ Ξ Γ Ξ Ξ

Ξ


