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Le probléme a résoudre. ..

Données du probléme
@ un domaine X C R compact (espace des facteurs)
@ une fonction f : X — IR coliteuse a évaluer
@ une loi Px sur I'espace des facteurs
o unseull T e R

On veut calculer
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Le probléme a résoudre. ..

Données du probléme

4

]
]
]

un domaine X C R¥ compact (espace des facteurs)
une fonction f : X — R coditeuse a évaluer

une loi Px sur I'espace des facteurs

unseuil T € R

On veut calculer

a(f) = Px{xe X f(x)> T} = /an>TdPX J

Il ne s'agit pas (encore) d'un probléme d'inférence statistique !
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Evénement rare?

Fonction coliteuse a évaluer
@ par ex., le calcul de f(x) fait appel a un code aux éléments finis
@ budget limité d'évaluations
@ «rare » # «ff) extrémement petit
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Evénement rare?

Fonction coliteuse a évaluer
@ par ex., le calcul de f(x) fait appel a un code aux éléments finis
@ budget limité d'évaluations
@ «rare » # «ff) extrémement petit

Etat de I'art pré-2004 (théses : Lagnoux Renaudie, 2006 ; Piera-Martinez, 2008)
@ méthodes fondées sur des approximations paramétriques
@ ex : FORM/SORM, surface de réponse polynomiale
@ économique mais souvent peu précis
@ méthodes utilisant I'échantillonnage aléatoire
@ Monte-Carlo, échantillonnage préférentiel, stratifié, etc.
@ convergentes mais gourmand en évaluations
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Evénement rare?

Fonction coliteuse a évaluer
@ par ex., le calcul de f(x) fait appel a un code aux éléments finis
@ budget limité d'évaluations
@ «rare » # «ff) extrémement petit

Etat de I'art pré-2004 (théses : Lagnoux Renaudie, 2006 ; Piera-Martinez, 2008)
@ méthodes fondées sur des approximations paramétriques
@ ex : FORM/SORM, surface de réponse polynomiale
@ économique mais souvent peu précis
@ méthodes utilisant I'échantillonnage aléatoire
@ Monte-Carlo, échantillonnage préférentiel, stratifié, etc.
@ convergentes mais gourmand en évaluations

Idée : approche bayésienne non-paramétrique

info. a priori sur f — méthodes convergentes et économiques
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Processus gaussiens / krigeage

Apparition du krigeage en fiabilité (surface de réponse non-paramétrique)
@ Romero, Swiler et Giunta (Struct. Safety, 2004)
@ Kaymaz (Struct. Safety, 2005)
@ Shan et Wang (J. Mech. Design, 2006)
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@ Romero, Swiler et Giunta (Struct. Safety, 2004)
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@ Shan et Wang (J. Mech. Design, 2006)

Premiers travaux en planification séquentielle, point de vue bayésien
@ Vazquez et Piera-Martinez (JdS 2007), Vazquez et Bect (SYSID'09)
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Processus gaussiens / krigeage

Apparition du krigeage en fiabilité (surface de réponse non-paramétrique)
@ Romero, Swiler et Giunta (Struct. Safety, 2004)
@ Kaymaz (Struct. Safety, 2005)
@ Shan et Wang (J. Mech. Design, 2006)

Premiers travaux en planification séquentielle, point de vue bayésien
@ Vazquez et Piera-Martinez (JdS 2007), Vazquez et Bect (SYSID'09)

@ Picheny, Ginsbourger, Roustant, Haftka (ENBIS'08)
Picheny, Ginsbourger, Roustant, Haftka et Kim (J. Mech. Design (tbp))

@ Ranjan, Bingham et Michailidis (Technometrics, 2008)
@ Bichon, Eldred, Swiler, Mahadevan et McFarland (J. AIAA 2008)

Dans cet exposé. . .
@ une introduction générale au sujet (biaisée)

@ les premiers résultats obtenus par Ling Li dans le cadre de sa thése
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@ Formalisme : théorie bayésienne de la décision

© Processus gaussiens et modéles dérivés

© Tour d'horizon des stratégies séquentielles existantes

@ Conclusion et perpectives
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@ Formalisme : théorie bayésienne de la décision

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010 6 /33



Cadre décisionnel (1/2)

Contrainte : on dispose d'un budget limité de N évaluations.

choisir x ¢ X —  obtenir f(x) € R )

@ comment choisir séquentiellement les entrées xq, ..., xy ?

© comment estimer a(f) a partir de f(x1), ..., f(xn)?
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Cadre décisionnel (1/2)

Contrainte : on dispose d'un budget limité de N évaluations.

choisir x ¢ X —  obtenir f(x) € R )

@ comment choisir séquentiellement les entrées xq, ..., xy ?

© comment estimer «(f) a partir de f(x1), ..., f(xn)?

Réponse dans un cadre bayésien (pré-requis)

@ choix d'une fonction de cott C(a, &) = (o — &)?

@ choix d'une loi a priori pour la fonction f inconnue
= f est maintenant vue comme un processus aléatoire ¢!
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Cadre décisionnel (2/2)

Notations : X1, ..., Xy points d'évaluations
° I, = (Xl, &(X1), ..., X, §(X,,)> info. disponible au temps n
] fn = O’(/n), a = a(f), &n - é\ln(/n)

Réponse dans un cadre bayésien (suite)

On cherche Xy, ... Xy et ap
@ qui minimisent E {(a - dN)2}

@ avec X,i1 Fp-mesurable, Vn >'1
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Cadre décisionnel (2/2)

Notations : X1, ..., Xy points d'évaluations
° I, = (Xl, &(X1), ..., X, §(X,,)> info. disponible au temps n
] fn = O’(/n), a = a(f), &n - é\ln(/n)

Réponse dans un cadre bayésien (suite)
On cherche Xy, ... Xy et ap

@ qui minimisent E {(a — d/\/)z}

@ avec X1 Fp-mesurable, Vn >'1

Généralisations possibles :
@ évaluations en batchs (utile pour paralléliser)
@ évaluations bruités (ex : code de calcul a base de MC)
@ décisions randomisées, autres critéres d'arrét, etc.
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Estimateur optimal

Notations : P, & P{- | F,} et E, & E{- | F,}
Meilleur estimateur Fy-mesurable (risque quadratique) :

any = Epy (a) J
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Estimateur optimal

Notations : P, & P{- | F,} et E, & E{- | F,}
Meilleur estimateur Fy-mesurable (risque quadratique) :

an = Epy ()

En posant p,(x) =P, {{(x) > T}, ona

an = En </ ]lf>TdPX> - / pndPy
X X

On a transformé un probléme de calcul d'intégrale en un autre probléme de
calcul d'intégrale = intéressant si la seconde est plus facile a calculer !

J. Bect (Supélec)
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Estimateurs fondés sur une fonction de classification

On peut aussi chercher un estimateur « plugin » de la forme

n = /gNdPx, avec gy : X — {0,1} (1)J
X

@ gy est une fonction de classification dure
@ ex : SVM dans la méthode SMART (thése de F. Deheeger (LaMl))
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Estimateurs fondés sur une fonction de classification

On peut aussi chercher un estimateur « plugin » de la forme

oy = /gNdPx, avec gy : X — {0,1} (I)J
X

@ gy est une fonction de classification dure
@ ex : SVM dans la méthode SMART (thése de F. Deheeger (LaMl))

Meilleure fonction de classification a injecter dans (1) :

v = Tpysapp = Tg o qs |

avec &n(x) la médiane a posteriori de &(x) (au temps N).
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Stratégie bayésienne optimale (1/2)

On fixe un estimateur &y (par ex : &y = En (@)).

Stratégie bayésienne optimale ?
@ stratégie : suite Xi, ..., Xy avec X,+1 Fp-mesurable

@ bayésienne optimale : minimisant E {(a — an)?}
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Stratégie bayésienne optimale (1/2)

On fixe un estimateur &y (par ex : &y = En (@)).

Stratégie bayésienne optimale ?
@ stratégie : suite Xy, ..., Xy avec X,+1 Fp-mesurable

@ bayésienne optimale : minimisant E { (o — an)?}

Formellement, la solution s’obtient par programmation dynamique

@ calcul par récurrence (rétrograde) du risque bayésien

Rn(In) = En {(a - @N)Z}

Ra(ln) = )r<n|+r1 E,(Rnt1(lh+1)), n=N-1,...,1

@ stratégie optimale : X, ;1 = argmin E, (Rp+1(/ht1))
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Stratégie bayésienne optimale (2/2)

La stratégie optimale fait apparaitre un critére d'échantillonnage optimal :

Jn (/an—l-l) = En(Rn-l-l(lfH-l)) J
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Stratégie bayésienne optimale (2/2)

La stratégie optimale fait apparaitre un critére d'échantillonnage optimal :

Jn (/an—I—l) = E, (Rn+1(ln+1)) J

Malheureusement. . .

espace d'état continu, dim. n _ _
. . = calcul exact impossible!
espace d’actions continu également

Probléme

Comment construire de bonnes solutions sous-optimales ?
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© Processus gaussiens et modéles dérivés
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Pourquoi des processus gaussiens ?

|Fn

besoin de savoir calculer (ou simuler) efficacement la loi a posteriori P

modéles (a priori) construit a partir de processus gaussiens (GP)
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Pourquoi des processus gaussiens ?

|Fn

besoin de savoir calculer (ou simuler) efficacement la loi a posteriori P

modéles (a priori) construit a partir de processus gaussiens (GP)

Le GP comme a priori sur une fonction inconnue : un peu d'histoire . ..

@ les origines
o prédiction linéaire BLUP (Mathéron, Parzen ; années 60)
@ processus de Wiener en optimisation (Kushner, 1964)
@ splines & interprétation bayésienne (Kimeldorf & Wahba; 70/71)
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Le GP comme a priori sur une fonction inconnue : un peu d'histoire . ..

@ les origines

o prédiction linéaire BLUP (Mathéron, Parzen ; années 60)

@ processus de Wiener en optimisation (Kushner, 1964)

@ splines & interprétation bayésienne (Kimeldorf & Wahba; 70/71)
@ 1978, année bayésienne

@ en stats, trois articles dans JRSS (Wahba, O'Hagan, Leonard)

@ en optimisation : critére El (Mockus, Tiesis, Zilinskas)

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010 14 / 33



Pourquoi des processus gaussiens ?

|Fn

besoin de savoir calculer (ou simuler) efficacement la loi a posteriori P

modéles (a priori) construit a partir de processus gaussiens (GP)

Le GP comme a priori sur une fonction inconnue : un peu d'histoire . ..

@ les origines

o prédiction linéaire BLUP (Mathéron, Parzen ; années 60)

@ processus de Wiener en optimisation (Kushner, 1964)

@ splines & interprétation bayésienne (Kimeldorf & Wahba; 70/71)
@ 1978, année bayésienne

@ en stats, trois articles dans JRSS (Wahba, O'Hagan, Leonard)

@ en optimisation : critére El (Mockus, Tiesis, Zilinskas)
@ DACE (Design & Analysis of Computer Experiments)

@ Sacks et al. (1989), Currin et al. (1991)
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Propriété fondamentale des GP

Propriété

Si ¢ ~ GP (m(x), k(x,x)), alors € | F, ~ GP (én(x), k,,(x,x')),

avec &, et k, donnés par les équations du krigeage (simple).
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Propriété fondamentale des GP

Propriété

Si & ~ GP(m(x), k(x,x")), alors £ | F,, ~ GP (é,,(x), k,,(x,x’)),

avec &, et k, donnés par les équations du krigeage (simple).

Etat de I'art : modéles hiérarchiques construits autour du GP
@ « DACE » : krigeage ordinaire + approche bayésienne empirique
@ krigeage bayésien (ex : méthodologie BACCO par O'Hagan et collab.)
o treed GP (par Gramacy & Lee)

Note : krigeage bayésien, treed GP = (RJ)MCMC
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Modéle « DACE » (le plus répandu?)

On considére :
@ moyenne constante inconnue m(x) = m € R
2

@ covariance stationnaire de la forme k(x,x") = 0% ry(x — x’)

propriété (en supposant o2 et 6 connus)

Si {5 e AP O) drs ¢ 7, ~ ap (€n0), Kalx, x)

m ~ UR

avec &, et k, donnés par les équations du krigeage (ordinaire).

4 mai 2010 16 / 33
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Modéle « DACE » (le plus répandu?)

On considére :
@ moyenne constante inconnue m(x) = m € R

@ covariance stationnaire de la forme k(x, x') = o2

ro(x — x')

propriété (en supposant o2 et 6 connus)

o {£1m = KA oy 15, < o (640, k1)
m ~ Ur

avec &, et k, donnés par les équations du krigeage (ordinaire).

Approche bayésienne empirique : o2 et 6 sont estimés par MML
(maximisation de la vraisemblance marginale)
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Modéle « DACE » (le plus répandu?)

On considére :
@ moyenne constante inconnue m(x) = m € R

@ covariance stationnaire de la forme k(x, x') = o2

ro(x — x')

propriété (en supposant o2 et 6 connus)

o {£1m = KA oy 15, < o (640, k1)
m ~ Ur

avec &, et k, donnés par les équations du krigeage (ordinaire).

Approche bayésienne empirique : o2 et 6 sont estimés par MML
(maximisation de la vraisemblance marginale)

Mise en garde

Les procédures séquentielles qui ré-estiment les paramétres a chaque
étape par MML n'ont, a I'heure actuelle, aucun fondement théorique.
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Quelques quantités utiles pour la suite (et faciles a calculer)

Notation : 02(x) = kn(x,x); ® la FR de la loi A/(0,1).

n

Probabilité de dépassement du seuil T au point x € X :

po(x) = Pof()> T} = 1 0 <—’5"(X) - T) J

on(x)
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Quelques quantités utiles pour la suite (et faciles a calculer)

Notation : 02(x) = kn(x,x); ® la FR de la loi A/(0,1).

n

Probabilité de dépassement du seuil T au point x € X :

Pox) = Paf()>T) = 1 - @ (—5"(X) . T) J

on(x)
&) - T|
on(x)

Probabilité de mauvaise classification au point x € X :

ma(x) = Pa{(60) = T)(Enlx) — T) <0} = 1¢<

Remarque : 7, = min (pn, 1 — pn).
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© Tour d'horizon des stratégies séquentielles existantes
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Stratégies fondées sur une anticipation de k évaluations

Principe général (k-step look-ahead) :

n+2 n+k

Inllny Xnt1) = En(;ﬂn Ent ( min Eps1 (kn+k(/n+k))>) J

avec ;‘?,,Jrk un substitut du risque bayésien R, x.
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Stratégies fondées sur une anticipation de k évaluations

Principe général (k-step look-ahead) :

In(lps Xns1) = En ()rpin Epii ( min Enix-1 (k,,+k(/n+k))>) J

n+2 n+k

avec E’,,Jrk un substitut du risque bayésien R, .

Cas particulier : k =1 (one-step look-ahead)

Jn(lnaxn—i—l) = E, ( er—l (In—l—l)) J
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Stratégies fondées sur une anticipation de k évaluations

Principe général (k-step look-ahead) :

In(lns Xns1) = En ()rpin Epii ( min Enix-1 (k,,+k(/n+k))>) J

n+2 n+k

avec §n+k un substitut du risque bayésien R, .

Cas particulier : k = 1 (one-step look-ahead)

Jn(Ian—i-l) = E, ( er—l (In+1)> J

Stratégies OSL proposées dans la littérature :
@ SUR (Piera-Martinez & Vazquez, JdS'07 ; Vazquez & Bect, SYSID'09)
o targeted IMSE (Picheny et. al, ENBIS8 (2008), J. Mech. Design (tbp))
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SUR : Stepwise Uncertainty Reduction (1/2)

Principe (cf. algorithme IAGO, thése Villemonteix, 2008)

Chercher a réduire au plus I'incertitude résiduelle.
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SUR : Stepwise Uncertainty Reduction (1/2)

Principe (cf. algorithme IAGO, thése Villemonteix, 2008)

Chercher a réduire au plus I'incertitude résiduelle.

Mise en ceuvre

© Approximation gloutonne du risque :

Rot1 = Enpi1 ((oz — éln+1)2) = J» = E, ((O‘ - d”“)z) J
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SUR : Stepwise Uncertainty Reduction (1/2)

Principe (cf. algorithme IAGO, thése Villemonteix, 2008)

Chercher a réduire au plus I'incertitude résiduelle.

Mise en ceuvre

© Approximation gloutonne du risque :

ﬁn—i—l = En-i—l ((a - é\ln—&-l)z) = Jn = En ((a - é\ln-i-1)2)

© Calcul d'une borne supérieure

< E, ((/%vndpr) )

© Discrétisation et minimisation de la borne (2).
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SUR : Stepwise Uncertainty Reduction (2/2)

Expression(s) de la fonction v, :

Gnt1 = Epy1 (o)

N

Gy =[x Tg . rdPx  ~

n (3 une cst prés)

o
®

o
o

I
IS

2
Ya(x
variance de I'indicatrice de dépassement

Y2 (x

) = Pn(X) (1 *pn(X))

) = min (Pn(x)a]-_Pn(X)) = 7—n(x)

probabilité de mauvais classement

1er cas
2eme cas

T

0 0.2

0.4

0.6

Pn

0.8
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llustration : X = [0; 1], Px = Uy,

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010



llustration : X = [0; 1], Px = Ujp.q), o(f) =2
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llustration : X = [0; 1], Px = Uy,
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llustration : X = [0; 1], Px = Ujp.q), o(f) =2
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llustration : X = [0; 1], Px = Ujp.q), o(f) =2
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llustration : X = [0; 1], Px = Ujp.q), o(f) =2
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lllustration : X =[0;1], Px =Ujp.1;. af) =2%
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llustration : X = [0; 1], Px = U, a(f) = 2%
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iter
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llustration : X = [0; 1], Px = U, a(f) = 2%
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llustration : X = [0; 1], Px = U, a(f) = 2%
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llustration : X = [0;1], Px =Ujp.1}, a(f) =2%
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llustration : X = [0;1], Px =Ujp.1}, a(f) =2%
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llustration : X = [0;1], Px =Ujp.1}, a(f) =2%
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llustration : X = [0;1], Px =Ujp.1}, a(f) =2%
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Targeted IMSE

Méthode fondée sur I'IMSE pondéré :

Rralles) = | 03410 Wora() dPx J

ol g est une fenétre > 0 et W, 1(x) = En1(g(é(x) — T))

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010 24 / 33



Targeted IMSE

Méthode fondée sur I'IMSE pondéré :

Brialhes) = | 03410 Wara() dPx J

ou g est une fenétre > 0 et Wyi1(x) = Enp1(g(&(x) — T))

Le critére d'échantillonnage correspondant s'écrit :

(I Xas2) = | 0420) Wa(x) dPx J

Pondération recommendée par les auteurs :

77 Wi (x) L 1 (g T
z) = e 29% = X) X ————— e og+on(x)
&) " 2+ 02(x)

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010



Une comparaison des critéres existants : protocole

o X = [0;1] avec Px = Ujp,y;

@ comparaison en moyenne sur 4000 trajectoires d'un GP
o GP centré, covariance de Matérn (02 =1, v =2, p =0.1)
@ les algos utilisent la vraie fonction de covariance
o T de facon a ce que a = 2%.
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o X = [0;1] avec Px = Ujp,y;

@ comparaison en moyenne sur 4000 trajectoires d'un GP

o GP centré, covariance de Matérn (02 =1, v =2, p =0.1)
@ les algos utilisent la vraie fonction de covariance
o T de facon a ce que a = 2%.

@ version discrétisée du probléme (« méta-estimation »)

o Vi, ..., Ym % Px  (m=500)
@ on veut estimer I'estimateur ™ = L 3" T¢(y;)s 7
o on travaille sur X™ = {Yy, ..., Y,} avec PZ = L >0y
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Une comparaison des critéres existants : protocole

o X = [0;1] avec Px = Ujp,y;

@ comparaison en moyenne sur 4000 trajectoires d'un GP

o GP centré, covariance de Matérn (02 =1, v =2, p =0.1)
@ les algos utilisent la vraie fonction de covariance
o T de facon a ce que a = 2%.

@ version discrétisée du probléme (« méta-estimation »)

o Vi, ..., Ym % Px  (m=500)
@ on veut estimer I'estimateur a™ = 3" Te(y;)s T
o on travaille sur X™ = {Y1, ..., Y,,} avec P7 = L >0y

@ autres critéres comparés (en plus de SUR et targeted IMSE)

@ Ranjan, Bingham et Michailidis (Technometrics 2008)
@ Bichon, Eldred, Swiler, Mahadevan et McFarland (J. AIAA 2008)
@ Echard, Gayton et Lemaire (Journées Nat. de Fiabilité, 2010)
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Une comparaison des critéres existants : resultats (1/2)

10
0
on)
[a)
o
N—r
Ll -10
wn
=
-20
-30r —e—SUR ®e
-®-tIMSE, 0c =0
- ® -tIMSE, 0. = 0.1
-® -tIMSE, 0. = 1.0
—_40 L L L L |

I
5 10 15 20 25 30
nb évaluations
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Une comparaison des critéres existants : resultats (2/2)
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Conclusions

A retenir :

@ Prise en compte d'information a priori sur f, dans un cadre bayésien
non-paramétrique — méthodes qui convergent rapidement

@ L'approche déplace le probléme d’'intégration mais ne le supprime pas
— complément aux méthodes existantes (par ex. Monte Carlo)

@ Les premiéres études empiriques montrent le potentiel des stratégies
one-step look-ahead (SUR, targeted IMSE)
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@ Mieux exploiter la complémentarité bayésienne/fréquentiste
@ méta-estimation — intervalles de confiance
@ papier en cours de réaction avec E. Vazquez (bient6t sur arXiv. . .)
@ combinaison GP / techniques d'échantillonnage aléatoire
@ cf. exposé de Pierre Barbillon 3 MASCOT-NUM 2010

J. Bect (Supélec) Planification séquentielle 4 mai 2010



@ Mieux exploiter la complémentarité bayésienne/fréquentiste
@ méta-estimation — intervalles de confiance
@ papier en cours de réaction avec E. Vazquez (bient6t sur arXiv. . .)
@ combinaison GP / techniques d’échantillonnage aléatoire
@ cf. exposé de Pierre Barbillon 3 MASCOT-NUM 2010

@ Poursuivre 'analyse des stratégies de planification
@ en simulation & sur cas tests industriels

@ collaboration SUPELEC / B. looss (code Cathare)
@ D. Ginsbourger et collab. : projet de toolbox libre (R) 7

o sur le plan théorique

@ convergence, vitesse de convergence
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@ méta-estimation — intervalles de confiance
@ papier en cours de réaction avec E. Vazquez (bient6t sur arXiv. . .)
@ combinaison GP / techniques d’échantillonnage aléatoire
@ cf. exposé de Pierre Barbillon 3 MASCOT-NUM 2010

@ Poursuivre 'analyse des stratégies de planification
@ en simulation & sur cas tests industriels

@ collaboration SUPELEC / B. looss (code Cathare)
@ D. Ginsbourger et collab. : projet de toolbox libre (R) 7

o sur le plan théorique

@ convergence, vitesse de convergence

@ En cours : thése de Li Ling (financement projet CSDL)
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