
❊❆❉❙ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❲♦r❦s

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s

✖ ❆t❡❧✐❡rs ●❞❘ ▼❆❙❈❖❚✲◆❯▼✱ ✶✼ ♦❢ ▼❛② ✷✵✶✶ ✖

◆❛❜✐❧ ❘❛❝❤❞✐ ✱ P❤❉ st✉❞❡♥t ❛t ■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡
❆❞✈✐s❡❞ ❜②✿ ❏❈ ❋♦rt ✭P❛r✐s ❱✮✱ ❚❤✐❡rr② ❑❧❡✐♥ ✭❚♦✉❧♦✉s❡ ■■■✮

❛♥❞ ❋❛❜✐❡♥ ▼❛♥❣❡❛♥t ✭❊❆❉❙ ■❲✮



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❈♦♥t❡①t

❋r♦♠ ❘❡❛❧ ❧✐❢❡ t♦ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ▲✐❢❡✳✳✳

❨ = ❱❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭✉♥❝❡rt❛✐♥ ✦✮

ρ∗ = ◗✉❛♥t✐t② ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭q✉❛♥t✐❧❡✱ ♣❞❢✱ ❡①❝❡❡❞✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✳✳✳✮

❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✿
❋r♦♠ r❡❢✳ ❞❛t❛ ❨✶, ...,❨♥ ♦r (❳∗

✶,❨✶), ..., (❳
∗

♥,❨♥) ✭♥ ❧✐♠✐t❡❞ ✦✮

−→ ❈❤♦♦s❡ ❤ ❛♥❞ θ t♦ ♣r❡❞✐❝t ρ∗ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✭s✮ ❤

P❛❣❡ ✷



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❊①❛♠♣❧❡s

❨ = ❚❖❋▲ ✭❂ ❚❛❦❡✲❖✛ ❋✐❡❧❞ ▲❡♥❣t❤ ✮

✲ ◗✉❛♥t✐t② ♦❢ ■♥t❡r❡st ✿ P(❚❖❋▲ > t♦✢r❡q)

✲ ❘❡❢✳ ❞❛t❛ ❚❖❋▲✶, ...,❚❖❋▲♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❡sts✱ ❢♦r♠❡r ❛✐r❝r❛❢ts
❡t❝✳✳✳

⇒ ♥ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ P(❚❖❋▲ > t♦✢r❡q)

✲ ❤ = ❛❡r♦♥❛✉t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✫ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❨ = ❘❛♥❣❡ ✭❂ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ✮

✲ ◗✉❛♥t✐t② ♦❢ ■♥t❡r❡st ✿ P(❘❛♥❣❡ < r❛♥❣❡r❡q)

✲ ❘❡❢✳ ❞❛t❛ ❘❛♥❣❡✶, ...,❘❛♥❣❡♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❡sts✱ ❢♦r♠❡r ❛✐r❝r❛❢ts
❡t❝✳✳✳

✲ ❤ = ❛❡r♦♥❛✉t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✫ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

P❛❣❡ ✸



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

P❛❣❡ ✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

P❛❣❡ ✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

P❛❣❡ ✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

P❛❣❡ ✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✿ ❩✶ = (❳✶,❨✶), ...,❩♥ = (❳♥,❨♥) ✇✐t❤ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
❞✐st✳ ◗③ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ◗ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐st✳ ♦❢ ❨

✲ ❳✶, ...,❳♥ ♠❛② ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✭t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ 6= ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ❡t❝✳✳✳ ✮

▼♦❞❡❧s ✿ {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}
✲ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) =

∑❧=q
✐=✶ φ(①)θ ❡t❝ ✳✳✳

✲ ♣❤②s✐❝❛❧✴s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✿ ❡q✉✐♣ X ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✳ ♠❡❛s✉r❡ P① ✲ ① → ❳ ∈ (X ,P①)
✲ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❞❡s✱ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t❝✳✳✳

●♦❛❧ ✿ Pr❡❞✐❝t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✷ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳✳✳

✲ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❳ ✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✲ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ ❨ ✭♠❡❛♥✱ q✉❛♥t✐❧❡✱ ♣❞❢✱ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜✳✱
❡t❝✳✳✳✮

❘❡♠❛r❦ ✿
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❂ ♣❛r❛♠✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✰ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠✳

P❛❣❡ ✺



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✿ ❩✶ = (❳✶,❨✶), ...,❩♥ = (❳♥,❨♥) ✇✐t❤ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
❞✐st✳ ◗③ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ◗ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐st✳ ♦❢ ❨

✲ ❳✶, ...,❳♥ ♠❛② ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✭t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ 6= ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ❡t❝✳✳✳ ✮

▼♦❞❡❧s ✿ {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}
✲ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) =

∑❧=q
✐=✶ φ(①)θ ❡t❝ ✳✳✳

✲ ♣❤②s✐❝❛❧✴s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✿ ❡q✉✐♣ X ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✳ ♠❡❛s✉r❡ P① ✲ ① → ❳ ∈ (X ,P①)
✲ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❞❡s✱ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t❝✳✳✳

●♦❛❧ ✿ Pr❡❞✐❝t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨

✷ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳✳✳
✲ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❳ ✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✲ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ ❨ ✭♠❡❛♥✱ q✉❛♥t✐❧❡✱ ♣❞❢✱ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜✳✱
❡t❝✳✳✳✮

❘❡♠❛r❦ ✿
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❂ ♣❛r❛♠✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✰ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠✳

P❛❣❡ ✺



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✿ ❩✶ = (❳✶,❨✶), ...,❩♥ = (❳♥,❨♥) ✇✐t❤ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
❞✐st✳ ◗③ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ◗ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐st✳ ♦❢ ❨

✲ ❳✶, ...,❳♥ ♠❛② ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✭t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ 6= ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ❡t❝✳✳✳ ✮

▼♦❞❡❧s ✿ {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}
✲ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) =

∑❧=q
✐=✶ φ(①)θ ❡t❝ ✳✳✳

✲ ♣❤②s✐❝❛❧✴s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✿ ❡q✉✐♣ X ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✳ ♠❡❛s✉r❡ P① ✲ ① → ❳ ∈ (X ,P①)
✲ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❞❡s✱ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t❝✳✳✳

●♦❛❧ ✿ Pr❡❞✐❝t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✷ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳✳✳

✲ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❳ ✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨

✲ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ ❨ ✭♠❡❛♥✱ q✉❛♥t✐❧❡✱ ♣❞❢✱ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜✳✱
❡t❝✳✳✳✮

❘❡♠❛r❦ ✿
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❂ ♣❛r❛♠✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✰ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠✳

P❛❣❡ ✺



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✿ ❩✶ = (❳✶,❨✶), ...,❩♥ = (❳♥,❨♥) ✇✐t❤ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
❞✐st✳ ◗③ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ◗ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐st✳ ♦❢ ❨

✲ ❳✶, ...,❳♥ ♠❛② ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✭t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ 6= ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ❡t❝✳✳✳ ✮

▼♦❞❡❧s ✿ {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}
✲ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) =

∑❧=q
✐=✶ φ(①)θ ❡t❝ ✳✳✳

✲ ♣❤②s✐❝❛❧✴s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✿ ❤(①,θ) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✿ ❡q✉✐♣ X ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✳ ♠❡❛s✉r❡ P① ✲ ① → ❳ ∈ (X ,P①)
✲ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦❞❡s✱ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t❝✳✳✳

●♦❛❧ ✿ Pr❡❞✐❝t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✷ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳✳✳

✲ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❳ ✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❨
✲ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ ❨ ✭♠❡❛♥✱ q✉❛♥t✐❧❡✱ ♣❞❢✱ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜✳✱
❡t❝✳✳✳✮

❘❡♠❛r❦ ✿
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❂ ♣❛r❛♠✳ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✰ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠✳

P❛❣❡ ✺



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✲ ❨✐ = ❤(❳✐ ,θ

⋆) + ε✐ , ✐ = ✶, ..., ♥
✲ ε✐ ∼ N (✵, ✶) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❳✐ ✱

❙✉♣♣♦s❡ ❳✶, ...,❳♥ ♦❜s❡r✈❡❞
→ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡t❝✳✳✳✮

✕ ◗✉❡st✐♦♥s ✕

■❢ t❤❡ ❳✐ ✬s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❄ ❍♦✇ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❄
✭❡✳❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t❝✳✳✳✮
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❄
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✳✳✳

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤ ❳ r❡❣ s ♣❞❢
❤ ❳ r❡❣

✳✳✳ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❘♦❜✉st Pr❡❞✐❝t✐♦♥

P❛❣❡ ✻



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✲ ❨✐ = ❤(❳✐ ,θ

⋆) + ε✐ , ✐ = ✶, ..., ♥
✲ ε✐ ∼ N (✵, ✶) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❳✐ ✱

❙✉♣♣♦s❡ ❳✶, ...,❳♥ ♦❜s❡r✈❡❞
→ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡t❝✳✳✳✮

✕ ◗✉❡st✐♦♥s ✕

■❢ t❤❡ ❳✐ ✬s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❄ ❍♦✇ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❄
✭❡✳❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ 6= ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t❝✳✳✳✮
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❄
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✳✳✳

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ P(❤(❳, θ̂r❡❣ ) > s), ♣❞❢
❤(❳,θ̂r❡❣ )

✳✳✳ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❘♦❜✉st Pr❡❞✐❝t✐♦♥

P❛❣❡ ✻



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✲ ❨✐ = ❤(❳✐ ,θ

⋆) + ε✐ , ✐ = ✶, ..., ♥
✲ ε✐ ∼ N (✵, ✶) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❳✐ ✱

❙✉♣♣♦s❡ ❳✶, ...,❳♥ ♦❜s❡r✈❡❞
→ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡t❝✳✳✳✮

✕ ◗✉❡st✐♦♥s ✕

■❢ t❤❡ ❳✐ ✬s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❄ ❍♦✇ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❄
✭❡✳❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✱ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ 6= ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t❝✳✳✳✮
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❄
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✳✳✳

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ P(❤(❳, θ̂r❡❣ ) > s), ♣❞❢
❤(❳,θ̂r❡❣ )

✳✳✳ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❘♦❜✉st Pr❡❞✐❝t✐♦♥

P❛❣❡ ✻



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✲ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋❡❛t✉r❡ ❙♣❛❝❡ F ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ◗③ ✿
✲ (① 7→ E(❨ /❳ = ①)) ∈ F ⊂ {ρ : X → Y}
✲ E(❨ ) ∈ F ⊂ R

✲ ✭♣❞❢ ♦❢ ❨ ✮∈ F ⊂ {ρ : Y → R}
✲ ❡t❝ ✳✳✳

F✲❈♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ ✿

Ψ : F −→ ▲✶(◗
③)

ρ 7−→ Ψ(ρ, ·) : (①, ②) ∈ X × Y 7−→ Ψ(ρ, (①, ②))

Ψ✲❘✐s❦ ✭t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✦✮ ✿

RΨ(ρ) := E◗③ Ψ(ρ , ❩ ) →
ρ=ρ(θ)

RΨ(θ) := E◗③ Ψ(ρ(θ) , ❩ )

❘♠❦ ✿ t❤✐♥❦ RΨ ❛s ❛ ✧❞✐st❛♥❝❡✧ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ tr✉❡ ❢❡❛t✉r❡s

RΨ(θ) ≈ DΨ(ρ(θ), ρ
∗)

❡①✳ D(E(❤(❳,θ)),E(❨ )), D(♣❞❢❤(❳,θ), ♣❞❢❨ ), D(❤(·,θ),E(❨ /❳ = ·)) ...

P❛❣❡ ✼



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛sts ✭✧t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✧✮

✲ F ⊂ ④ρ : X → Y⑥

r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥tr❛st

Ψ(ρ, (①, ②)) = (② − ρ(①))✷

✲ F ⊂ R ✿ ρ = E(❨ )✱ P(❨ > s) ❡t❝✳✳✳

♠❡❛♥ ❝♦♥tr❛st

Ψ(ρ, (①, ②)) = Ψ (ρ, ②) = (② − ρ)✷

✲ F ⊂ ④❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Y⑥

❧♦❣✲❝♦♥tr❛st

Ψ(ρ, (①, ②)) = Ψ (ρ, ②) = − ❧♦❣ ρ(②)

▲✷−❝♦♥tr❛st

Ψ(ρ, (①, ②)) = Ψ (ρ, ②) = ||ρ||✷✷ − ✷ ρ(②)

✲ ❡t❝✳✳✳

P❛❣❡ ✽



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❘❡❝❛❧❧✿ (”❳✐”,❨✐ )✶..♥, {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}, ❳ ∼ P①→ θ?

▲❡❛r♥✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿ r❡❣ ❆r❣♠✐♥ ◗③ ❨ ❤ ❳ ✷

✲ ❉❡♥s✐t② ✭❧♦❣✲✮❝♦♥tr❛st✿ ❧♦❣ ❆r❣♠✐♥ ◗ ❧♦❣ ❨
✧ ♣❞❢❤ ❳

♣❞❢❨ ✧

✭✇❤❡r❡ ❨ ◗ ❛♥❞ ♣❞❢ ♦❢ ❤ ❳ ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✦✮

▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❳✐ ❨✐ ✶ ♥ ♦r ❨✶ ❨♥✮
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✐❢ ❳✐ ♦❜s❡r✈❡❞ ✦✮✿

r❡❣ ❆r❣♠✐♥ ✶
♥

♥
✐ ✶ ❨✐ ❤ ❳✐

✷ ✭✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✮

✲ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✿

❧♦❣ ❆r❣♠✐♥
♥

✐ ✶

❧♦❣
♠

❥ ✶

❑❜ ❨✐ ❤ ❳❥

✇❤❡r❡ ❳✶ ❳♠ ✐✳✐✳❞ ❢r♦♠ P①✱ ❑ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❜ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣✮

P❛❣❡ ✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❘❡❝❛❧❧✿ (”❳✐”,❨✐ )✶..♥, {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}, ❳ ∼ P①→ θ?
▲❡❛r♥✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s

✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿ θr❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ E◗③ (❨ − ❤(❳,θ))✷

✲ ❉❡♥s✐t② ✭❧♦❣✲✮❝♦♥tr❛st✿ ❧♦❣ ❆r❣♠✐♥ ◗ ❧♦❣ ❨
✧ ♣❞❢❤ ❳

♣❞❢❨ ✧

✭✇❤❡r❡ ❨ ◗ ❛♥❞ ♣❞❢ ♦❢ ❤ ❳ ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✦✮

▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❳✐ ❨✐ ✶ ♥ ♦r ❨✶ ❨♥✮
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✐❢ ❳✐ ♦❜s❡r✈❡❞ ✦✮✿

r❡❣ ❆r❣♠✐♥ ✶
♥

♥
✐ ✶ ❨✐ ❤ ❳✐

✷ ✭✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✮

✲ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✿

❧♦❣ ❆r❣♠✐♥
♥

✐ ✶

❧♦❣
♠

❥ ✶

❑❜ ❨✐ ❤ ❳❥

✇❤❡r❡ ❳✶ ❳♠ ✐✳✐✳❞ ❢r♦♠ P①✱ ❑ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❜ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣✮

P❛❣❡ ✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❘❡❝❛❧❧✿ (”❳✐”,❨✐ )✶..♥, {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}, ❳ ∼ P①→ θ?
▲❡❛r♥✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s

✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿ θr❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ E◗③ (❨ − ❤(❳,θ))✷

✲ ❉❡♥s✐t② ✭❧♦❣✲✮❝♦♥tr❛st✿ θ❧♦❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ −E◗(❧♦❣(ρθ(❨ )))

✧D(♣❞❢❤(❳,θ)
, ♣❞❢❨ )✧

✭✇❤❡r❡ ❨ ∼ ◗ ❛♥❞ ρθ = ♣❞❢ ♦❢ ❤(❳, θ) ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✦✮

▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❳✐ ❨✐ ✶ ♥ ♦r ❨✶ ❨♥✮
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✐❢ ❳✐ ♦❜s❡r✈❡❞ ✦✮✿

r❡❣ ❆r❣♠✐♥ ✶
♥

♥
✐ ✶ ❨✐ ❤ ❳✐

✷ ✭✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✮

✲ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✿

❧♦❣ ❆r❣♠✐♥
♥

✐ ✶

❧♦❣
♠

❥ ✶

❑❜ ❨✐ ❤ ❳❥

✇❤❡r❡ ❳✶ ❳♠ ✐✳✐✳❞ ❢r♦♠ P①✱ ❑ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❜ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣✮

P❛❣❡ ✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❘❡❝❛❧❧✿ (”❳✐”,❨✐ )✶..♥, {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}, ❳ ∼ P①→ θ?
▲❡❛r♥✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s

✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿ θr❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ E◗③ (❨ − ❤(❳,θ))✷

✲ ❉❡♥s✐t② ✭❧♦❣✲✮❝♦♥tr❛st✿ θ❧♦❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ −E◗(❧♦❣(ρθ(❨ )))

✧D(♣❞❢❤(❳,θ)
, ♣❞❢❨ )✧

✭✇❤❡r❡ ❨ ∼ ◗ ❛♥❞ ρθ = ♣❞❢ ♦❢ ❤(❳, θ) ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✦✮

▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✿ (❳✐ ,❨✐ )✶..♥ ♦r ❨✶, ...,❨♥✮
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✐❢ ❳✐ ♦❜s❡r✈❡❞ ✦✮✿

θ̂r❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

✶
♥

∑♥
✐=✶(❨✐ − ❤(❳✐ ,θ))

✷ ✭✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✮

✲ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✿

❧♦❣ ❆r❣♠✐♥
♥

✐ ✶

❧♦❣
♠

❥ ✶

❑❜ ❨✐ ❤ ❳❥

✇❤❡r❡ ❳✶ ❳♠ ✐✳✐✳❞ ❢r♦♠ P①✱ ❑ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❜ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣✮

P❛❣❡ ✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❘❡❝❛❧❧✿ (”❳✐”,❨✐ )✶..♥, {① ∈ X 7→ ❤(①,θ) ∈ Y , θ ∈ Θ}, ❳ ∼ P①→ θ?
▲❡❛r♥✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s

✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿ θr❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ E◗③ (❨ − ❤(❳,θ))✷

✲ ❉❡♥s✐t② ✭❧♦❣✲✮❝♦♥tr❛st✿ θ❧♦❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ −E◗(❧♦❣(ρθ(❨ )))

✧D(♣❞❢❤(❳,θ)
, ♣❞❢❨ )✧

✭✇❤❡r❡ ❨ ∼ ◗ ❛♥❞ ρθ = ♣❞❢ ♦❢ ❤(❳, θ) ❜♦t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ✦✮

▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✿ (❳✐ ,❨✐ )✶..♥ ♦r ❨✶, ...,❨♥✮
✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✐❢ ❳✐ ♦❜s❡r✈❡❞ ✦✮✿

θ̂r❡❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

✶
♥

∑♥
✐=✶(❨✐ − ❤(❳✐ ,θ))

✷ ✭✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✮

✲ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✿

θ̂❧♦❣ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

−
♥∑

✐=✶

❧♦❣




♠∑

❥=✶

❑❜(❨✐ − ❤(❳❥ ,θ))





✇❤❡r❡ ❳✶, ...,❳♠ ✐✳✐✳❞ ❢r♦♠ P①✱ ❑() ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❜ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭ρθ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣✮

P❛❣❡ ✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❘❡s✉❧t

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

θ̂ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

♥∑

✐=✶

Ψ(ρ♠(θ),❨✐ )

(
≈ ❆r❣♠✐♥

θ∈Θ
DΨ(ρ

♠(θ), ρ♥)

)

✲ ρ♠(θ) ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❤(❳,θ) ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✶..♠

✲ ❛♥❞ ρ♥ ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❨ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❨✶..♥

P❛❣❡ ✶✵





❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❘❡s✉❧t

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

θ̂ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

♥∑

✐=✶

Ψ(ρ♠(θ),❨✐ )

(
≈ ❆r❣♠✐♥

θ∈Θ
DΨ(ρ

♠(θ), ρ♥)

)

✲ ρ♠(θ) ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❤(❳,θ) ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✶..♠

✲ ❛♥❞ ρ♥ ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❨ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❨✶..♥

✲ ■♥ ❜❧✉❡✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

✲ ■♥ r❡❞✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛

P❛❣❡ ✶✵



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

●❡♥❡r❛❧ ❘❡s✉❧t

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

θ̂ = ❆r❣♠✐♥
θ∈Θ

♥∑

✐=✶

Ψ(ρ♠(θ),❨✐ )

(
≈ ❆r❣♠✐♥

θ∈Θ
DΨ(ρ

♠(θ), ρ♥)

)

✲ ρ♠(θ) ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❤(❳,θ) ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✶..♠

✲ ❛♥❞ ρ♥ ❂ ❡♠♣✳ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❨ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❨✶..♥

❚❤❡♦r❡♠✿ ❖r❛❝❧❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ❡t ❛❧ ✷✵✶✵✮

❯♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st Ψ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t✐❣❤t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❢♦r ❛❧❧ ε > ✵✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st ✶− ✷ε ✐t ❤♦❧❞s

RΨ(θ̂) ≤ ✐♥❢
θ∈Θ

(RΨ(θ)) +
❑ ε

(ρ̃,Ψ)√
♥

(
✶+

√
♥

♠
(❑ ε

(ρ̃,❤) + ❇♠)

)

✇❤❡r❡ ❑ ε

(ρ̃,Ψ), ❑
ε

(ρ̃,❤) s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❇♠ ❛ ❜✐❛s ❢❛❝t♦r
P❛❣❡ ✶✵



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❘❡s✉♠❡

❋r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ (”❳✐”,❨✐ )✐=✶..♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
❤(❳✶,θ), ..., ❤(❳♠,θ)✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦t❤❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭θ̂r❡❣ ✮ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛
❧♦t ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✲ q✉❛♥t✐❧❡
✲ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✲ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✲ ❡t❝ ✳✳✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ❍♦✇ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡rr♦r ❄

■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✧❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛sts✧

✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ✧❆ ♥♦t❡ ❛❜♦✉t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✧ ✭■♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✮

❦❡② ♣♦✐♥t✿ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❆r❣♠✐♥ ♦❢
s♦♠❡ ✲❘✐s❦

P❛❣❡ ✶✶



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❘❡s✉♠❡

❋r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ (”❳✐”,❨✐ )✐=✶..♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
❤(❳✶,θ), ..., ❤(❳♠,θ)✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦t❤❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭θ̂r❡❣ ✮ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛
❧♦t ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✲ q✉❛♥t✐❧❡
✲ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✲ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✲ ❡t❝ ✳✳✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ❍♦✇ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡rr♦r ❄

■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✧❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛sts✧

✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ✧❆ ♥♦t❡ ❛❜♦✉t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✧ ✭■♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✮

❦❡② ♣♦✐♥t✿ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❆r❣♠✐♥ ♦❢
s♦♠❡ ✲❘✐s❦

P❛❣❡ ✶✶



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❘❡s✉♠❡

❋r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ (”❳✐”,❨✐ )✐=✶..♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
❤(❳✶,θ), ..., ❤(❳♠,θ)✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦t❤❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭θ̂r❡❣ ✮ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛
❧♦t ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

✲ q✉❛♥t✐❧❡
✲ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✲ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✲ ❡t❝ ✳✳✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ❍♦✇ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡rr♦r ❄

■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✧❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr❛sts✧

✭◆✳ ❘❛❝❤❞✐ ✧❆ ♥♦t❡ ❛❜♦✉t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✧ ✭■♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✮

⇒ ❦❡② ♣♦✐♥t✿ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❆r❣♠✐♥ ♦❢
s♦♠❡ Ψ✲❘✐s❦ RΨ

P❛❣❡ ✶✶



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❆❝❛❞❡♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r
❨✐ = s✐♥(❳✐ ) + ✵.✵✶ ε✐ ✐ = ✶, ..., ♥

✲ ❳✐ ∼ N (✵, ✶)
✲ ε✐ ∼ N (✵, ✶) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❳✐

▼♦❞❡❧
❤(❳,θ) = θ✵ + θ✶ ❳ + θ✷ ❳

✸ , ❳ ∼ N (✵, ✶)

●♦❛❧✿ Pr❡❞✐❝t t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❨

⇒ ❢♦r t❤✐s

❈♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ θ̂

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❳
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ① 7→ ❤(①, θ̂)

P❛❣❡ ✶✷



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❞❡♥s✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧s

❤(①, θ̂♣❞❢ ) ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ❤(①, θ̂r❡❣ ) ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❤(①, θ̂♠❡❛♥) ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮

P❛❣❡ ✶✸



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆❝❛❞❡♠✐❝

✲ ❈♦♥st❛♥ts ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

✲ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r θ̂Ψ

✲ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥s

■♥❞✉str✐❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✲ ❘✉♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡s✳✳✳

✲ ❊❆❉❙ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

→ ◆♦♥ ❉❡str✉❝t✐✈❡ ❚❡st✐♥❣ ✭Pr❡❞✐❝t✐♦♥✮
❝♦♠❜✐♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r P❖❉ ❡st✐♠❛t✐♦♥

→ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✮
❈❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s❧♦t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ s❡♥s♦rs ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

P❛❣❡ ✶✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s▼❛② ✹✱ ✷✵✶✶

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✦

P❛❣❡ ✶✺


