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Motivations



Moyenne de Fréchet pour I'analyse statistique de formes et des images

Problématique

Objectif : comparer des objets présentant des caractéristiques
similaires et extraire des informations sur la loi de distribution de ces
objets



Mayene da bréchel pour lanalyse shalistigue de lormes el o5 images

Problématique

Données : images 2D de taille &, x N, pixels




Mayen e da Frachel paur lanalyses stalistique de tarmes el ses images

Problématique

Données : formes dans le plan décrites par £ = 50 landmarks (points
rouges dans k?)
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Problématique

Observations : collection de n “objets” ¥;,i = 1,...,n qui peuvent
étre :

m des courbes ou des images i.e. Y; : Q — R avec Q C R¢ pour
d=1,2,3

m des points dans le plan ¥; € R* (ensemble de k landmarks dans
R?)

m courbes paramétréesi.e ¥; : [0,1] — R” pour p = 2,3

m ...
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Variabilité d’'un ensemble de données

L'Analyse en Composante Principale (ACP) est trés utilisée pour
visualiser les principaux modes de variabilité d’'un ensemble de
données autour de leur moyenne

Soit ¥;,i = 1,...,n des variables aléatoires iid a valeur dans un
espace de Hilbert H.

m Moyenne empirique ¥, = 1 37 | Y,

m Si 1 = RP, ACP = diagonaliser la matrice de covariance

et on définit

- le premier mode de variation par Y, + /W,

- le deuxiéeme mode de variation par Y, = v/ i,
ol wy, W, ... sont les premiers vecteurs propres de S associés
aux plus grandes valeurs propres \; > X\, > ... >0
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Moyenne empirique - ¥, n’est pas un visage (effet de flou) !
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Premier mode de variation - ¥, + v/ Ay



Mayenie da Frachel pour Fznalyse stalistique de formes e des images

Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Premier mode de variation - ¥,
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Premier mode de variation - ¥, — v/ Ay
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Moyenne empirique - ¥,
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Deuxiéme mode de variation - ¥, + v Aaws
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Deuxiéme mode de variation - ¥,
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Variabilité d’'un ensemble d'images

Données : images de taille N, x N, pixels i.e. H = RYY:

Deuxiéme mode de variation - ¥, — v/ Aavin
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— Choix d’'une distance

HE Choix d'une distance
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Choix d’une distance

Le probleme du choix d’une distance

Idée : la comparaison d’objets repose sur le choix d’une bonne
distance

Modele utilisé classiqguement : choix d’une distance euclidienne d
sur H associée a un produit scalaire

dy,y') =1y =¥lln =V =y, y—y)upoury,y € H
Le choix d’une distance induit des statistiques spécifiques

Distance euclidienne = moyenne usuelle dans H

_ 1 n n
Y, = — Y, = ; Y. — vlI?
= ; ; arﬁf“; 1Y; — 13

Questions :
m le choix de la distance euclidienne sur H est-il bien adaptée a
la comparaison d’images ou de formes ?
m Y, est-il toujours dans “le méme espace” que les Y;?
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Cas de formes dans le plan

Données : formes dans le plan décrites par k — 50 landmarks (points
rouges dans &?)

Probléme : I'espace euclidien # = R**? est-il bien adapté pour
modéliser des formes dans le plan ?
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— Choix d’'une distance

Espace des formes de Kendall

Soit x1, ..., x; des points dans R? (vecteur dans R* ou CF)

Définition d’une forme (Kendall (1984)) : “Shape is what remains
when location, size, and rotational effects are filtered out”

Standardisation (échelle + translation)

X]—X R

k 1 3 _
VIl =52 /S Il — 3l

T(Xpy ey Xp) =

T e 2
oux=g¢ . 5€eR
Pre-shape space : 7(x;,...,x) € S*73 = F*=2 N §%*=1 ou

F*=2 = {(x),...,x) € R* . Zx,—O}

$*7? = {(u,...,m) eR* ZHXJH]R?_l}
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— Choix d’'une distance

Espace des formes de Kendall

Soit # : R? — R? une rotation dans le plan autour de I'origine.

Equivalence de deux pré-formes 7,7, € S%*73 :

71 ~ 7, S'il existe 0 tel que O(7y) =

oud(r)=(0r',...,07%) pour v = (7',...,7F) e R?**

Espace des formes de Kendall : ensemble de classes
d’équivalence
o =A{lr] : TeSE,

ou [r] est la classe d’équivalence de 7 pour la relation ~
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Construction d’une distance sur 34

Soit 71, 7, € S%*73, la distance (géodésique) entre 7, et 7, donnée par
dg(Tl, 7'2) = COS_1 (<T177'2>),

(avec (-, -) produit scalaire usuel sur C* ) induit une distance sur 34

d([T]},[Tz]) inf d, (71,3(7'2))

0<o<2m

On peut montrer que pour [11] et 1] :

Proposition (Procrustean distance)

d([r], [m]) = cos™! (|{11, 2)|) = cos™ <|Zﬂmd|)
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— Choix d’'une distance

Espace des formes = variété Riemannienne

Proposition (Variété Riemannienne)

(X%, d) est une variété Riemannienne de dimension 2k — 4

Différences avec le cas Euclidien (C, || ||cx)
m Y% n'est pas un espace linéaire car “[r] + [r2] & 24"
m d n'est pas une distance associée & un produit scalaire euclidien

Problémes :
m comment définir une moyenne sur 2 ?
m comment définir une notion d’ACP ?

- si Y € H alors on définit pour v € H I'opérateur de covariance
EY(Y,v)y (=EYY'v=3vsiH =TR")

- si [Y] € ¥4 alors “E [Y] ([Y], [v])” n"a pas d’équivalent simple !
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— Moyenne de Fréchet

El Moyenne de Fréchet
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Moyenne de Fréchet

Moyenne au sens de Fréchet

Definition

Soit X une variable aléatoire de loi P a valeur dans un espace
métrique (M, d). Une moyenne (pas nécessairement unique !) au
sens de Fréchet de la distribution P est un point x* qui est un
minimum global de la fonction

F(x) = /M d*(x,y)dP(y) et x* € arxg_géljl\l/[inF(x)

La moyenne empirique au sens de Fréchet est donné par la
distribution empirique associée a un échantillon Xi, ..., X, de loi P i.e.

n

X, € arg minZdZ(x, X;)
xeM i—1
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— Moyenne de Fréchet

Moyenne au sens de Fréchet - cas euclidien

Proposition

Si M est un espace de Hilbert muni de la distance euclienne usuelle
alors la moyenne de Fréchet est unique et correspond a la notion de
moyenne usuelle

v —EX= [ 5dp(),
M

et

_ 1 —
X, = ;2})(,-
=
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Moyenne au sens de Fréchet - propriétés statistiques

Question : convergence quand n — +oco de

n

X, € argmin Z d*(x,X;)

xXeM i—1
vers
x* € arg min/ d*(x,y)dP(y)
xeM M
Références
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
m Action de groupe
m Mesure de dissimilarité
m ACP géométrique
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Observations : collection de » “objets” ¥;,i = 1,...,n qui peuvent
étre :

m des courbes ou des images i.e. Y; :  — R avec 2 C R pour
d=1,2,3

m des points dans le plan ¥; € R* (ensemble de k landmarks dans
R?)

Probléme : comment choisir un espace M et une distance
(Riemannienne) d pour modéliser les données ?
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’'une action de groupe

Une possibilité (dans cette direction) : se donner un groupe G de
transformations qui agit sur I'espace de Hilbert

Principe : soitg e Getye H

m on note par - 'action de G sur H
B on suppose g -y € H pour tout (g,y) € G x H
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’'une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour 7 = R>*
m Espace des formes - choix de
G=R*xS'xRy

groupe des transformations “affines” (translation + rotation +
scaling) du plan, et pour g = (b,0,a) € G ety € R*** on définit
1
g-y=aRey+ | 1 |V

ou

os(6f sin(6
Ry = ( —Csns(g) cos((H)) >
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’'une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour # = L*([0, 1])
m Déformation rigide de courbes 1D - choix de
G=R
groupe des translations, et pour g = b € G ety € L*([0, 1]) on
définit
g'y(t):y(tib)v IE[O,H
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’'une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour # = L*([0, 1]?)
m Déformation rigide d’images 2D - choix de
G=R>xS'xR,

groupe des translations et rotations, et pour g = (b,0,a) € G et
y € L*([0, 1]*) on définit

g y(u) = y(aRg(u—b)), ue[0,1]

cos(d)  sin(#)
Ro = ( —sin(f) cos(9) )

avec
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Déformation rigide d'images 2D
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’'une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour # = L*(Q2) avec Q C R?
m Déformation non-rigide de courbes ou d’images - choix de
G={¢:Q—Q}
groupe de difféomorphismes de Q i.e. tel que
$(Q) =2 =¢7'(),
et pour g = ¢ € G ety € L*(Q2) on définit

g y(u) =y(p(u), ueQ
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de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Déformation non-rigide d'images 2D
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Choix de “distances” non-euclidiennes

Théorie des formes de Grenander (1993) : variabilité géométrique
des images sous I'action d’'un groupe de Lie

Espace des formes ou des images : H = R>** ou H = L*(2)

Espace des déformations : G groupe (de Lie) agissant sur H
Mesure de dissimilarité induite par G : pour y,y’ € L*(Q)

dg(y,y') = {Hy N AD(g,e)} ,0UA>0

inf
geG
Interprétation de dZ dans le cas A = 0

dx(y,y") = 0 s'il existe g € G tel que
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
Mesure de dissimilarité

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Yi,...,Y, variables aléatoires iid a valeur dans H

Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)

. 1
Yo = argmin d . ¥i)
gm ,,Z G

arg min — Z inf {ng ,-—yH%H—F/\D(gi,e)}

yEH n gi€G
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
Mesure de dissimilarité

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y;,...,Y, variables aléatoires iid a valeur dans H

Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)

Etape 1 Estimation des parameétres de déformations

2
n

. . . 1 - I~ _
(&1,...,8,) = argmin fz gi1~Y,<—fZgjl~Yj + AD(g;, )
(g15-,80)EG" | T i=1 n j=1 u

Etape 2 Alignement puis moyenne usuelle des données
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Wesure ce dizsimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan E?

Donnees : formes dans le plan décrites par k = 13 landmarks (points
rouges dans [&?)




Mayen e da Frachel paur lanalyses stalistique de tarmes el ses images

Wesure ce dizsimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan E?

Données aligneées : formes dans le plan décrites park 13
landmarks (points veris dans IR?)




Mayene da brachel pour lanalyse stalistique de farmeas el s images
I i ila Lallla]

Wesure ce dizsimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan R?

Données non-alignées / Données alignées (rn — 56)

“
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o
=
=
@ =
=
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c
o
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o




Mayen e da Frachel paur lanalyses stalistique de tarmes el ses images

imil iquc

Wesure ce dizsimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan R?

Moyenne euclidienne usuelle /I t (n - 56)
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Tl Sriquec

Wesure de dissimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan E?

Données : formes dans le plan décrites par k = 50 landmarks (points
rouges dans [&?)




Mayen e da Frachel paur lanalyses stalistique de tarmes el ses images

Tl Striquc

Wesure ce dizsimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan E?

Donneées alignées : formes dans le plan décrites par k50
landmarks (points veris dans IR?)




sohel pour lznalyse stalistique de formes el ses images

- Mesure de dissimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan R?

Données non-alignées / Données alignées {n — 200)
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imil ique

Wesure de dissimilarite

Exemple : moyenne de formes

G - groupe de translation + rotation + scaling du plan R?

Moyenne euclidienne usuelle / (n  200)
o Se 2 e LS
= .\.\v -

0,000
i
N
S
w
¢
|
s
“a
g
A
L
M
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

G = S' - groupe de translation

Données : courbes Y; € L*([0, 1]) shiftées aléatoirement + bruit
Yi(x) = f(x—g) + Wi(x), pourx € [0,1], et g translations aléatoires iid

Courbe f / Sous-échantillon de 10 données (n = 200)

o,
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

Moyenne euclidienne usuelle
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

Moyenne de Fréchet

0.8 T T T T T T T

0.7F

04 . . . . . . .
"o
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Yi,...,Y, variables aléatoires iid a valeur dans H
Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)
Estimation des paramétres de déformations

2
n

X 1 - I~ -
(&1,...,8,) = argmin fz gil-Y;—fZgjl-Yj + AD(g;, )
(81,--gn)€GH | T n j=1

i=1

H

Source de variabilité géométrique

Inférence statistique et ACP a partirdes g1,...,8,?
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

ye*([0,1%) / y eH=L[0,1])
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es de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne euclidienne usuelle (y +y')/2



Moyenne de Fréchet pour I'analyse statistique de formes et des images

— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

ye LX[0,17) / ¥y eH=L*[0,1])

o= argmin{lly —g7" Y5, + ADGs, e)} ,
geG

ol G ensemble de difféomorphismes de [0, 1]?
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne “géorﬁétrique” ([gg/2] v+ 8y /21y /2
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
ACP géométrique

Difféomorphismes générés par des petites
déformations

Question : comment construire un difféomorphisme ¢ : Q — Q avec
QCRI?

Idée : composer un ensemble de déformations infitésimales
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites
déformations

m Soit v : Q — R? une fonction lisse, alors si e est suffisamment
petit ¢(x) = x + ev(x) est une fonction bijective
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites
déformations

m Soit v : Q — R? une fonction lisse, alors si e est suffisamment
petit ¢(x) = x + ev(x) est une fonction bijective

m Soitv: Q — R? une fonction lisse telle et € > 0 tels que
Gptr1=Ud+ev)o...o(ld+ev)=Id+ev)op, =¢,+evod,
est une suite de fonctions bijectives qui peut s’écrire comme

¢p+ 1= ¢p

c vogb,,,
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites
déformations

m Soit v : Q — R? une fonction lisse, alors si e est suffisamment
petit ¢(x) = x + ev(x) est une fonction bijective

m Soitv: Q — R? une fonction lisse telle et € > 0 tels que
Gptr1=Ud+ev)o...o(ld+ev)=Id+ev)op, =¢,+evod,
est une suite de fonctions bijectives qui peut s’écrire comme

¢p+ 1= ¢p

c vogb,,,

m Si e — 0, on obtient (en introduisant une variable de temps 1)

Oy (x) _
5 = v(oi(x)), x€Q

avec la condition initiale ¢y(x) = x pour tout x € Q.



Moyenne de Fréchet pour I'analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites
déformations

Proposition (Trouvé, Younes)

SoitV = {v: Q — R} un espace de Hilbert de champ de vecteurs
tels que
v(x) = 0 pour x € 09

Alors

m i/ existe une unique solution de 'EDO
condition initiale ¢o(x) = x i.e.

% = y(¢,) avec la

t
6 =+ [ ou)ds
0
m pour toutt € [0, 1], ¢, est un diffeomorphisme de ) dans ) tel que

;"
ot

= —v(¢,")
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1]

Champ de vecteurv : [0,1] — R
v(0)=v(1)=0
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un diffomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

¢i(x) =x autempst =0
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

¢i(x) = x+ [y v(¢s(x))ds au temps t = 0.05
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

¢i(x) = x + [ v(¢(x))ds au temps t = 0.1



Moyenne de Fréchet pour I'analyse statistique de formes et des images
— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

Gr(x) = x + [y v(¢s(x))ds au temps t = 0.3
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
AC

P géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

Gi(x) = x + [y v(¢(x))ds au temps t = 0.7
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— Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d'un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)
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ACP géométrique

Moyenne de deux images

yeL*([0,1%) / y eH=L*0,1])

_ argmm{ [ bt-y ow(x)fdx“nvn%;},

vevy

ou ¢¥(x) = ¢y (x :x—fovqi), x))dt
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ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne “géométfique” ([8x/2) -y + [g';‘ /2]-y') /2 avec
83'/2] = ¢/ (x)
et

8x/21 = ¢~ (x)
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Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y, ..., Y, variables aléatoires iid a valeur dans L?(2)

Estimation des paramétres de déformations

n

2
S )] 15 ,
("1,...,V,) = argmin ;Z Y,-qu"‘—;Zonqb‘/ +)\||vi||iz(9)
=1 ”

(Viyeuesvn) EVE i—1
ou ¢"(x) := ¢y (x [o vi((x
Source de variabilité geometrlque

Inférence statistique et ACP sur les variables aléatoires v1,...,7, a
valeur dans V espace de Hilbert
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ACP géométrique
Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y, ..., Y, variables aléatoires iid a valeur dans L?(2)

Estimation des paramétres de déformations

2
n n

1 1
Dy, bp) = i - Yo" — =) Yiog¥ Allvillz.
(i) = argmin {3 ¥0gh S Vo] + Al

n
(Viyeuesvn) EVY i—1 =1 z

N 1
ou ¢"(x) := ¢1(x) =x — fo vi(@(x))dt
Source de variabilité géométrique
On note iy, iy, . . . les vecteurs propres associés aux plus grandes

valeurs propres e; > e, > ... > 0 de I'opérateur de covariance des
v.a. vi,...,v, (@ valeur dans V espace de Hilbert)
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Yi,...,Y, variables aléatoires iid a valeur dans L?(2)

Estimation des paramétres de déformations

n n

) . ) 1 | Vi 2

(vw“"v”):(vlargin)lgvn QZ on¢‘—;Zon¢ﬂf + Alvillz )
11111 n i=1 j=1 H

ou ¢ (x) := ¢y (x Jo vi(¢i(x

Source de variabilité geometrlque

On note 1, 1, les principaux modes de déformations qui sont des
difféomorphismes de (2 définis par

hi(x) = ¢1(x) = x - ; Ve (¢:(x))dt
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Yi,...,Y, variables aléatoires iid a valeur dans L?(2)

Estimation des paramétres de déformations

n

2
) ) )1 DR \
(V17...,V”) = argmin ;Z Y,‘Od)" - ;ZYde)‘f +)\||vl||%2(ﬂ)
=1 "

(ViyeeesVn) EV? i=1

ol ¢"(x) := ¢y (x — Jo vilen(x
Source de variabilité geometrlque
Premier et deuxieme modes de variabilité géométrique
Sn o1 et oty
ol y, est une moyenne de Fréchet (associée a un groupe de
difféomorphismes)
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ACP Standard (Mnist database n = 100)

Y + VAW Y + v Aawn
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ACP géométrique

ACP Géométrique (Mnist database n = 100)

}"O }] yno lﬁz
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ACP géométrique

ACP Standard (Mnist database n = 100)

Y + VAW + v Aawn

i
-
. .
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ACP géométrique

ACP Géométrique (Mnist database n = 100)

}/1 o /(/} yn o lﬁz

I
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Statistique non-paramétrique et modéles déformables
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— Statistique non-paramétrique et modéles déformables

Lien avec les problemes inverses B. & Gadat (2010)

Modele le plus simple : courbes shiftées alétoirement
dYi(x) =f(x — m)dx + edW;(x), x € [0,1], i=1,...,n, avec 7; ~jiy g

Moyenne empirique usuelle :

n

R0 = Soh0) o BN =B - m) = [ fle-nerldr
i=1

Probléme de déconvolution ?
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Courbes shiftées alétoirement

Contributions : étude de I'estimation de f € F C L?*([0, 1]) au sens
du risque minimax

R, (F) = inf sup Ean —inZ
I fEF

Hypothése : les coefficients de Fourier de g décroissent a la vitesse
polynomiale v > 0 i.e. [ g(x)e~2™*dx ~ |¢|~" pour { € Z.

Résultats : R, (F) ~ n” T pour F = W*(A) (boule de Sobolev)
ou F =B, ,(A) (boule de Besov)
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Courbes shiftées alétoirement

Contributions : étude du probléme de la reconstruction des shifts
7,i=1,...,n (variablit¢ géometrique)

Résultats : a partir de la notion de moyenne de Fréchet construction
d’estimateurs 7; qui converge (en probabilité) vers 7; avec filtrage
passe-bas des courbes bruitées + asymptotique ¢ — 0 (niveau du
bruit)

Borne inférieure pour I'estimation des shifts

n

1
E(=Y (G- Tm)2> . - 0
(” 1 IF7]I? + ¢ [ (5= logg(r))” g(r)dr "+
Choix de I'asymptotique ?
B n— +oo etefixé
mnfixtete >0
mn—tooete—0

€2
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