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Motivations

Problématique

Objectif : comparer des objets présentant des caractéristiques

similaires et extraire des informations sur la loi de distribution de ces

objets
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Motivations

Problématique

Observations : collection de n “objets” Yi, i = 1, . . . , n qui peuvent

être :

des courbes ou des images i.e. Yi : Ω → R avec Ω ⊂ R
d pour

d = 1, 2, 3

des points dans le plan Yi ∈ R
2k (ensemble de k landmarks dans

R
2)

courbes paramétrées i.e Yi : [0, 1] → R
p pour p = 2, 3

....
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Motivations

Variabilité d’un ensemble de données

L’Analyse en Composante Principale (ACP) est très utilisée pour

visualiser les principaux modes de variabilité d’un ensemble de

données autour de leur moyenne

Soit Yi, i = 1, . . . , n des variables aléatoires iid à valeur dans un

espace de Hilbert H.

Moyenne empirique Ȳn = 1
n

∑n

i=1 Yi

Si H = R
p, ACP = diagonaliser la matrice de covariance

S =
1

n

n
∑

i=1

(Yi − Ȳn)(Yi − Ȳn)
′

,

et on définit

- le premier mode de variation par Ȳn ±
√
λ1ŵ1

- le deuxième mode de variation par Ȳn ±
√
λ2ŵ2

où ŵ1, ŵ2, . . . sont les premiers vecteurs propres de S associés

aux plus grandes valeurs propres λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0
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Choix d’une distance

Le problème du choix d’une distance

Idée : la comparaison d’objets repose sur le choix d’une bonne

distance

Modèle utilisé classiquement : choix d’une distance euclidienne d

sur H associée à un produit scalaire

d(y, y′) = ‖y − y′‖H =
√

〈y − y′, y − y′〉H pour y, y′ ∈ H
Le choix d’une distance induit des statistiques spécifiques

Distance euclidienne ⇒ moyenne usuelle dans H

Ȳn =
1

n

n
∑

i=1

Yi = arg min
y∈H

n
∑

i=1

‖Yi − y‖2
H

Questions :

le choix de la distance euclidienne sur H est-il bien adaptée à

la comparaison d’images ou de formes ?

Ȳn est-il toujours dans “le même espace” que les Yi ?
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Choix d’une distance

Espace des formes de Kendall

Soit x1, . . . , xk des points dans R
2 (vecteur dans R

2k ou C
k)

Définition d’une forme (Kendall (1984)) : “Shape is what remains

when location, size, and rotational effects are filtered out”

Standardisation (échelle + translation)

τ(x1, . . . , xk) =





x1 − x̄
√

∑k

j=1 ‖xj − x̄‖2
R2

,
. . . , xn − x̄

√

∑k

j=1 ‖xj − x̄‖2
R2





où x̄ = 1
k

∑k

j=1 xj ∈ R
2

Pre-shape space : τ(x1, . . . , xk) ∈ S
2k−3
∗ = F

2k−2 ∩ S
2k−1, où

F
2k−2 = {(x1, . . . , xk) ∈ R

2k :

k
∑

j=1

xj = 0}

S
2k−2 = {(x1, . . . , xk) ∈ R

2k :

k
∑

j=1

‖xj‖2
R2 = 1}
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Choix d’une distance

Espace des formes de Kendall

Soit θ : R2 → R
2 une rotation dans le plan autour de l’origine.

Equivalence de deux pré-formes τ1, τ2 ∈ S
2k−3
∗ :

τ1 ∼ τ2 s’il existe θ tel que θ(τ1) = τ2

où θ (τ) =
(

θτ 1, . . . , θτ k
)

pour τ = (τ 1, . . . , τ k) ∈ R
2×k

Espace des formes de Kendall : ensemble de classes

d’équivalence

Σk
2 = {[τ ] : τ ∈ S

2k−3
∗ },

où [τ ] est la classe d’équivalence de τ pour la relation ∼
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Choix d’une distance

Construction d’une distance sur Σk
2

Soit τ1, τ2 ∈ S
2k−3
∗ , la distance (géodésique) entre τ1 et τ2 donnée par

dg(τ1, τ2) = cos−1(〈τ1, τ2〉),

(avec 〈·, ·〉 produit scalaire usuel sur Ck ) induit une distance sur Σk
2

d̃([τ1], [τ2]) = inf
0≤θ<2π

dg(τ1, θ(τ2))

On peut montrer que pour [τ1] et [τ2] :

Proposition (Procrustean distance)

d̃([τ1], [τ2]) = cos−1 (|〈τ1, τ2〉|) = cos−1



|
k
∑

j=1

τ1,jτ
∗
2,j|
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Choix d’une distance

Espace des formes = variété Riemannienne

Proposition (Variété Riemannienne)

(Σk
2, d̃) est une variété Riemannienne de dimension 2k − 4

Différences avec le cas Euclidien (Ck, ‖ ‖Ck)

Σk
2 n’est pas un espace linéaire car “[τ1] + [τ2] /∈ Σk

2”

d̃ n’est pas une distance associée à un produit scalaire euclidien

Problèmes :

comment définir une moyenne sur Σk
2 ?

comment définir une notion d’ACP ?

- si Y ∈ H alors on définit pour v ∈ H l’opérateur de covariance

IEY〈Y, v〉H (= EYY ′v = Σv si H = R
p)

- si [Y] ∈ Σk
2 alors “IE [Y] 〈[Y] , [v]〉” n’a pas d’équivalent simple !
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Moyenne de Fréchet

Moyenne au sens de Fréchet

Definition

Soit X une variable aléatoire de loi P à valeur dans un espace

métrique (M, d). Une moyenne (pas nécessairement unique !) au

sens de Fréchet de la distribution P est un point x∗ qui est un

minimum global de la fonction

F(x) =

∫

M

d2(x, y)dP(y) et x∗ ∈ arg min
x∈M

F(x)

La moyenne empirique au sens de Fréchet est donné par la

distribution empirique associée à un échantillon X1, . . . ,Xn de loi P i.e.

X̄n ∈ arg min
x∈M

n
∑

i=1

d2(x,Xi)
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Moyenne de Fréchet

Moyenne au sens de Fréchet - cas euclidien

Proposition

Si M est un espace de Hilbert muni de la distance euclienne usuelle

alors la moyenne de Fréchet est unique et correspond à la notion de

moyenne usuelle

x∗ = EX =

∫

M

ydP(y),

et

X̄n =
1

n

n
∑

i=1

Xi
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Moyenne de Fréchet

Moyenne au sens de Fréchet - propriétés statistiques

Question : convergence quand n → +∞ de

X̄n ∈ arg min
x∈M

n
∑

i=1

d2(x,Xi)

vers

x∗ ∈ arg min
x∈M

∫

M

d2(x, y)dP(y)
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Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Observations : collection de n “objets” Yi, i = 1, . . . , n qui peuvent

être :

des courbes ou des images i.e. Yi : Ω → R avec Ω ⊂ R
d pour

d = 1, 2, 3

des points dans le plan Yi ∈ R
2k (ensemble de k landmarks dans

R
2)

Problème : comment choisir un espace M et une distance

(Riemannienne) d pour modéliser les données ?
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’une action de groupe

Une possibilité (dans cette direction) : se donner un groupe G de

transformations qui agit sur l’espace de Hilbert H

Principe : soit g ∈ G et y ∈ H

on note par · l’action de G sur H
on suppose g · y ∈ H pour tout (g, y) ∈ G ×H
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour H = R
2×k

Espace des formes - choix de

G = R
2 × S

1 × R+

groupe des transformations “affines” (translation + rotation +

scaling) du plan, et pour g = (b, θ, a) ∈ G et y ∈ R
2×k on définit

g · y = aRθy +







1
...

1






b′

où

Rθ =

(

cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour H = L2([0, 1])

Déformation rigide de courbes 1D - choix de

G = R

groupe des translations, et pour g = b ∈ G et y ∈ L2([0, 1]) on

définit

g · y(t) = y(t − b), t ∈ [0, 1]
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour H = L2([0, 1]2)

Déformation rigide d’images 2D - choix de

G = R
2 × S

1 × R+

groupe des translations et rotations, et pour g = (b, θ, a) ∈ G et

y ∈ L2([0, 1]2) on définit

g · y(u) = y(aRθ(u − b)), u ∈ [0, 1]2

avec

Rθ =

(

cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Déformation rigide d’images 2D
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Choix d’une action de groupe

Exemple d’action de groupes pour H = L2(Ω) avec Ω ⊂ R
d

Déformation non-rigide de courbes ou d’images - choix de

G = {φ : Ω → Ω}

groupe de difféomorphismes de Ω i.e. tel que

φ(Ω) = Ω = φ−1(Ω),

et pour g = φ ∈ G et y ∈ L2(Ω) on définit

g · y(u) = y(φ(u)), u ∈ Ω
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Déformation non-rigide d’images 2D
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Choix de “distances” non-euclidiennes

Théorie des formes de Grenander (1993) : variabilité géométrique

des images sous l’action d’un groupe de Lie

Espace des formes ou des images : H = R
2×k ou H = L2(Ω)

Espace des déformations : G groupe (de Lie) agissant sur H

Mesure de dissimilarité induite par G : pour y, y′ ∈ L2(Ω)

d2
G(y, y

′) = inf
g∈G

{

∥

∥y − g−1 · y′
∥

∥

2

H
+ λD(g, e)

}

, où λ ≥ 0

Interprétation de d2
G dans le cas λ = 0

d2
G(y, y

′) = 0 s’il existe g ∈ G tel que

y = g−1 · y′
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans H
Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)

ŷn = arg min
y∈H

1

n

n
∑

i=1

d2
G(y, Yi)

= arg min
y∈H

1

n

n
∑

i=1

inf
gi∈G

{

∥

∥g−1
i · Yi − y

∥

∥

2

H
+ λD(gi, e)

}
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans H
Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)

Etape 1 Estimation des paramètres de déformations

(ĝ1, . . . , ĝn) = arg min
(g1,...,gn)∈Gn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

g−1
i · Yi −

1

n

n
∑

j=1

g−1
j · Yj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λD(gi, e)











Etape 2 Alignement puis moyenne usuelle des données

ŷn =
1

n

n
∑

i=1

ĝ−1
i · Yi
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

G = S
1 - groupe de translation

Données : courbes Yi ∈ L2([0, 1]) shiftées aléatoirement + bruit

Yi(x) = f (x− gi)+Wi(x), pour x ∈ [0, 1], et gi translations aléatoires iid

Courbe f / Sous-échantillon de 10 données (n = 200)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8



Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

Moyenne euclidienne usuelle

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Mesure de dissimilarité

Exemple : moyenne de courbes

Moyenne de Fréchet

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans H
Schéma général d’estimation (registration/warping/alignment)

Estimation des paramètres de déformations

(ĝ1, . . . , ĝn) = arg min
(g1,...,gn)∈Gn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

g−1
i · Yi −

1

n

n
∑

j=1

g−1
j · Yj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λD(gi, e)











Source de variabilité géométrique

Inférence statistique et ACP à partir des ĝ1, . . . , ĝn ?
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

y ∈ L2([0, 1]2) / y′ ∈ H = L2([0, 1]2)



Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne euclidienne usuelle (y + y′)/2
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

y ∈ L2([0, 1]2) / y′ ∈ H = L2([0, 1]2)

ĝλ = arg min
g∈G

{

∥

∥y − g−1 · y′
∥

∥

2

H
+ λD(g, e)

}

,

où G ensemble de difféomorphismes de [0, 1]2
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne “géométrique”
(

[ĝλ/2] · y + [ĝ−1
λ /2] · y′

)

/2
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes générés par des petites

déformations

Question : comment construire un difféomorphisme φ : Ω → Ω avec

Ω ⊂ R
d ?

Idée : composer un ensemble de déformations infitésimales
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites

déformations

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse, alors si ǫ est suffisamment

petit φ(x) = x + ǫv(x) est une fonction bijective

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse telle et ǫ > 0 tels que

φp+1 = (Id + ǫv) ◦ . . . ◦ (Id + ǫv) = (Id + ǫv) ◦ φp = φp + ǫv ◦ φp

est une suite de fonctions bijectives qui peut s’écrire comme

φp+1 − φp

ǫ
= v ◦ φp,

Si ǫ→ 0, on obtient (en introduisant une variable de temps t)

∂φt(x)

∂t
= v(φt(x)), x ∈ Ω

avec la condition initiale φ0(x) = x pour tout x ∈ Ω.
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites

déformations

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse, alors si ǫ est suffisamment

petit φ(x) = x + ǫv(x) est une fonction bijective

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse telle et ǫ > 0 tels que

φp+1 = (Id + ǫv) ◦ . . . ◦ (Id + ǫv) = (Id + ǫv) ◦ φp = φp + ǫv ◦ φp

est une suite de fonctions bijectives qui peut s’écrire comme

φp+1 − φp

ǫ
= v ◦ φp,

Si ǫ→ 0, on obtient (en introduisant une variable de temps t)

∂φt(x)

∂t
= v(φt(x)), x ∈ Ω

avec la condition initiale φ0(x) = x pour tout x ∈ Ω.
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites

déformations

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse, alors si ǫ est suffisamment

petit φ(x) = x + ǫv(x) est une fonction bijective

Soit v : Ω → R
d une fonction lisse telle et ǫ > 0 tels que

φp+1 = (Id + ǫv) ◦ . . . ◦ (Id + ǫv) = (Id + ǫv) ◦ φp = φp + ǫv ◦ φp

est une suite de fonctions bijectives qui peut s’écrire comme

φp+1 − φp

ǫ
= v ◦ φp,

Si ǫ→ 0, on obtient (en introduisant une variable de temps t)

∂φt(x)

∂t
= v(φt(x)), x ∈ Ω

avec la condition initiale φ0(x) = x pour tout x ∈ Ω.
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Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Difféomorphismes et composition de petites

déformations

Proposition (Trouvé, Younes)

Soit V =
{

v : Ω → R
d
}

un espace de Hilbert de champ de vecteurs

tels que

v(x) = 0 pour x ∈ ∂Ω

Alors

il existe une unique solution de l’EDO ∂φt

∂t
= v(φt) avec la

condition initiale φ0(x) = x i.e.

φt(x) = x +

∫ t

0

v(φs(x))ds

pour tout t ∈ [0, 1], φt est un difféomorphisme de Ω dans Ω tel que

∂φ−1
t

∂t
= −v(φ−1

t )



Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Champ de vecteur v : [0, 1] → R

v(0) = v(1) = 0
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φt(x) = x au temps t = 0
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φt(x) = x +
∫ t

0
v(φs(x))ds au temps t = 0.05
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φt(x) = x +
∫ t

0
v(φs(x))ds au temps t = 0.1
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φt(x) = x +
∫ t

0
v(φs(x))ds au temps t = 0.3
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φt(x) = x +
∫ t

0
v(φs(x))ds au temps t = 0.7
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ACP géométrique

Exemple numérique

Construction d’un difféomorphisme de [0, 1] (fonction monotone)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φ(x) := φ1(x) = x +
∫ t

0
v(φs(x))ds au temps t = 1



Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

ACP géométrique

Moyenne de deux images

y ∈ L2([0, 1]2) / y′ ∈ H = L2([0, 1]2)

v̂λ = arg min
v∈V

{∫

Ω

|y(x)− y′ ◦ φv(x)|2 dx + λ‖v‖2
V

}

,

où φv(x) = φ1(x) = x −
∫ 1

0
v(φv

t (x))dt
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ACP géométrique

Moyenne de deux images

Moyenne “géométrique”
(

[ĝλ/2] · y + [ĝ−1
λ /2] · y′

)

/2 avec

[ĝ−1
λ /2] = φv̂λ/2(x)

et

[ĝλ/2] = φ−v̂λ/2(x)
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans L2(Ω)

Estimation des paramètres de déformations

(v̂1, . . . , v̂n) = arg min
(v1,...,vn)∈Vn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Yi ◦ φvi − 1

n

n
∑

j=1

Yj ◦ φvj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λ‖vi‖2
L2(Ω)











où φvi(x) := φ1(x) = x −
∫ 1

0
vi(φt(x))dt

Source de variabilité géométrique

Inférence statistique et ACP sur les variables aléatoires v̂1, . . . , v̂n à

valeur dans V espace de Hilbert
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans L2(Ω)

Estimation des paramètres de déformations

(v̂1, . . . , v̂n) = arg min
(v1,...,vn)∈Vn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Yi ◦ φvi − 1

n

n
∑

j=1

Yj ◦ φvj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λ‖vi‖2
L2(Ω)











où φvi(x) := φ1(x) = x −
∫ 1

0
vi(φt(x))dt

Source de variabilité géométrique

On note û1, û2, . . . les vecteurs propres associés aux plus grandes

valeurs propres e1 ≥ e2 ≥ . . . ≥ 0 de l’opérateur de covariance des

v.a. v̂1, . . . , v̂n (à valeur dans V espace de Hilbert)
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans L2(Ω)

Estimation des paramètres de déformations

(v̂1, . . . , v̂n) = arg min
(v1,...,vn)∈Vn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Yi ◦ φvi − 1

n

n
∑

j=1

Yj ◦ φvj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λ‖vi‖2
L2(Ω)











où φvi(x) := φ1(x) = x −
∫ 1

0
vi(φt(x))dt

Source de variabilité géométrique

On note ψ̂1, ψ̂2 les principaux modes de déformations qui sont des

difféomorphismes de Ω définis par

ψ̂1(x) := φ1(x) = x −
∫ 1

0

√
e1û1(φt(x))dt
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ACP géométrique

Estimation par moyenne de Fréchet

Observations : Y1, . . . , Yn variables aléatoires iid à valeur dans L2(Ω)

Estimation des paramètres de déformations

(v̂1, . . . , v̂n) = arg min
(v1,...,vn)∈Vn











1

n

n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Yi ◦ φvi − 1

n

n
∑

j=1

Yj ◦ φvj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

H

+ λ‖vi‖2
L2(Ω)











où φvi(x) := φ1(x) = x −
∫ 1

0
vi(φt(x))dt

Source de variabilité géométrique

Premier et deuxième modes de variabilité géométrique

ŷn ◦ ψ̂1 et ŷn ◦ ψ̂2

où ŷn est une moyenne de Fréchet (associée à un groupe de

difféomorphismes)
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ACP géométrique

ACP Standard (Mnist database n = 100)

Ȳn Ȳn +
√
λ1ŵ1 Ȳn +

√
λ2ŵ2
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ACP géométrique

ACP Géométrique (Mnist database n = 100)

ŷn ŷn ◦ ψ̂1 ŷn ◦ ψ̂2
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ACP géométrique

ACP Standard (Mnist database n = 100)

Ȳn Ȳn +
√
λ1ŵ1 Ȳn +

√
λ2ŵ2
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ACP géométrique

ACP Géométrique (Mnist database n = 100)

ŷn ŷn ◦ ψ̂1 ŷn ◦ ψ̂2
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1 Motivations

2 Choix d’une distance

3 Moyenne de Fréchet

4 Mesures de dissimilarité et ACP géométrique

Action de groupe

Mesure de dissimilarité

ACP géométrique

5 Statistique non-paramétrique et modèles déformables
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Statistique non-paramétrique et modèles déformables

Lien avec les problèmes inverses B. & Gadat (2010)

Modèle le plus simple : courbes shiftées alétoirement

dYi(x) = f (x − τi)dx + ǫdWi(x), x ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n, avec τi ∼iid g

Moyenne empirique usuelle :

f̄n(x) =
1

n

n
∑

i=1

Yi(x) −→
n→+∞

EY1(x) = Ef (x − τ1) =

∫

f (x − τ)g(τ)dτ

Problème de déconvolution ?



Moyenne de Fréchet pour l’analyse statistique de formes et des images

Statistique non-paramétrique et modèles déformables

Courbes shiftées alétoirement

Contributions : étude de l’estimation de f ∈ F ⊂ L2([0, 1]) au sens

du risque minimax

Rn(F) = inf
f̂n

sup
f∈F

E‖f̂n − f‖2
L2

Hypothèse : les coefficients de Fourier de g décroissent à la vitesse

polynomiale ν > 0 i.e.
∫

g(x)e−i2πℓxdx ∼ |ℓ|−ν pour ℓ ∈ Z.

Résultats : Rn(F) ∼ n−
2s

2s+2ν+1 pour F = Ws(A) (boule de Sobolev)

ou F = Bs
p,q(A) (boule de Besov)
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Courbes shiftées alétoirement

Contributions : étude du problème de la reconstruction des shifts

τi, i = 1, . . . , n (variablité géometrique)

Résultats : à partir de la notion de moyenne de Fréchet construction

d’estimateurs τ̂i qui converge (en probabilité) vers τi avec filtrage
passe-bas des courbes bruitées + asymptotique ǫ→ 0 (niveau du

bruit)

Borne inférieure pour l’estimation des shifts

E

(

1

n

n
∑

m=1

(τ̂m − τm)
2

)

≥ ǫ2

‖f ′‖2 + ǫ2
∫ (

∂
∂τ log g(τ)

)2
g(τ)dτ

9
n→+∞

0

Choix de l’asymptotique ?

n → +∞ et ǫ fixé

n fixé et ǫ→ 0

n → +∞ et ǫ→ 0
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