
❙♣❛t✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞
♠♦❞❡❧❧✐♥❣✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠s

❆t❤é♥❛ïs ●❛✉t✐❡r ❉❛✈✐❞ ●✐♥s❜♦✉r❣❡r ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P✐r♦t

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❙✇✐ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t

♥✉♠❜❡r ✶✼✽✽✺✽

❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙✐♠✉❧❛t♦rs

▼❛r❝❤ ✶✶✱ ✷✵✷✶



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✭❇❛②❡s✐❛♥✮ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❉✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ x ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ F ❘❡s♣♦♥s❡

Y

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✳
P❛r❛♠❡t❡r

❄
❘❡s♣♦♥s❡

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

❯s❡ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✭❇❛②❡s✐❛♥✮ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❉✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ x ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ F ❘❡s♣♦♥s❡

Y

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ x t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ yref ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❄

❘❡s♣♦♥s❡

Y = yref

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

❯s❡ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✭❇❛②❡s✐❛♥✮ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❉✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ x ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ F ❘❡s♣♦♥s❡

Y

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ x t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ yref ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❄

❘❡s♣♦♥s❡

Y = yref

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ π[x ]

❯s❡ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿ π[x |yref ] ∝ π[x ]π[yref |x ]

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✭❇❛②❡s✐❛♥✮ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❉✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ x ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ F ❘❡s♣♦♥s❡

Y

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✜♥❞ t❤❡ x t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ yref ✳
P❛r❛♠❡t❡r

x ∈ D ⊂ R
d ❄

❘❡s♣♦♥s❡

Y = yref

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ π[x ]

❯s❡ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿ π[x |yref ] ∝ π[x ]π[yref |x ]

→ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ π[yref |x ] t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❆❇❈✮✳

❆ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡ Yx ❛t x ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ∆(yref ,Yx)

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿

❆❇❈ r❡❥❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❯s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✳

❘❡q✉✐r❡s ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✸ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❆❇❈✮✳

❆ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡ Yx ❛t x ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ∆(yref ,Yx)
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

π [x |yref ] ≈ π [x |∆(yref ,Yx) ≤ ǫ] ❢♦r ǫ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿

❆❇❈ r❡❥❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❯s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✳

❘❡q✉✐r❡s ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
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❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ ✹ ✹✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✵✾ ✭❜✮ ✹ ✻✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ ✹ ✹✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✵✾ ✭❜✮ ✹ ✻✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ ✹ ✹✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✵✾ ✭❜✮ ✹ ✻✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ ✹ ✹✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✵✾ ✭❜✮ ✹ ✻✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ x = ✹.✹✾♠✱ ♠✐s✜t ≈ ✵.✵✾

✭❜✮ ✹ ✻✾♠✱ ♠✐s✜t ✵ ✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ x = ✹.✹✾♠✱ ♠✐s✜t ≈ ✵.✵✾ ✭❜✮ x = ✹.✻✾♠✱ ♠✐s✜t ≈ ✵.✸✺

❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♦❧♦❣② ✷✴✷

◆❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

✶ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t ❞❡♣t❤ x ✳

✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✭❛✮ x = ✹.✹✾♠✱ ♠✐s✜t ≈ ✵.✵✾ ✭❜✮ x = ✹.✻✾♠✱ ♠✐s✜t ≈ ✵.✸✺

→ ❲❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✼ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❙✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡s✐❣♥s

Pr♦✈✐❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆❝❝♦✉♥ts ❢♦r s❤❛♣❡ ✭✉♥✐ ❱❙ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t②✱ s❦❡✇♥❡ss✱ ❡t❝✳✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❙✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡s✐❣♥s

Pr♦✈✐❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆❝❝♦✉♥ts ❢♦r s❤❛♣❡ ✭✉♥✐ ❱❙ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t②✱ s❦❡✇♥❡ss✱ ❡t❝✳✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❙✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡s✐❣♥s

Pr♦✈✐❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆❝❝♦✉♥ts ❢♦r s❤❛♣❡ ✭✉♥✐ ❱❙ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t②✱ s❦❡✇♥❡ss✱ ❡t❝✳✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❙✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡s✐❣♥s

Pr♦✈✐❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆❝❝♦✉♥ts ❢♦r s❤❛♣❡ ✭✉♥✐ ❱❙ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t②✱ s❦❡✇♥❡ss✱ ❡t❝✳✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙♣❛t✐❛❧ ▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛❞♠✐ts ❛ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤

❧♦❝❛t✐♦♥ x ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿

♦♥

✭✶✮

❯♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✱ t❤❡ ❙♣❛t✐❛❧

▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❞❢ ✜❡❧❞✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✾ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙♣❛t✐❛❧ ▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛❞♠✐ts ❛ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤

❧♦❝❛t✐♦♥ x ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿






W ∼ GP(m, k) ♦♥ D × T
px(t)|W =

eWx,t

∫

T
eWx,u du

✭✶✮

❯♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✱ t❤❡ ❙♣❛t✐❛❧

▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❞❢ ✜❡❧❞✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✾ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙♣❛t✐❛❧ ▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛❞♠✐ts ❛ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤

❧♦❝❛t✐♦♥ x ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿






W ∼ GP(m, k) ♦♥ D × T
px(t)|W =

eWx,t

∫

T
eWx,u du

✭✶✮

❯♥❞❡r s✉✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ W ✱ t❤❡ ❙♣❛t✐❛❧

▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭❙▲●P✮ px(t) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❞❢ ✜❡❧❞✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✾ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

Pr✐♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❙▲●P✶

❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ px(t;ω✶), px(t;ω✷), px(t;ω✸)✱ ✇✐t❤ x ✈❛r②✐♥❣✳

✶▼❡❛♥✿ ✵
❑❡r♥❡❧✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r❞❡r ✶✵✵✮ ♦❢ ❛ ▼❛tér♥ ✺✴✷ ❦❡r♥❡❧✳
❲✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✵.✵✶✷✱ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ✵.✷ ✐♥ t ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶]✮ ❛♥❞ ✷ ✐♥ x ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶✵]✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✵ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s

❚♦♠ ▲❡♦♥❛r❞ ✭✶✾✼✽✮✳ ✏❉❡♥s✐t② ❊st✐♠❛t✐♦♥✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss❡s ❛♥❞
Pr✐♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇
✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✳ ❯❘▲✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥st♦r✳♦r❣✴st❛❜❧❡✴✷✾✽✹✼✹✾

❙✉r②❛ ❚♦❦❞❛r ❛♥❞ ❏❛②❛♥t❛ ❑✳ ●❤♦s❤ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏P♦st❡r✐♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢
❧♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ♣r✐♦rs ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❥s♣✐✳✷✵✵✺✳✵✾✳✵✵✺

❉❡❜❞❡❡♣ P❛t✐✱ ❉❛✈✐❞ ❉✉♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❙✉r②❛ ❚♦❦❞❛r ✭✷✵✶✸✮✳ ✏P♦st❡r✐♦r
❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❥♠✈❛✳✷✵✶✸✳✵✶✳✵✶✶

❆t❤é♥❛ïs ●❛✉t✐❡r✱ ❉❛✈✐❞ ●✐♥s❜♦✉r❣❡r✱ ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P✐r♦t ✭✷✵✷✶✮✳
●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❛r❳✐✈✿ ✷✶✵✷✳✵✼✻✶✷ ❬st❛t✳▼❊❪

❆t❤é♥❛ïs ●❛✉t✐❡r✱ ❉❛✈✐❞ ●✐♥s❜♦✉r❣❡r✱ ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P✐r♦t ✭✷✵✷✵✮✳
✏Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈ ✇✐t❤ ❙♣❛t✐❛❧ ▲♦❣✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✑✳ ■♥✿
◆❡✉r■P❙ ✷✵✷✵✳ ❚❤✐r❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ P❤②s✐❝❛❧
❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❯❘▲✿ ❤tt♣s✿✴✴♠❧✹♣❤②s✐❝❛❧s❝✐❡♥❝❡s✳❣✐t❤✉❜✳✐♦✴✷✵✷✵✴
❢✐❧❡s✴◆❡✉r■P❙❴▼▲✹P❙❴✷✵✷✵❴✶✶✷✳♣❞❢

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✶ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙▲●P ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✿

px(t) =
eWx,t

∫

T
eWx,u du

✭✷✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s✿

① ①

✶

①

✱ ✵✱ ✬s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛♥❞ ✬s ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳

✵ ✶ ✳

❈❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙▲●P ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✿

px(t) =
eWx,t

∫

T
eWx,u du

✭✷✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s✿

∀① ∈ D, t ∈ T , W①,t =

p
∑

j=✶

√

λj fj(①, t)εj

p ∈ N✱ λi > ✵✱ fi ✬s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ D × T ❛♥❞ εi ✬s ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳

N (✵, ✶)✳

❈❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙▲●P ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✿

px(t) =
eWx,t

∫

T
eWx,u du

✭✷✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s✿

∀① ∈ D, t ∈ T , W①,t =

p
∑

j=✶

√

λj fj(①, t)εj

p ∈ N✱ λi > ✵✱ fi ✬s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ D × T ❛♥❞ εi ✬s ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳

N (✵, ✶)✳
→ ❈❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✷ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❉❛t❛✿ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ (①i )i ∈ Dn✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛

(ti )i ∈ T n✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s st❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❛♣♣❧②✐♥❣ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✿

❚
✶

✶ ①

✶ ①
✭✸✮

❈♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ▼❈▼❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✸ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❉❛t❛✿ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ (①i )i ∈ Dn✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛

(ti )i ∈ T n✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s st❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❛♣♣❧②✐♥❣ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✿

π(ε|❚n) ∝ π(ε)
n
∏

i=✶

e
∑p

j=✶

√
λj fj (①i ,ti )εj

∫

T

e
∑p

j=✶

√
λj fj (①i ,u)εj du

✭✸✮

❈♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ▼❈▼❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✸ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
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π(ε|❚n) ∝ π(ε)
n
∏

i=✶

e
∑p

j=✶

√
λj fj (①i ,ti )εj

∫

T

e
∑p

j=✶

√
λj fj (①i ,u)εj du

✭✸✮

→ ❈♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ▼❈▼❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✸ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙▲●P✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥❂✶

✶▼❡❛♥✿ ✵
❑❡r♥❡❧✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r❞❡r ✶✵✵✮ ♦❢ ❛ ▼❛tér♥ ✺✴✷ ❦❡r♥❡❧✳
❲✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✵.✵✶✷✱ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ✵.✷ ✐♥ t ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶]✮ ❛♥❞ ✷ ✐♥ x ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶✵]✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✹ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙▲●P✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥❂✶✵

✶▼❡❛♥✿ ✵
❑❡r♥❡❧✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r❞❡r ✶✵✵✮ ♦❢ ❛ ▼❛t❡r♥ ✺✴✷ ❦❡r♥❡❧✳
❲✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✵.✵✶✷✱ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ✵.✷ ✐♥ t ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶]✮ ❛♥❞ ✷ ✐♥ x ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶✵]✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✺ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❙▲●P✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥❂✶✺✵

✶▼❡❛♥✿ ✵
❑❡r♥❡❧✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r❞❡r ✶✵✵✮ ♦❢ ❛ ▼❛tér♥ ✺✴✷ ❦❡r♥❡❧✳
❲✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✵.✵✶✷✱ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ✵.✷ ✐♥ t ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶]✮ ❛♥❞ ✷ ✐♥ x ✭r❛♥❣❡ [✵, ✶✵]✮

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✻ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✼ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❇❛❝❦ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

●♦❛❧✿ ✜♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿

✭❛✮ ♥❂✶✵ ✭❜✮ ♥❂✶✵✵ ✭❝✮ ♥❂✺✵✵

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❇❛❝❦ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

●♦❛❧✿ ✜♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿π [x |∆(yref ,Yx) ≤ ǫ] ∝ π[x ]π [∆(yref ,Yx) ≤ ǫ|x ]

✭❛✮ ♥❂✶✵ ✭❜✮ ♥❂✶✵✵ ✭❝✮ ♥❂✺✵✵

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❇❛❝❦ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

●♦❛❧✿ ✜♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿π [x |∆(yref ,Yx) ≤ ǫ] ∝ π[x ]π [∆(yref ,Yx) ≤ ǫ|x ]

✭❛✮ ♥❂✶✵

✭❜✮ ♥❂✶✵✵ ✭❝✮ ♥❂✺✵✵

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❇❛❝❦ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

●♦❛❧✿ ✜♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿π [x |∆(yref ,Yx) ≤ ǫ] ∝ π[x ]π [∆(yref ,Yx) ≤ ǫ|x ]

✭❛✮ ♥❂✶✵ ✭❜✮ ♥❂✶✵✵

✭❝✮ ♥❂✺✵✵

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❇❛❝❦ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s

●♦❛❧✿ ✜♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❆❇❈ ♣♦st❡r✐♦r✿π [x |∆(yref ,Yx) ≤ ǫ] ∝ π[x ]π [∆(yref ,Yx) ≤ ǫ|x ]

✭❛✮ ♥❂✶✵ ✭❜✮ ♥❂✶✵✵ ✭❝✮ ♥❂✺✵✵

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✽ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡✿

Pr❡s❡♥t❡❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧

●❛✈❡ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❙❤♦✇❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s

❯♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦✿

◗✉❛♥t✐❢② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐t

▲❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❙t✉❞② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙▲●P

■♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲♦r❦ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✦

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✾ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡✿

Pr❡s❡♥t❡❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧

●❛✈❡ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❙❤♦✇❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s

❯♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦✿

◗✉❛♥t✐❢② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐t

▲❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❙t✉❞② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙▲●P

■♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲♦r❦ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✦

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✾ ✴ ✶✾



▼♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲●P

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❇❈

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡✿

Pr❡s❡♥t❡❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧

●❛✈❡ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❙❤♦✇❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s

❯♣❝♦♠✐♥❣ ✇♦r❦✿

◗✉❛♥t✐❢② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐t

▲❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❙t✉❞② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙▲●P

■♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲♦r❦ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✦

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶✾ ✴ ✶✾



❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧✐❞❡s

❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❋❡❛t✉r❡s

❆ss✉♠❡ k ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ k ✇✐t❤ kRFF ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

kRFF (x , y) :=
σ✷

✷πp

p
∑

i=✶

cos(ωT
i x + ui ) cos(ω

T
i y + ui ) ✭✹✮

✇❤❡r❡ σ✷ = k(✵, ✵)✱ t❤❡ ωi ✬s ❛r❡ ❞r❛✇s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

k ❛♥❞ t❤❡ ui ✬s ❛r❡ ❞r❛✇s ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ U(✵, ✷π)✳

■t s❛t✐s✜❡s

✷ ✶

✇❤❡r❡ ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ✵ ✶ ✱

✐s ❛ ●P ✵ ✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷✵ ✴ ✶✾



❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧✐❞❡s

❘❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❋❡❛t✉r❡s

❆ss✉♠❡ k ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ k ✇✐t❤ kRFF ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

kRFF (x , y) :=
σ✷

✷πp

p
∑

i=✶

cos(ωT
i x + ui ) cos(ω

T
i y + ui ) ✭✹✮

✇❤❡r❡ σ✷ = k(✵, ✵)✱ t❤❡ ωi ✬s ❛r❡ ❞r❛✇s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

k ❛♥❞ t❤❡ ui ✬s ❛r❡ ❞r❛✇s ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ U(✵, ✷π)✳
■t s❛t✐s✜❡s E[kRFF ] = k

WRFF (x) :=
σ√
✷πp

p
∑

i=✶

ǫi cos(ω
T
i x + ui ) ✇❤❡r❡ ǫi ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ N (✵, ✶)✱

✐s ❛ ●P(✵, kRFF (x , y))✳

❆✳ ●❛✉t✐❡r ⑤ ❛t❤❡♥❛✐s✳❣❛✉t✐❡r❅st❛t✳✉♥✐❜❡✳❝❤ ❙▲●P ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷✵ ✴ ✶✾



❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧✐❞❡s

❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●P

❆ss✉♠❡ k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r σ✷ > ✵ ❛♥❞ ❛ s♦♠❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ θ✿

∀x , y ∈ (D × T )✷, k(x , y) = σ✷k✵(D✶/θ(x − y)) ✭✺✮

✇❤❡r❡ D✶/θ ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✶/θ✳
❙❡tt✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Λ ♦✈❡r (σ✷, θ) ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞♦ ❛

❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧✐❞❡s

❙▲●P✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛ s❡t✱ ♥❂✶✵✵✵✵

✶▼❡❛♥✿ ✵
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❲✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ s❛♠♣❧❡❞
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