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Plan d’expérience avec entrées fonctionnelles

dépendantes pour la génération de spectres

gamma en prospection minière de l’uranium
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Contexte : la mesure gamma diagraphique dans les 

fronts d’oxydo-réduction
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Spectrométrie gamma
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Sable uranifère

Sable, argile, gravier

Gisement roll-front

Vue en coupe d’une mesure gamma 

diagraphique en puits de forage
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Sonde CeBr3

Profil vertical d’U dans 

le puits

Teneur U (ppmU)
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226Ra

222Rn group

238U group

Grozeva et al. (2022)
https://doi.org/10.1016/j.gexplo.2022.106961

Vue en coupe d’un front d’oxydo-réduction
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Migration du radon dans le puits de forage
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Déséquilibre radioactif dans les chaînes de l’uranium
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https://doi.org/10.1016/j.gexplo.2022.106961
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Reconstruction automatique de profils de teneur U

Méthodes traditionnelles inefficaces :

• Déséquilibre radioactif

• Bruit statistique élevé

• Faible résolution en énergie de la sonde CeBr3
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Diagraphie gamma
(représentation 2D)

Teneur U (ppmU)

Jeu d’entraînement

Nombre très limité de 

diagraphies expérimentales

Construction d’une base de 

données diagraphiques simulées
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Simulation d’une diagraphie gamma spectrale

Profils géologiques (1D)
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Profils de teneur U et 

déséquilibre
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Relation teneur U – déséquilibre U/Ra

05/11/2025

Distribution jointe de U et DU/Ra

issue de mesures sur échantillons

Distribution des points agrégés

Profils construits à partir de B-splines

(ppmU)



Disposition : Titre de section

Génération d’entrées 
fonctionnelles liées par 
une copule gaussienne
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Génération de profils à l’aide de B-splines

05/11/2025

Courbes de teneur U générées par combinaison linéaire

de B-splines et mise à l’échelle

Fonctions de base B-splines

De Boor (1978)
https://doi.org/10.2307/2006241

𝑍 𝑠 = σ𝑘=1
𝐾 𝛽𝑘𝐵𝑘(𝑠)

s

Z
(s

)

https://doi.org/
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Copule gaussienne

1005/11/2025

Distribution jointe Distribution des rangs

Théorème de Sklar : 𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝐶(𝐹𝑋 𝑥 , 𝐹𝑌 𝑦 )

Copule gaussienne : ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 0,1 2, 𝐶𝜌 𝑢, 𝑣 = Φ𝜌(Φ
−1 𝑢 ,Φ−1 𝑣 )

avec : 

▪ Φ𝜌 CDF de la loi normale multivariée centrée de matrice de covariance Σ𝜌 =
1 𝜌
𝜌 1

▪ ΦCDF de la loi normale centrée réduite

Génération de 𝑋, 𝑌 ~ 𝐶𝜌:

▪ 𝑍𝑈, 𝑍𝑉 ~𝒩 0, Σ𝜌

▪ 𝑈 ≔ Φ(𝑍𝑈), 𝑉 ≔ Φ 𝑍𝑉

▪ 𝑋 ≔ 𝐹𝑋
−1(𝑈), Y ≔ 𝐹𝑌

−1 𝑉

𝜌 = 0.6

Loi Beta

Loi normale
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Génération des entrées fonctionnelles
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อ
𝑍𝑆
𝑈

𝑍𝑆
𝑉

𝑆=𝑠

=
𝐵∙,𝑠

𝑇𝜷𝑈

𝐵∙,𝑠
𝑇𝜷𝑉

~𝒩 0, 𝐵∙,𝑠 2

2 1 𝜌
𝜌 1

𝐹 𝑍𝑆
𝑈,𝑍𝑆

𝑉 𝑧𝑈 , 𝑧𝑉 =
1

M
෍

𝑠=1

M

Φ𝜌

𝑧𝑈

𝐵∙,𝑠 2

,
𝑧𝑉

𝐵∙,𝑠 2

M points par courbe

Matrice des B-splines discrétisées suivant M : 𝑩 ∈ ℝ𝐾×𝑀

𝜷𝑈 , 𝜷𝑉 : coefficients de la décomposition en B−splines

Copule non préservée si 𝐵∙,𝑠 2
varie avec 𝑠



Solution = standardisation des B-splines :

∀𝑠 ∈ ℝ, ෨𝐵∙,𝑠 =
𝐵∙,𝑠

𝐵∙,𝑠 2

⇒ ෨𝐵∙,𝑠 2
= 1 ⇒ 𝐹 𝑍𝑆

𝑈,𝑍𝑆
𝑉 𝑧𝑈, 𝑧𝑉 = Φ𝜌(𝑧𝑈 , 𝑧𝑉)

𝜷𝑈

𝜷𝑉
~𝒩 0,

𝐼𝑚 𝜌𝐼𝑚
𝜌𝐼𝑚 𝐼𝑚

𝒁𝑈

𝒁𝑉
=

𝑩𝑇𝜷𝑈

𝑩𝑇𝜷𝑉
~𝒩 0,

𝑩𝑇𝑩 𝜌𝑩𝑇𝑩

𝜌𝑩𝑇𝑩 𝑩𝑇𝑩

Base classique

Base standardisée
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Génération des entrées fonctionnelles
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Distribution des points agrégés (espace des rangs)

Courbes générées (espace des rangs)

𝜷𝑈

𝜷𝑉
~𝒩 0,

𝐼𝑚 𝜌𝐼𝑚
𝜌𝐼𝑚 𝐼𝑚

𝒁𝑈

𝒁𝑉
=

෩𝑩𝑇𝜷𝑈
෩𝑩𝑇𝜷𝑉

~𝒩 0,
෩𝑩𝑇෩𝑩 𝜌෩𝑩𝑇෩𝑩

𝜌෩𝑩𝑇෩𝑩 ෩𝑩𝑇෩𝑩

𝑼 = 𝑈1, … , 𝑈𝑠 avec  𝑈𝑘 = Φ−1 𝒁𝑈,𝑘 ~𝒰(0,1)

𝑽 = 𝑉1, … , 𝑉𝑠 avec  𝑉𝑘 = Φ−1 𝒁𝑉,𝑘 ~𝒰(0,1)

200 courbes

50 points par courbe

𝜌 = 0.6

Tirage aléatoire

s s

ss
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Génération des entrées fonctionnelles
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𝑈

𝑉

𝑋

𝑌

𝐹𝑋
−1 = 𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎

−1

𝐹𝑌
−1 = Φ−1

Distribution des points agrégés

200 courbes

50 points par courbe

𝜌 = 0.6

Loi Beta

Loi normale
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Génération d’entrée 
fonctionnelles liées par 
une copule archimédienne
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Copule archimédienne

1505/11/2025

Distribution jointe Distribution des rangs

∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 0,1 2, 𝐶𝜃 𝑢, 𝑣 = 𝜓𝜃(𝜓𝜃
−1 𝑢 + 𝜓𝜃

−1 𝑣 )

Pour la copule de Clayton : 𝜓𝜃 𝑥 = (1 + 𝑥)−1/𝜃

Exemple de la copule de Clayton :

• Générateur :   𝜓𝜃 𝑥 = (1 + 𝑥)−1/𝜃

• Fragilité :        𝑊 ~ Γ(1/θ, 1)

Génération de 𝑈, 𝑉 ~ 𝐶𝜃:

▪ 𝐸1, 𝐸2 ~ 𝐸𝑥𝑝 1
▪ 𝑊 ~ 𝐹𝑤,𝜃
▪ 𝑈 ≔ 𝜓𝜃( Τ𝐸1 𝑊), 𝑉 ≔ 𝜓𝜃( Τ𝐸2 𝑊)

V
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Génération des entrées fonctionnelles
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Distribution des points agrégés (espace des rangs)
Courbes générées (espace des rangs)

𝜷𝑊 ~𝒩 0, 𝐼𝑚

𝜷𝐸1 ~𝒩 0, 𝐼𝑚

𝜷𝐸2 ~𝒩 0, 𝐼𝑚

𝑍𝑊~𝒩(0,෪𝑩𝑇෩𝑩)

𝑍𝐸1~𝒩(0,෪𝑩𝑇෩𝑩)

𝑍𝐸2~𝒩(0, ෩𝑩𝑇෩𝑩)

𝑍𝑠
𝑊 ~𝒩(0,1)

𝑍𝑠
𝐸1 ~𝒩(0,1)

𝑍𝑠
𝐸2 ~𝒩(0,1)

𝑊𝑠 ~ 𝐹𝑤,𝜃

𝐸1,𝑠 ~ 𝐸𝑥𝑝 1

𝐸2,𝑠 ~ 𝐸𝑥𝑝 1

𝑈𝑠 = 𝜓𝜃( Τ𝐸1,𝑠 𝑊𝑠)

𝑉𝑠 = 𝜓𝜃( Τ𝐸1,𝑡 𝑊𝑠)

𝐶𝜃

𝐹𝐸𝑥𝑝(1)
−1 ∘ Φ

𝐹𝑊,𝜃
−1 ∘ Φ

𝐹𝐸𝑥𝑝(1)
−1 ∘ Φ

Pour 𝑠 = 1,… ,𝑀
Tirage aléatoire

s s

ss
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Génération des entrées fonctionnelles
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Distribution des points agrégés𝑈

𝑉

𝑋

𝑌

𝐹𝑋
−1 = 𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎

−1

𝐹𝑌
−1 = Φ−1

s s

ss
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Comparaison des nuages de points

Distribution jointe initiale Distribution des points agrégés

Génération des entrées fonctionnelles
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Génération d’entrée 
fonctionnelles liées par 
une copule de Bernstein
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Relation Teneur U – Déséquilibre U/Ra

2005/11/2025

Distribution jointe des échantillons
Distribution des rangs
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Copule de Bernstein

2105/11/2025

∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 0,1 2, 𝐶𝑚 𝑢, 𝑣 = σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑚 𝜋𝑖𝑗𝐵𝑖,𝑚(𝑢)𝐵𝑗,𝑚(𝑣) avec : ▪ 𝐵𝑖,𝑚(𝑢) = 𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎 𝑖,𝑚−𝑖+1 (𝑢)

▪ σ𝑖=1
𝑚 𝜋𝑖𝑗 =

1

𝑚
, σ𝑗=1

𝑚 𝜋𝑖𝑗 =
1

𝑚
, σ𝑖=1

𝑚 σ𝑗=1
𝑚 𝜋𝑖𝑗 = 1

Copule non-paramétrique et lisse construite à partir de la copule empirique 

Distribution jointe Distribution des rangs
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Copule de Bernstein
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∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 0,1 2, 𝐶𝑚 𝑢, 𝑣 = σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑚 𝜋𝑖𝑗𝐵𝑖,𝑚(𝑢)𝐵𝑗,𝑚(𝑣) avec : ▪ 𝐵𝑖,𝑚(𝑢) = 𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎 𝑖,𝑚−𝑖+1 (𝑢)

▪ σ𝑖=1
𝑚 𝜋𝑖𝑗 =

1

𝑚
, σ𝑗=1

𝑚 𝜋𝑖𝑗 =
1

𝑚
, σ𝑖=1

𝑚 σ𝑗=1
𝑚 𝜋𝑖𝑗 = 1

Copule non-paramétrique et lisse construite à partir de la copule empirique 

Distribution jointe Distribution des rangs
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Génération des entrées fonctionnelles
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𝐾𝑖 , 𝐿𝑖 ~ Catégorielle(𝑤𝑖𝑗)෡𝑊

𝑍𝑠
𝑈 ~𝒩(0,1) 𝑈𝑠 ~𝒰(0,1) 𝑈𝑠

𝑍𝑠
𝑉 ~𝒩(0,1) 𝑉𝑠 ~𝒰(0,1) 𝑉𝑠

Φ

Φ

𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎(𝐿𝑖+1,𝑚−𝐿𝑖)
−1

𝐹𝐵𝑒𝑡𝑎(𝐾𝑖+1,𝑚−𝐾𝑖)
−1

𝐶𝑚
𝐵𝑒𝑟𝑛𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛

𝜷𝑈 ~𝒩 0, 𝐼𝑚

𝜷𝑉 ~𝒩 0, 𝐼𝑚

𝑍𝑊~𝒩(0,෪𝑩𝑇෩𝑩)

𝑍𝐸1~𝒩(0,෪𝑩𝑇෩𝑩)

Tirage aléatoire

Pour 𝑠 = 1,… ,𝑀

s s

s



Disposition : Titre et contenu

Génération des entrées fonctionnelles
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Comparaison des nuages de points

Distribution jointe initiale Distribution des points agrégés
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Plan d’expérience pour la 
génération de spectres 
gamma en puits de forage
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Relation Teneur U – Déséquilibre U/Ra

2605/11/2025

Distribution jointe des échantillons

Distributions marginales empiriques

et lois ajustées
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Relation Teneur U – Déséquilibre U/Ra
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Distribution jointe des échantillons
Distribution des rangs



Disposition : Titre et contenu

Autres variables d’entrée
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D
e
p

th
(m

)

Ecartement
80 cm

1
5

0
 c

m

Sensibilité 

spatiale de la 

sonde

Diamètre de forage

• Teneur U

• Déséquilibre U/Ra

• Migration Radon

• Densité

• Porosité
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Plan d’expérience
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Entrées scalaires

Entrées fonctionnelles indépendantes

𝑑𝑖𝑗 = 𝑓(𝜷𝑖) − 𝑓(𝜷𝑗)
𝐿2

ϕ𝑞 = (σ𝑖𝑗(𝑑𝑖𝑗)
−𝑞)1/𝑞 [1,2]

Optimisation de l’hypercube latin sur les 

coefficients 𝜷 par recuit simulé

[1] Muehlenstaedt et. al., Computer experiments with functional inputs and scalar outputs by a norm-based approach, 2014

[2] Morris & Mitchell, Exploratory Designs for Computer Experiments, 1995

Appariement optimal avec optimisation de 

sur l’ensemble joint pare recuit simulé

𝑑𝑖𝑗
𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡

= 𝒙𝜋(𝑖) − 𝒙𝜋(𝑖)
2

2
+ 𝑓 𝜷𝜋(𝑖) − 𝑓(𝜷𝜋(𝑖))

𝐿2

2 1/2

ϕ𝑞 = (σ𝑖𝑗(𝑑𝑖𝑗
𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡

)−𝑞)1/𝑞 [1,2]
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Plan d’expérience
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Entrées fonctionnelles dépendantes

Optimisation séparée des 

hypercubes latins selon le 

même principe
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Sorties fonctionnelles : spectres gamma

Auto-atténuation de l’U

214Bi

214Pb

U U

U

U

U

U

U

U
U

U

Pics photo-électriques

Bosse à basse énergie

Spectres gamma normalisés pour deux teneurs U

Atomes d’uranium 

dans la formation 

géologique

U

05/11/2025
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Sorties fonctionnelles : décomposition par ACP

Phénomènes physiques connus retrouvés par l’ACP

Raies gamma du 214Pb et du 214Bi 

(descendants de l’238U)

Déformation de la 

bosse à basse énergie

Auto-atténuation de 

l’uranium à basse 

énergie

05/11/2025

Projection sur les deux 1ères CPs

Projection sur les deux 1ères CPs

Deux premières composantes principales
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Astuce : Vous pouvez supprimer autant de blocs d’intervenant que vous le souhaitez
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❑ Méthode de génération d’entrées fonctionnelles dépendantes pour différentes copules

▪ Décomposition sur une base de B-splines standardisées naturellement adaptée à la définition d’un plan d’expérience

▪ Choix de la dimension de la base fonctionnelle : complexité des courbes vs taille du plan d’expérience

❑ Plan d’expérience pour la génération de spectres gamma

▪ Incorporation de la relation teneur U – déséquilibre U/Ra, modélisée par une copule de Bernstein

▪ Limite 1 : loi jointe estimée sur un ensemble fini d’échantillons  propager l’incertitude liée à l’estimation des paramètres ?

▪ Limite 2 : tendance des trajectoires à n’occuper qu’une partie restreinte de l’espace

▪ Perspective : relation très haute teneur U – épaisseur du dépôt

❑ Perspective : entrées fonctionnelles dépendantes 3D

Conclusions et perspectives

05/11/2025

Merci pour votre attention


