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Régression dans les RKHS I

Trois sujets présentés :
1. Theéorie de la pratique du krigeage
2. Planification d’expériences pour codes numériques
3. Optimisation globale bayésienne

Encadrement possible par

o Julien Bect et Emmanuel Vazquez : enseignants - chercheurs
a SUPELEC

o Bertrand Iooss : CEA

o Luc Pronzato : DR au CNRS
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Contexte et applications visées I

o Conception de produit/systéme via simulations numériques, avec pour
objectifs
— d’optimiser les performances d’un produit (probléme d’optimisation
globale)
— d’estimer la probabilité de défaillance d’un produit
— d’optimiser les performances en garantissant une probabilité de

défaillance donnée (optimisation sous contrainte)
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Exemple I

Conception d’un conduit d’admission

(these CIFRE Renault de J. Villemonteix)

o optimisation de la forme du conduit pour réduire les émissions polluantes
o prendre en compte les dispersions de fabrication

o 1 simulation = plusieurs heures
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La simulation numérique d’un systéme est vue comme une fonction
f:XCR? - RY,

avec d et g des entiers petits (disons 1 < d <50 et 1 < q <4)
Difficulté spécifique liée a la nature des simulations numeériques :
une évaluation de f souvent cotiteuse (p. ex. plusieurs
minutes/heures) — budget d’évaluations trés réduit en pratique
Objectif : établir une relation facile a calculer entre les sorties du
systéme et plusieurs facteurs (entrées) a partir de simulations déja
effectuées

=» construire une approximation ]/”\de f

Utiliser ]/”\au lieu de f pour concevoir le systéme
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Approximation
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Probléme : choisir une bonne approximation
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Essentiel :
o choix de I’espace d’approximation

o controle de la régularité

= classe des méthodes a noyaux, 7.e. approximation par des
fonctions dans des espaces hilbertiens a noyaux reproduisant

(RKHS)
w approche probabiliste, krigeage
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Espace hilbertien a noyau reproduisant I

o F espace hilbertien de fonctions X C R? — R, avec produit scalaire
noteé (., .)j:

o k(z,y): X x X — R noyau reproduisant de JF, si pour tout f € F,
tout z € X,

flx) = (k(z,.), [)r - (1)

= F appelé espace hilbertien a noyau reproduisant ou RKHS
(Aronszajn, 1950)
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Régression régularisée dans un RKHS

Approximation (Tikhonov et Arsenin 1977)

minimiser [FilF 1711 + C Zl — fob%)
regulamte ~ -
adequatlon aux données
Interpolation
minimiser Hf||?:, feF
sous contraintes flxz;) = f;)las , VYi=1,...,n.
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Approche probabiliste de

’approximation

o Point de vue bayésien <+ choix d’un a priori sous la forme d’une
mesure de probabilité sur R*, ce qui revient & choisir la loi d’un

processus aléatoire £ : X — R,

toutes les fonctions réelles

a priori &

fonction inconnue f
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Si £ est un processus gaussien,

©)

il est trés facile d’obtenir les expressions analytiques
— de la moyenne a posteriori, ou krigeage : £(z;z,) ;= E [5(90) | én}, avec

§n — {f(l’l), “. ,g(xn)}

— la variance de ’erreur de prédiction, ou variance de krigeage :
Gr(xs z,) = var [{(z;2,,) — &(x)]

il est possible de simuler des trajectoires de ¢ conditionnellement aux

évaluations précédentes

— permet par exemple '’estimation de la densité a posteriori du
maximum M = max, &(x)

en pratique, on suppose que ¢ est un processus gaussien...
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Equivalence des méthodes I

=» Méthodes a noyaux

1960 : splines, (Schoenberg 1964, Duchon 1976—-1979)
1980 : RBF, (Micchelli 1986, Powel 1987)

1995 : SVM, (Vapnik 1995)

1997 : SVR, (Smola 1997)

1999 : SVR semi-paramétrique (Smola 1999)

O 0 0 0O O

=¥ Krigeage — prédiction linéaire
O 1950 : prédiction pour la recherche miniére (Krige 1951)
O 1960 : krigeage, géostatistique (Matheron 1963) — Ecole des Mines
O 1970 : krigeage intrinséque (Matheron 1971)

O 1997 : prédiction par « processus gaussiens », (Williams 1997,
Neal 1997)
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Sujet 1. Théorie de la pratique du krigeage
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A Etapes de la modélisation d’un systéme :
= Choix des facteurs, inclusion d’informations a priori ...
= (Choix d’'un noyau paramétré
w Fstimation des paramétres du noyau

= Régression

Il reste encore beaucoup de travail théorique sur chacune des étapes!
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Exemples :
o Choix des facteurs : approximation en dimension élevée ?
— analyse de sensibilité
— réduction de la dimension : sélection de variables, projections...
o Choix d’un noyau « usuellement, structures classiques
(exponentielle, Matérn) + estimation de paramétres
— structures anisotropes, non stationnaires
— technique d’estimation des parameétres ?
— krigeage bayésien ?

o Reégression : gérer efficacement les grands nombres de données

Objectif : intégrer une réflexion théorique sur ces questions dans un

logiciel libre proposé a la communauté scientifique et industrielle
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Sujet 2. Planification d’expériences
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Question : quelles simulations effectuer pour rendre précis le modéle

peu coliteux construit a partir des résultats de simulation ?
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’7Ex : X1 a X5 fixés puis X,,.1 au point de variance de
krigeage maximale
5

251
\
!

Réunion GAR MASCOT-NUM — THP, 16 déc. 2008 — p.5/1"
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 [ID Un objectif peut en cacher un autre .. TI

#» Modele paramétrique : prédire < estimer 6

# Modele non paramétrique (krigeage) : on a suppose ¢
(vecteur des parametres de la covariance) connu ...

Estimation de 53, o2 et # par maximum de vraisemblance
(processus gaussien) :

gre) = (1" C (O)yn) /(1" CHO1)

Gn(0) = 5 lyn — 87(0)1) ' CLH(O)[yn — ™(0)1]

et 07 .., = arg miny det[62(0)C,,(0)]

— le plan d’expériences a une influence sur la precision de

Ll’estimation de 6 J

Réunion GAR MASCOT-NUM — IHP, 16 déc. 2008 — p.6/1:
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" Posons a = (62,6), v = (8,a) = (3,02,0), Cro = 02Cn(6) |
e SiE{Z(x,w)Z(u,w)} \, 0 pour ||x —ul| — oo et
les X, sont dans un domaine de taille croissante

o, est consistant et M., (1) (7, — v) = N(0,T) avec

]
Ma(v) = B{[00a(v)/0v] [Oln(v)/01]T} = ( " s )

~ 1
mn(3) = 1TC;’21, M, (a)]ij = itrace [C

E}xacn’& C;L(?Cn,a
’ 8@2 ’ 8(9]'

avec [, (v) la log-vraisemblance
Si on s’intéresse a la précision sur «

L — maximiser det M, () J

Réunion GAR MASCOT-NUM — IHP, 16 déc. 2008 - p.7/1:
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-

Ex [Zimmerman, 2006] : IE{Z(z,w)Z(u,w)}
6 = 0.3 (02 connu), X grille réguliére 5 x 5
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.., X4 minimisent max,cy p4(x) (— prédiction)
., X4 maximisent det M4(6) (— estimation de 6)

objectif=prédiction, 6 connu

objectif=estimation de 6
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Réunion GAR MASCOT-NUM — IHP, 16 déc. 2008 - p.8/1:
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fSurte de I'exemple de [Zimmerman, 2006] : X;,..., X4
minimisent max,cy pn(z) + trace [Mn (9)8“89( e ’gage(f)}

-

objectif=prédiction, 6 connu objectif=estimation de 6
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Réunion GAR MASCOT-NUM — IHP, 16 déc. 2008 — p.10/1:
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Sujet 3. Optimisation bayésienne
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Optimisation d’un systéme avec simulations numériques

o Soit f:X — R, avec X C R? borné, une fonction & maximiser

o Soit £* un maximiseur global :

z” = arg max f ()

o Intérét du modele probabiliste : distribution a posteriori du

maximiseur £* ou du maximum
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Exemple : distribution a posteriori de x* dans le cas d’évaluations

sans bruit
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. dans le cas d’évaluations bruitées
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Comment construire une suite (., )ncny de maniére & ce que z* soit

une valeur d’adhérence ?
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L’algorithme EI I

o Expected improvement < excursion moyenne de & au dessus du

maximum des évaluations précédentes :
pn(2) := E [ max(0,&(z) — My) | € ]

avec M, = max{&(x1),...&(xn)}
o pp(x) peut étre calculé analytiquement
o l'algorithme EI :

Tpt1 = ATGIAX P (1)

— “stratégie optimiste d’amélioration”
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Exemple
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|Vazquez, Bect 07] — x* est bien une valeur d’adhérence de (x,)nen
produit par 'algorithme EI (sous certaines conditions de régularité)

Questions
o vitesse de convergence ?

o TAGO [Villemonteix et al. 08| :

Tpy1 = arg min K [H(:U*,gn,f(x)) | §n}

reEXy

— réduction de l'incertitude sur la position du maximiseur

— convergence et vitesse de convergence ?
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Informations pratiques I

Stage M2R souhaité

Indemnités de stage : 700€

Theése financée + monitorat possible

Lieu : SUPELEC, Gif-sur-Yvette

Grande Ecole de rang A, dans le domaine des sciences de
'information, de I’énergie et des systémes (1560 éléves ingénieurs,
200 doctorants, 150 permanents)

Contacts :

— Emmanuel Vazquez emmanuel . vazquez@supelec.fr

— Julien Bect julien.bect@supelec.fr
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