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Les objets ont des masses m;, i =1,...,8
les erreurs ¢; sont i.i.d. (0, 0?)

.
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I) Exemple 1: pesée de 8 objets —

mi
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Méthode a: on pese les 8 objets successivement
—>y(l) =m; +¢c;,1=1,...,8

— masses estimées : m; = y(i) ~ N(m;, 0?)

On répete 8 fois, en moyennant les résultats :

mi = y(i) ~ N(m;,o%/8) (avec 64 observations. . .)
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Méthode a: on pese les 8 objets successivement
—>y(l) =m; +¢c;,1=1,...,8

— masses estimées : m; = y(i) ~ N(m;, 0?)

On répete 8 fois, en moyennant les résultats :

mi = y(i) ~ N(m;,0%/8) (avec 64 observations. . .)

Méthode b: plus sophistiquée. ..

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.4/4-



p—t

mi + mo +ms + myg +ms + mg -+ m7+msg -+ &1 T
mi -+ mo +ms —my —ms — mg — M7+ mg -+ e9

mi1 — Mmoo — M3 + M4 + My — Mg — M7 + ML + €3
mi — Mo — M3 — Mg — M5 + Mg + M7+ Mg + &4

—m1 +mg —m3 + myg —ms + me — My + mg + €5

—m1 + mg —m3 — Mmyg + Mms — Mg + M7 + Mg + €6

\]

—Mm1 — Mg +m3+mg —ms— Mg+ My + Mg+ €7

N
/\/\/‘\/\/&/‘\/’\/\
N— N N N N N N

= —MmM1 — M9 +m3— myg-+ms-+ Mg— M7+ Mg + €]
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 y(l) = mitmatmytmatms+mgt+mr+ms+ter
y(2) = mip+mg+ms—myg —ms —mg — my+ msg -+ €9
y(3) = myp—mg— m3+ myg+ms —mg —my+ms+ €3
y(4) = myp—mg—m3—myg— ms+ mg+ my+ms+ eyq
y(5) = —my1+mo—m3+mg—ms+ meg—my+ mg+es
y(6) = —mi1+ma—m3—ms+ ms—me+ my+ mg—+ e
y(7) = —mi —mg+ msg+mg —ms—mg+ mr+mg+ ey
y(8) = —my — mg+mg—mg+ ms+ mg— my+ mg+ esg
Loy = ¥ Hy@) +y6) +yd) —y6) —y(6) —y(7) —y(®)

8
€1+ €r+€3+€4 —€5 —Eg— E7 — €8

e ; .
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et m; ~ N (m;, 0% /8) avec 8 observations seulement ! T
(contre 64 avec la méthode a)
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et m; ~ N (m;, 0% /8) avec 8 observations seulement ! T
(contre 64 avec la méthode a)
Ici, sélection d’'un bon plan = probleme de combinatoire :

Onay(k) = 223:1 ug,m; + € = u,;rm + &k
par exemple pour y(2) dans la méethode b :
w=[111-1-1-1-11]"
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et m; ~ N (m;, 0% /8) avec 8 observations seulement ! T
(contre 64 avec la méthode a)

Ici, sélection d’'un bon plan = probleme de combinatoire :
Onay(k) = 223:1 Ug,m; + € = u,;rm + &

par exemple pour y(2) dans la méethode b :
w=[111-1-1-1-11]"

estimateur des MC : m = argmmz ) — u} m)?

N
= Z upu, Z y(k)u
k=1 k=1

— Choisir des u;, tels que My = S, uzu, est non o
Lsinguliére
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[E{m} = m (sans biais)
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[E{m} = m (sans biais)
E{(h — m)(th — m) '} = e?2M !

— minimiser une fonction scalaire de M/
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[E{m} = m (sans biais)
E{(h — m)(th — m) '} = e?2M !

— minimiser une fonction scalaire de M/

Probléeme de combinatoire puique uy; € {—1,0,1}
[Fisher, 1925 ...]
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[E{m} = m (sans biais)
E{(h — m)(th — m) '} = e?2M !

— minimiser une fonction scalaire de M/

Probleme de combinatoire puique uy; € {—1,0, 1}
Fisher, 1925 ...]

Plus généralement, quand les variables (facteurs, entrees)
uy, sont des réels, le plan optimal pour I'estimation est
obtenu par I'optimisation d’'une fonction scalaire de la
matrice de covariance (asymptotique) de l'estimateur
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f ““““““““““““ Exemple 2 : phamacocinétique' T

[D’Argenio, 1981], modele a 2 compartiments

Un produit = est injecté par perfusion (— entrée u(t)),
rc(t) (produit dans le sang) passe dans un autre tissu —
ajp(t)

Eq. differentielles linéaires :

d
LAl - Kopzo(t) — Kpoxp(t)

{dfcgt“) = (—=Kpi— Kep)ze®) + Kpoxp(t) +u(t)

On observe la concentration de x dans le sang :
y(t) = zc(t)/V +e(t),
les (e(t;)) sont i.i.d. N(0,0%), o = 0.2ug/ml

o -
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f ““““““““““““ Exemple 2 : phamacocinétique' T

[D’Argenio, 1981], modele a 2 compartiments

Un produit = est injecté par perfusion (— entrée u(t)),
rc(t) (produit dans le sang) passe dans un autre tissu —
ajp(t)

Eq. differentielles linéaires :

d
ol — Kepze(t) — Kpoxp(t)

{dfcgt“) = (—Kp— Keplre(t) + Kpozp(t) +ult)

On observe la concentration de x dans le sang :
y(t) = zc(t)/V +e(t),
les (e(t;)) sont i.i.d. N(0,0%), o = 0.2ug/ml

L4 paramétres inconnus : 0 = (Kcp, Kpo, Kgr,, V) J
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e profil de I'entrée u(t) est impose :

v u(t) (in mg/min)

/5

¢t (In min)

1.45

-
! ol

1
— expérience simulée avec des valeurs de parametres

B f = (0.066min~"', 0.038min~", 0.0242min"", 301) N
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Variables expér. = instants de mesure ¢;, 1 < t; < 720 min T

N
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N

Variables expér. = instants de mesure ¢;, 1 < t; < 720 min T
e Protocole «conventionnel» :

t = (5,10, 30, 60, 120, 180, 360, 720) (en min)
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N

Variables expér. = instants de mesure ¢;, 1 < t; < 720 min T
e Protocole «conventionnel» :

t = (5,10, 30, 60, 120, 180, 360, 720) (en min)
e Protocole «optimal» (pour 6) :
t = (1,1,10,10, 74, 74,720, 720) (en min)

(suppose possible d’obtenir des observations
indépendantes a un méme instant)

o -
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N

Variables expér. = instants de mesure ¢;, 1 < t; < 720 min T
e Protocole «conventionnel» :

t = (5,10, 30, 60, 120, 180, 360, 720) (en min)
e Protocole «optimal» (pour 6) :
t = (1,1,10,10, 74, 74,720, 720) (en min)

(suppose possible d’'obtenir des observations
indépendantes a un méme instant)

— 400 simulations

— 400 fois 8 observations, pour chague protocole

— 400 parametres estimés (MC) pour chaque protocole. ..

histogrammes des 6;
L(approximation des marginales [Pazman & Pronzato 1996])J
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fI\/Iarginales et histogrammes pour les 2 protocoles (optimal T
—, conventionnel - - -)
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fI\/I

—, conventionnel - - -)

arginales et histogrammes pour les 2 protocoles (optimal
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fI\/Iarginales et histogrammes pour les 2 protocoles (optimal
—, conventionnel - - -)

Kgr [Kgp = 0.0242] V [V = 30]
L protocole «optimal» — estimation plus précise J

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.12 /4



CENTRE NATIONAL
DE LA RECHERCHE

f """""""""""" Exemple 3 : discrimination' T

[Box & Hill, 1967]: discrimination entre structures de
modeles

o -
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modeles
Réaction chimique A — B
2 facteurs : u = (temps ¢, tempeérature T')

CENTRE NATIONAL
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o Exemple 3 : discrimination' T

Box & Hill, 1967]: discrimination entre structures de

réaction du 1er, 2éme, 3éme ou 4eme ordre ?

-
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f """""""""""" Exemple 3 : discrimination' T

Box & Hill, 1967]: discrimination entre structures de
modeles

Réaction chimique A — B

2 facteurs : u = (temps ¢, tempeérature T')

réaction du 1er, 2eéme, 3éme ou 4eme ordre ?

— 4 structures de modeles sont candidates :

W (01,0) = exp[—011texp(—612/T)],

1
(2)(p _
702, 0) 1+ 01t exp(—bao/T)
1
3)(p _
7 0, ) 1+ 2031t exp(—b39/T)]1/2"
1
) (0 — .
- R TR S P MR OO -
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fExpérience simulée T
Observations: 2éme structure, y(u;) = 7% (02, u;) + ¢,

avec 0 = (400, 5000) " la vraie valeur (inconnue) des
paramétres du modeéle 2, (¢;) i.i.d. N(0,0?), o = 0.05

Domaine expérimental admissible : 0 <t < 150,
450 < 1" < 600

o -
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T o T
Expérience simulée T
. ) . 2 -
Observations: 2éme structure, y(u;) = 72 (0, u;) + ¢,
avec 0 = (400, 5000) " la vraie valeur (inconnue) des
paramétres du modeéle 2, (¢;) i.i.d. N(0,0?), o = 0.05

Domaine expérimental admissible : 0 <t < 150,
450 < 1" < 600

Plan sequentiel : apres observation de y(u;), 7 =1,...,k,
e estimer 9% (MC) pour i = 1,2,3, 4

e calculer la probabilité a posteriori m;(k) que le modele i
soit correct pouri =1,2,3.4

Initialisation : 7;(0) =1/4,i=1,...,4etuy,...,uy donnes

o -
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fUne méthode séquentielle simple pour choisir entre deux T
structures nW (61, u) et ) (6, u) [Atkinson & Fedorov 1975]

® Aprés I'observation de y(uy), ..., y(uy) estimer 6% et 6%
pour les deux modeles

# placer le nouveau point u; la ou
[77(1)(9’1“, u) — n(2>(§’5, u)]? est maximum
® k— k+1,répéter

o -
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fUne méthode séquentielle simple pour choisir entre deux T
structures nW (61, u) et ) (6, u) [Atkinson & Fedorov 1975]

® Aprés I'observation de y(uy), ..., y(uy) estimer 6% et 6%
pour les deux modeles

# placer le nouveau point u;; la ou
W0k u) — n (A5, u)]? est maximum

® k— k+1,répéeter

Si plus de 2 modeles : estimer éf pour tous, placer le

prochain point en utilisant les deux modeles reproduisant le
mieux les données (voir [Atkinson & Cox 1974; Hill 1978]
pour une synthese)

o -
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f """""""""""" 4) Planification et optimisation' T

Observations y(i) = n(6,u;) + ¢;, erreurs (¢); i.i.d. N'(0, o?)
Objectif : maximiser IE{y} = n(0,u)

déterminer u* = u*(f) = arg maxn(6, u)

o -
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f """""""""""" 4) Planification et optimisation' T

Observations y(i) = n(6,u;) + ¢;, erreurs (¢); i.i.d. N'(0, o?)
Objectif : maximiser IE{y} = n(0,u)

déterminer u* = u*(f) = arg maxn(6, u)

— estimer 0 = d[y], puis utiliser u*(6)
Quel critére pour choisir I'expérience ?

o -
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f """""""""""" 4) Planification et optimisation' T

Observations y(i) = n(6,u;) + ¢;, erreurs (¢); i.i.d. N'(0, o?)
Objectif : maximiser IE{y} = n(0,u)

déterminer u* = u*(f) = arg maxn(6, u)

— estimer 0 = d[y], puis utiliser u*(0)
Quel critére pour choisir I'expérience ?
e a) precision sur 4 ?

o -
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f """""""""""" 4) Planification et optimisation' T

Observations y(i) = n(6,u;) + ¢;, erreurs (¢); i.i.d. N'(0, o?)
Objectif : maximiser IE{y} = n(0,u)

déterminer u* = u*(f) = arg maxn(6, u)

— estimer 0 = d[y], puis utiliser u*(6)
Quel critére pour choisir I'expérience ?
e a) précision sur 6 ?

e OU b) précision sur u*(f) ?

o -
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f """""""""""" 4) Planification et optimisation' T

Observations y(i) = n(6,u;) + ¢;, erreurs (¢); i.i.d. N'(0, o?)
Objectif : maximiser IE{y} = n(0,u)

déterminer u* = u*(f) = arg maxn(6, u)

— estimer 0 = d[y], puis utiliser u*(6)
Quel critére pour choisir I'expérience ?
e a) précision sur 6 ?
e OU b) précision sur u*(f) ?
e ou ¢) colt C(4]0)
par ex., C(0]0) = n[d, u*(0)] — 0|0, u*(0)] > 0
— minimiser le risque bayésien R = IE{C(A]y]|0)}
~ (espérance sury et 6 ~ loi a priorir(-) ) o
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f- a,b,c = planification «standard» : en 2 étapes T
1) choisir des u; pour I'estimation

2) estimer 0 et construire u*(f)

Mais chaque 7n(0, u;) est loin de 'optimum u* !
(choisis pour estimer, pas pour optimiser)

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.18/4-



fo a,b,c = planification «standard» : en 2 étapes T
1) choisir des u; pour I'estimation

2) estimer 0 et construire u*(f)

Mais chaque 7(0, u;) est loin de 'optimum u* !
(choisis pour estimer, pas pour optimiser)

e On veut parfois les deux a la fois : 7(0,u;) aussi grand que
possible pour tous lesi
— choisir u; proche de u*(0) ...qui est inconnu !

— plan séquentiel

o -
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fo a,b,c = planification «standard» : en 2 étapes T
1) choisir des u; pour I'estimation

2) estimer 0 et construire u*(f)

Mais chaque 7(0, u;) est loin de 'optimum u* !
(choisis pour estimer, pas pour optimiser)

e On veut parfois les deux a la fois : 7(0,u;) aussi grand que
possible pour tous lesi
— choisir u; proche de u*(0) ...qui est inconnu !

— plan séquentiel

. — u; — observer y(i) — estimer 6" = A(y!) — u; — - -

retour d’information«< probleme de contrble (systeme

Ldynamique) J
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fChaque u; a deux objectifs : T
1) aider a estimer 0
2) essayer de maximiser n(0,u) (doit étre pres de

— on parle de commande duale

o -
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fChaque u; a deux objectifs : T
1) aider a estimer 0
2) essayer de maximiser n(0,u) (doit étre prés de

u”(6))

— on parle de commande duale

On peut s’intéresser aux propriétés théoriques
asymptotiques (nb. de pas N — o0)

o -
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fChaque u; a deux objectifs : T
1) aider a estimer 0
2) essayer de maximiser n(0,u) (doit étre prés de

u”(6))

— on parle de commande duale

On peut s’intéresser aux propriétés théoriques
asymptotiques (nb. de pas N — o0)

ou rechercher une stratégie performante pour N fini
les deux sont DIFFICILES !

o -
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Optimisation «sans modele» (on se rapproche du
non-parameétrique. . .)
[Kiefer & Wolfowitz 1952]

on observe y(u;) = f(ug) + &,

stratégie ugi1]i = [ugli + Z—: y(ug + cplel;) —y(up)],i=1,...,d

avec v, ¢, > 0, décroisssants, » |, v = 00, >, VkCr < 00,
2 /.2
D ke < 00

o -
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Optimisation «sans modele» (on se rapproche du
non-parameétrique. . .)
[Kiefer & Wolfowitz 1952]

on observe y(ug) = f(ug) + ek,

Stratégie [ukﬂ]i — [uk]z + Z—: [y(uk + ck[e]i) — y(uk)], v=1,...,d

avec v, ¢, > 0, décroisssants, » |, v = 00, >, VkCr < 00,

2/.2
D ke < 00
Converge vers un maximum local, mais lentement
(il faut beaucoup d’'observations ;.. .)

o -
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Optimisation «sans modele» (on se rapproche du
non-parameétrique. . .)
[Kiefer & Wolfowitz 1952]

on observe y(ug) = f(ug) + ek,

Stratégie [ukﬂ]i — [uk]z + Z—: [y(uk + ck[e]i) — y(uk)], v=1,...,d

avec v, ¢, > 0, décroisssants, » |, v = 00, >, VkCr < 00,
Py ")/]%/Ci < o0
Converge vers un maximum local, mais lentement
(il faut beaucoup d’'observations ;.. .)
Pourquoi plan d’experiences ? A chaque pas, plan avec
d + 1 points:
Ui, = ug etuk+ck[e]i,i: L,...,d

o -
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~ estimation du gradient V,, f par différences finies
~ approximation linéaire (en u) de f

o -
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~ estimation du gradient V,, f par différences finies
~ approximation linéaire (en u) de f

Méthode de la surface de réponse : [Box & Wilson 1951]
utilise des modeles linéaires et/ou quadratiques en u

o -
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~ estimation du gradient V,, f par différences finies
~ approximation linéaire (en u) de f

Méthode de la surface de réponse : [Box & Wilson 1951]
utilise des modeles linéaires et/ou quadratiques en u

Remarques TRES IMPORTANTES en paramérique :

e Pour un modéle paramétrigue donné, un plan optimal
conduit a répéter des observations toujours aux mémes
points (conséquence du Th. de Caratheodory)

o -
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~ estimation du gradient V,, f par différences finies
~ approximation linéaire (en u) de f

Méthode de la surface de réponse : [Box & Wilson 1951]
utilise des modeles linéaires et/ou quadratiques en u

Remarques TRES IMPORTANTES en paramérique :

e Pour un modéle paramétrigue donné, un plan optimal
conduit a répéter des observations toujours aux mémes
points (conséquence du Th. de Caratheodory)

e Ce sont les points qui apportent le plus d'information sur
le modele (sur ses parametres)

o -
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~ estimation du gradient V,, f par différences finies
~ approximation linéaire (en u) de f

Méthode de la surface de réponse : [Box & Wilson 1951]
utilise des modeles linéaires et/ou quadratiques en u

Remarques TRES IMPORTANTES en paramérique :

e Pour un modéle paramétrigue donné, un plan optimal
conduit a répéter des observations toujours aux mémes

points (conséquence du Th. de Caratheodory)

e Ce sont les points qui apportent le plus d'information sur

le modele (sur ses parametres)

e Ce sont les points ou notre prediction du comportement

du modele est la plus incertaine (conséquence du Th.
d'équivalence de Kiefer-Wolfowitz [1960]) -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.21 /4



Relie I'optimalité dans I'espace des parametres 0 a T
'optimalité dans I'espace des réponses y

Nvar[0V] — M'(¢,0)

Nvar[n(0N,u)] — 8%(99%“) M (£, 0) 877(%99@

quand N — oc {

o -
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elie 'optimalité dans I'espace des parametres ¢ a
'optimalité dans I'espace des réponses y

N =l 7
quand N — oo Nvar|6"] M. (&,0)

007"

Doptimalité & G-optimality
¢p minimise det M. (¢, ) et minimise le maximum de la
variance de la prédiction sur le domaine expérimental U/

A AN

n(0,u), n(0, u)£ 20

Nvarlp(6Y,u)] — ZHME! (€, 6) 2

-

112 114 1.‘6 118 2
CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.22 /4
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-
5) Modeles non-paramétriques'

Plan d’expériences : apprentissage actif

A partir de données «d’apprentissage»

D = {[u1,y(w1)], ..., [un,y(uy)]} on souhaite prédire

y(u) pour un nouveau u par un modele non-parametrique
(beaucoup de parametres, mais sans intérét) :

réseau de neurones, machine a vecteurs de support
(SVM), estimateur de Nadaraya-Watson, splines, krigeage
(Kriging) (= processus gaussien), etc.

o -
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-
5) Modeles non-paramétriques'

Plan d’expériences : apprentissage actif

A partir de données «d’apprentissage»

D = {[u1,y(w1)], ..., [un,y(uy)]} on souhaite prédire

y(u) pour un nouveau u par un modele non-parametrique
(beaucoup de parametres, mais sans intérét) :

réseau de neurones, machine a vecteurs de support
(SVM), estimateur de Nadaraya-Watson, splines, krigeage
(Kriging) (= processus gaussien), etc.

yp(u) est la prédiction en u
v = [y(u1),...,y(un)]" est le vecteurs des observations

Ldisponibles J
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1) Réseau de neurones, une couche cachée (RBF)

yp(u) = Z]kvzl arp K (u — uy), par ex. K(z) = h\}% exp (—22—;2)
— les nceuds coincident avec les facteurs wuy,

Soit a = (al, e ,CLN)T

a minimise v S0, [y(ug) — §p(uz)2 + 2’ Ga

— (G + I/’y)é — y avecC Gi’j — K(uz — Uj)

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.24/4-
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=

1) Réseau de neurones, une couche cachée (RBF)

2

yp(u) = Z]kvzl arp K (u — uy), par ex. K(z) = h\}% exp (_2Z_h2)
— les nceuds coincident avec les facteurs wuy,

Soit a = (al, e ,CLN)T

a minimise v S0, [y(ug) — §p(uz)2 + 2’ Ga

— (G + I/’y)é — y avecC G@"j — K(uz — Uj)

Version paramétrique : M nceeuds N; fixés, i =1,... ., M
repartis dans U
e prédire par jp(u) = S ai K (u— N;)
: . . N .
e estimer a par MC : a = argming, > [y(ur) — 9p (ug)]?
(modele linéaire comme dans I'exemple 1)

o -
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2) Nadaraya [1964] & Watson [1964]: lissage local

N
yp(u) = G(lu) D K (u—ui)y(us)
i=1

avec G(u) = SN, K(u—u;) et K(-) un noyau symétrique
unimodal (par ex. la densité de la loi normale)

o -
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3) SVM (voir par ex. [Suykens et al., 2002] T
prédiction jp(u) = ¢' (v)6, dim(9) = p trés grande
(eventuellement co — modele linéaire de dim. infinie)

o -
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IN

3) SVM (voir par ex. [Suykens et al., 2002] T
prédiction jp(u) = ¢' (v)6, dim(9) = p trés grande
(eventuellement co — modele linéaire de dim. infinie)

Classique : modele non-paramétrigue = beaucoup de
parametres !

o -
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3) SVM (voir par ex. [Suykens et al., 2002] T
prédiction jp(u) = ¢' (v)6, dim(9) = p trés grande
(eventuellement co — modele linéaire de dim. infinie)

Classique : modele non-paramétrigue = beaucoup de
parametres !

Pour fy(u) =>_.2, 0:¢:(u) on définit
(fo(+), for(+)) = produit scalaire entre fy(-) et fo (+)
= ZSL 97;92
— RKHS (Reproducing Kernel Hilbert Space), avec des
n?yaux K(x,z) =321 ¢i(2)i(2)
e

)
(7Z)> — K(LE,Z) J

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.26/4-
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Choisir 6 qui minimise fyzj,f:l Liyg — 0" o(ug)] + 30]1° T
0 satisfait — Z],le VL ye — 0" d(ug)]ds(ug) +0; = 0, pour tout ¢

— éz = Z]kvzl akgbi(uk), pour tout ¢

o -
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thoisir f qui minimise ~ Z]kvzl Liyg — 0" o(ug)] + 30]1° T
0 satisfait — Z],le VL ye — 0" d(ug)]ds(ug) +0; = 0, pour tout ¢

— éz = Z]kvzl akgbi(uk), pour tout ¢
Prédiction en u : (Th. de représentation)

gp(u) = 0T o(u) = S0 Oidi(w) = Sy ar Y dilup)di(w)
1=1

\ J

=K (ug,u)
avec les a;, qui satisfont

N
ap =L [?Jk — D im1 @i K (u, Uk)}

o -
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N

Choisir 6 qui minimise fyzj,f:l Liyg — 0" o(ug)] + 30]1° T
0 satisfait — Z],le VL ye — 0" d(ug)]ds(ug) +0; = 0, pour tout ¢

— éz = Z]kvzl akgbi(uk), pour tout ¢
Prédiction en u : (Th. de représentation)

gp(u) = 0T o(u) = S0 Oidi(w) = Sy ar Y dilup)di(w)
1=1

\ J

=K (ug,u)
avec les a;, qui satisfont
ar, = L' [yk — SN GK (w, Uk)}
Soit a = (al, e ,CLN)T
@fférentes fonctions de colt L — différentes méthodes pour J
choisir a

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.27 /4
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e LS-SVM [Suykens et al., 2002]: L(u) = u*/2 et a satisfait
Q+1/vla=y,avec Q;; = K(u;, u;)

o -
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e LS-SVM [Suykens et al., 2002]: L(u) = u*/2 et a satisfait
Q+1/vla=y,avec Q;; = K(u;, u;)

e Colt SVM classique : L(x) = ¢ + max{|x| — ¢,0} (non
différentiable)

A

a obtenu par résolution d'un
probleme convexe

—e 0 +€
= de nombreux a; valent zéro dans

yp(u) = Zk 1 aRdS (g, u)
Lceux # 0 — les «vecteurs de support» uy, J

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.28 /4



fOn peut travailler directement avec K (u, z)
Condition sur K ?

o -
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fOn peut travailler directement avec K (u, z) T
Condition sur K ?

Mercer : [ K(u,z)g(u)g(z) dudz > 0 pour tout g(-) dans Ly
(pour définir un produit salaire)

— considerer K (u, z) comme la covariance d’'un processus
dans I'espace des u

o -
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fOn peut travailler directement avec K (u, z) T
Condition sur K ?

Mercer : [ K(u,z)g(u)g(z) dudz > 0 pour tout g(-) dans Ly
(pour définir un produit salaire)

— considerer K (u, z) comme la covariance d’'un processus
dans I'espace des u

e Espace hilbertien engendré par une fonction de
covariance
e Processus aléatoire a trajectoires dans un RKHS

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.29/4-



niversité

1999])
Modele

y(ug) = 0o + Plug,w) + e(ug)

4) Processus gaussien & krigeage (voir par ex. [Stein

avec

-
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niversité

f4) Processus gaussien & krigeage (voir par ex. [Stein

1999])
Modele

y(ug) = 0o + Plug,w) + e(ug)

avec

e P(u,w) Un processus stationnaire du second-ordre,
de covariance IE{P(u,w)P(z,w)} = K(u,z) = 05C(u — 2)

-
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niversité

f4) Processus gaussien & krigeage (voir par ex. [Stein

1999])
Modele

y(ug) = 0o + Plug,w) + e(ug)

avec

CENTRE NATIONAL
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e P(u,w) Un processus stationnaire du second-ordre,
de covariance IE{P(u,w)P(z,w)} = K(u,z) = 05C(u — 2)

e (¢},) des erreurs i.i.d., de moyenne nulle et de variance o

-
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s o L
f4) Processus gaussien & krigeage (voir par ex. [Stein T
1999])
Modele | y(uy) = 0y + P(uy, w) + e(uy) |avec

e P(u,w) Un processus stationnaire du second-ordre,
de covariance IE{P(u,w)P(z,w)} = K(u,z) = 05C(u — 2)

e (¢},) des erreurs i.i.d., de moyenne nulle et de variance o

On définit la matrice Cp (N x N) par [Cpl;; = C(u; — u;)

o -
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fKrigeage . meilleur prédicteur linéaire sans biais en wu: T
gp(u) = v ' (u)y )
v(u) minimise E{(v'y — [0y + P(u,w)])*} sous la contrainte

Ef{v Ty} =003 i, vi =B{y(u)} =6 = i v =1
Solution explicite !

o -
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fKrigeage . meilleur prédicteur linéaire sans biais en wu: T
gp(u) = v ' (u)y )
v(u) minimise E{(v'y — [0y + P(u,w)])*} sous la contrainte
Ef{v Ty} =003 i, vi =B{y(u)} =6 = i v =1
Solution explicite !

Posons C, = 0?Iy +0%Cp,1=( 1,...,1 )"
N——

N termes
c(u) = J%[C(u —uy),...,Cu — uN)]T
Dy = iTgﬁii (estimateur des MC pondérés de 6;)

alors, | jp(u) =v'(w)y =0°+c'(u)C,  (y — 0°1)

(=004 K (u ) ) o

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.31/4-
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De plus, erreur quadratigue moyenne (EQM) de la T
prédiction gp(u) en u :
— - _1 -
C, 1 c(u
()= o~ [erw) 1]| T2 o |

et, si > = 0 (pas d’erreur de mesure &)

gp(u;) = y(u;) et pA(u;) = 0 pour tout i

= yp(u) est un interpolateur parfait !

-

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.32 /4
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N

De plus, erreur quadratigue moyenne (EQM) de la T
prédiction gp(u) en u :

— - _1 - -
C, 1 c(u)

1" 0 1

et, si > = 0 (pas d’erreur de mesure &)
Jp(ui) = y(u;) et p5(u;) = 0 pour tout i

= yp(u) est un interpolateur parfait !

Erreurs de modele = processus aléatoire
— inférence statistique méme pour un systeme
purement déterministe
aussi quand expérience = simulation (ex. éléments finis)

L— computer experiments — [Sacks et al., 1989] J

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.32 /4



processus y(u)
prédiction yp(u)
et jp(u) % 20p(u)

o -
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processus y(u
P A prédiction gp(u)
N x5/ 7/ 1 etip(u)£2op(u)

__,2 ‘ '...\/..: ‘ % 4

0 5

Si le processus P(u,w) et les erreurs ¢, appartiennent a
une famille paramétrée — estimer les parametres

Par ex., processus gaussien avec C'(z) = C(j3, z) + erreurs
normales ¢;.

| — estimer 3, 0% et o2 par Maximum de Vraisemblance B

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.33/4-
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xtensions :
1) Remplacer la moyenne constante 6, par un modele

linéaire r ' (u)d
e meilleur prédicteur linéaire sans biais — krigeage

universel

e processus géeneralisé, covariances géneralisées, fonction
aléatoires intrinseques (permet d’étendre la classe des
fonctions de covariance que I'on peut utiliser, eéquivalence
avec les splines [Vasquez, 2005])

o -
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fExtensions :
1) Remplacer la moyenne constante 6, par un modele
linéaire r ' (u)d
e meilleur prédicteur linéaire sans biais — krigeage
universel
e processus géeneralisé, covariances géneralisées, fonction
aléatoires intrinseques (permet d’étendre la classe des
fonctions de covariance que I'on peut utiliser, eéquivalence
avec les splines [Vasquez, 2005])

2) Mettre une loi a priori sur 6 (krigeage bayesien)

o -
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fExtensions :
1) Remplacer la moyenne constante 6, par un modele
linéaire r ' (u)d
e meilleur prédicteur linéaire sans biais — krigeage
universel
e processus géeneralisé, covariances géneralisées, fonction
aléatoires intrinseques (permet d’étendre la classe des
fonctions de covariance que I'on peut utiliser, eéquivalence
avec les splines [Vasquez, 2005])

2) Mettre une loi a priori sur 6 (krigeage bayesien)

3) Predire la dérivée de y(u) (ou predire y(u) a partir
d'observations de la dérivée aux points ;) [Vasquez, 2005]

o -
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=
6) Planification en non paramétrique'

ou placer les uy, ?

o -
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6) Planification en non paramétrique'

ou placer les uy, ?

A) APPROCHE SANS MODELE : remplir 'espace
e u € Y = espace admissible,

e SCUlessiteschoisisug, k=1,...,N

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.35/4-



’ . . CENTRE NATIONAL
U lllllll site DE LA RECHERCHE
ni(7 SSSSSSSSSSSSSSSS SCIENTIFIQUE

=
6) Planification en non paramétrique'

ou placer les uy, ?
A) APPROCHE SANS MODELE : remplir 'espace
e u € Y = espace admissible,
e SCUlessiteschoisisug, k=1,...,N
[Johnson et al., 1990]:
e distance maximin :
maxg miny, 2, es2 d(u, u')
= étaler les u;, autant que possible sur i/
(— points sur les bords de U)

o -
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=
6) Planification en non paramétrique'

ou placer les uy, ?
A) APPROCHE SANS MODELE : remplir 'espace
e u € Y = espace admissible,
e SCUlessiteschoisisug, k=1,...,N
[Johnson et al., 1990]:
e distance maximin :
maxg miny, 2, es2 d(u, u')
= étaler les u;, autant que possible sur i/
(— points sur les bords de U)

e distance minimax : pour I/ un ensemble fini

ming max,czy mglg d(z,u)
Uu
N’
=d(z,S)

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.35/4-
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fPour assurer de bonnes proprietés de projection (pour T
chaque coordonnée de u) : travailler dans la classe des
Hypercubes Latins [Morris & Mitchell 1995]

U =10,1 les [u;l;, k =1,..., N, prennent les valeurs
0,1/ (N—-1),2/(N—-1),...,1,pourchaquei:=1,...,d

1 T T T T T T
L)

09r
0.8
0.7
0.6

[}
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
) 4
[ ]
[ ]
[ ]

0 hd ! ! ! ! ! ! ! ! !

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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B) APPROCHE AVEC MODELE :

Il faut une caractérisation de l'incertitude sur yp(u)

o -
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B) APPROCHE AVEC MODELE :

Il faut une caractérisation de l'incertitude sur yp(u)

Soit pp(u) = EQM (u) = E{[jp(u) — y(u)]*} — 07
(IE porte sury et y(u))

Une question générale en non paramétrique :

Comment décroit FQM (u) quand N augmente ?

o -
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B) APPROCHE AVEC MODELE : T

Il faut une caractérisation de 1'incertitude sur yp(u)

Soit pp(u) = EQM (u) = E{[jp(u) — y(u)]*} — 07
(IE porte sury et y(u))

Une question générale en non paramétrique :
Comment décroit FQM (u) quand N augmente ?

...pas evident | l'effet est local : on observe en u,
= pp(z) décroit pour z pres de u
(krigeage sans erreur de mesure : pp(u) devient 0)

mais peu de changement loin de w. ..

o -
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Hypotheése classique :
D forme une suite de paires i.i.d. [ug, y(ux)], VOIr par ex.

[Cucker & Smale 2001; Bartlett 2003] — pas de
planification

o -
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Hypotheése classique :

D forme une suite de paires i.i.d. [ug, y(ux)], VOIr par ex.
[Cucker & Smale 2001; Bartlett 2003] — pas de
planification

Planification difficile, peu de résultats precis. ..
[Cheng et al., 1998] : répartir les u; € IR avec une densité

de probabilité proportionnelle a |y (u)|*/*
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Hypotheése classique :

D forme une suite de paires i.i.d. [ug, y(ux)], VOIr par ex.
[Cucker & Smale 2001; Bartlett 2003] — pas de
planification

Planification difficile, peu de résultats precis. ..
[Cheng et al., 1998] : répartir les u; € IR avec une densité

de probabilité proportionnelle a |y (u)|*/*

... Pour le krigeage, on peut utiliser EQM (u) = p4(u)

o -
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e S minimise ' EQM maximale = max,cy p5(u)
(lié a la distance minimax, [Johnson et al., 1990])
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e S minimise ' EQM maximale = max,cy p5(u)
(lié a la distance minimax, [Johnson et al., 1990])
ou
e S minimise 'EQM moyenne = [,, p7,(u) (du)

(w une mesure de probabilité pour w)
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e S minimise ' EQM maximale = max,cy p5(u)
(lié a la distance minimax, [Johnson et al., 1990])
ou
e S minimise 'EQM moyenne = [,, p7,(u) (du)

(w une mesure de probabilité pour w)

ou
e Maximum Entropy Sampling : [Shewry & Wynn 1987,

Wynn 2004]

Soitenty = — [log p(Y)p(Y)dY

Y4 =y(u) pouru € A (etdonc Ys = y = vecteur des
observations)

o -
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e S minimise ' EQM maximale = max,cy p5(u)
(lié a la distance minimax, [Johnson et al., 1990])
ou
e S minimise 'EQM moyenne = [,, p7,(u) (du)
(w une mesure de probabilité pour w)
ou
e Maximum Entropy Sampling : [Shewry & Wynn 1987,
Wynn 2004]
Soitenty = — [log p(Y)p(Y)dY
Y4 =y(u) pouru € A (etdonc Ys = y = vecteur des
observations)

Une approche bayesienne minimiserait 'espérance de
I'entropie a posteriori

 TE{ent(Yjs|Vs)} ... ce qui est difficile .
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’ . . CENTRE NATIONAL
U lllllll site DE LA RECHERCHE
nl(7 SSSSSSSSSSSSSSSS SCIENTIFIQUE

fOn décompose l'entropie en T
ent(Yy) = ent(Ys) + IE{ent(Y; s|Ys)}, puisque ent(Y;,) est
fixée, choisir S qui maximise ent(Ys)
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fOn décompose l'entropie en T
ent(Yy) = ent(Ys) + IE{ent(Y; s|Ys)}, puisque ent(Y;,) est
fixée, choisir S qui maximise ent(Ys)

Pour le krigeage avec processus gaussien et sans erreurs
de mesure («computer experiments»)
= | maximiser det(Cp), avec |Cp|; ; = C(u; — u;)

(lié a la distance maximin, [Johnson et al., 1990])

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.40/4-



. . CENTRE NATIONAL
lllllll site DE LA RECHERCHE
ni(7 SSSSSSSSSSSSSSSS SCIENTIFIQUE

fOn décompose l'entropie en T
ent(Yy) = ent(Ys) + IE{ent(Y; s|Ys)}, puisque ent(Y;,) est
fixée, choisir S qui maximise ent(Ys)

Pour le krigeage avec processus gaussien et sans erreurs

de mesure («computer experiments»)

= | maximiser det(Cp), avec |Cp|; ; = C(u; — u;)
(lié a la distance maximin, [Johnson et al., 1990])

e Application du krigeage a l'optimisation globale dans la
partie VII

o -
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|7Remarque : différence avec modele paramétrique T

y(ug) = n(0, uy) + e
n(0,u) est fixé (pas modifié quand d’autres u; sont utilisés)

Méme probléme : choisir des facteurs U;¥ = (u1,...,uy)
assurant une «bonne prédiction» ¢p(v) quand u € U C R?

o -
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|7Remarque : différence avec modele paramétrique T

y(ug) = n(0, uy) + e
n(0,u) est fixé (pas modifié quand d’autres u; sont utilisés)

Méme probléme : choisir des facteurs U;¥ = (u1,...,uy)
assurant une «bonne prédiction» ¢p(v) quand u € U C R?

EQM (u) = E{[jp(u) — y(u)]*} — o
(espérance sur y(u) et D pour U fixé)
La variance domine le carré du biais, et
EQM (u) ~ B{[§p(u) — B{jp(u)}]*}
V(ulU)
Ici §p(u) = (0N, w) avec OV estimé & partir de D, et
V(u|UN) est relié & Var(#"V), décroit en 1/N, pour tout !
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fRemarque : différence avec modele paramétrique T

y(ug) = n(0, uy) + e
n(0,u) est fixé (pas modifié quand d’autres u; sont utilisés)

Méme probléme : choisir des facteurs U;¥ = (u1,...,uy)
assurant une «bonne prédiction» ¢p(v) quand u € U C R?

EQM (u) = E{[jp(u) — y(u)]*} — o
(espérance sur y(u) et D pour U fixé)
La variance domine le carré du biais, et
EQM (u) ~ B{[gp(u) — E{gp(u)}]*}
V(ulU)
Ici §p(u) = (0N, w) avec OV estimé & partir de D, et
V(u|UN) est relié & Var(#"V), décroit en 1/N, pour tout !

L_ modgle paramétrique = 6V a un effet global sur jp(u) J
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7) Optimisation globale et krigeage'

On veut maximiser y(u), on observe (sans erreur) en des u;
que I'on choisit
Comment les choisir au mieux ?

Krigeage — EQM de la prédiction en u = p2 (u)

o -
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7) Optimisation globale et krigeage'

On veut maximiser y(u), on observe (sans erreur) en des u;
que I'on choisit
Comment les choisir au mieux ?

Krigeage — EQM de la prédiction en u = p2 (u)
Approche bayesienne, apres observation de
D, = {[ul, y(ul)], Ce [uk, y(uk)]}, y(u) est distribué avec la

densité ¢(y| Dy, u) de la loi normale N (4p, (u), p, (u))
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7) Optimisation globale et krigeage'

On veut maximiser y(u), on observe (sans erreur) en des u;
que I'on choisit
Comment les choisir au mieux ?

Krigeage — EQM de la prédiction en u = p2 (u)
Approche bayesienne, apres observation de
D, = {[ul, y(ul)], Ce [uk, y(uk)]}, y(u) est distribué avec la

densité ¢(y| Dy, u) de la loi normale N (4p, (u), p, (u))

Stratégie optimale (algorithme) — probleme de
Programmation Dynamique Stochastique. ..
...que I'on ne sait pas résoudre !

o -

CEA Cadarache, 13 décembre 2005 — p.42 /4



Mockus et al. 1978, Mockus 1989, Schonlau et al. 1998,
Jones et al. 1998] — approximation a un pas, «expected
iImprovement»

up41 Maximizes El(u fmax y — "o (y| Dy, u)dy
avec y;"** la valeur maX|maIe des y(u;) observes
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up41 Maximizes El(u fmax y — "o (y| Dy, u)dy
avec y;"** la valeur maX|maIe des y(u;) observes

e Converge vers I'optimum global de y(u) (on va finir par
observer partout)
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Mockus et al. 1978, Mockus 1989, Schonlau et al. 1998,
Jones et al. 1998] — approximation a un pas, «expected
iImprovement»

up41 Maximizes EI(u fmax y — "o (y| Dy, u)dy
avec y;"** la valeur maX|maIe des y(u;) observes

e Converge vers I'optimum global de y(u) (on va finir par
observer partout)

e || faut résoudre un probleme d’optimisation globale a
chaque itération (mais sans calculer y en de nouveaux
points)
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Mockus et al. 1978, Mockus 1989, Schonlau et al. 1998,
Jones et al. 1998] — approximation a un pas, «expected
iImprovement»

up1 Maximizes El(u) = fyirgax iy — y"e(y| Dy, w)dy

avec y'** la valeur maximale des y(u;) observés

e Converge vers I'optimum global de y(u) (on va finir par
observer partout)

e || faut résoudre un probleme d’optimisation globale a
chaque itération (mais sans calculer y en de nouveaux
points)

e Les points «intéressants» sont loin de ceux de¢ja utiliseés
— Initialiser la recherche au centre des simplexes d’'une
Ltriangulation de Delaunay [Bates & Pronzato 2001] J
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Possibilité d’utiliser une information sur les dérivées [Leary
et al., 2004]

o -
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