
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

◆❛❜✐❧ ❘❛❝❤❞✐✱ ❞♦❝t♦r❛♥t ❈■❋❘❊ ❊❆❉❙✳

✷ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✾



❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

▼❛ t❤ès❡ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✧ ❛ ❞é❜✉té ❡♥ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽

s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❋♦rt ✭❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱✮✱ ❞❡ ❚❤✐❡rr② ❑❧❡✐♥ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❚♦✉✲

❧♦✉s❡ ■■■✮ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r ❋❛❜✐❡♥ ▼❛♥❣❡❛♥t ❡t ❘é❣✐s ▲❡❜r✉♥ ✭❊❆❉❙ ■❲ ❙✉r❡s♥❡s✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞✬✉♥ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ♠♦❞è❧❡ s❡♥sé r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐

♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❡st très r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❆✈❛♥t✲Pr♦❥❡ts ❝❤❡③ ❆✐r❜✉s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥s✳

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦✲

❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t

s♦rt✐❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡❧❡s✱ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✐é❡s✱ ❝♦ût❡✉s❡s à ♦❜t❡♥✐r✳

❖♥ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✮ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞♦♥♥é✳

❘és✉♠é✳

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡✱ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲

t♦✐r❡ Y ∈ R ❞❡ ❞❡♥s✐té f ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱

Y1, ..., Yn✱ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s✲

♣♦♥✐❜❧❡ s✉r Y ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ q✉❛♥t✐tés

❞✬✐♥térêt s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs

♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h(i) :
R

di × R
ki → R t❡❧❧❡s q✉❡ Y ≃ h(i)(Xi, θi) ♦ù Xi = (Xi1, ..., Xidi

)T ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡

❞❡ ❧♦✐ PXi
❡t θi = (θi1, ..., θiki

)T ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛ s✉♣♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥

❝♦♠♣❛❝t Θi ⊂ R
ki . ▲❡ ✈❡❝t❡✉r Xi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ h(i)✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ fθi
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ h(i)(Xi, θi) ✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ N ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s X
1
i , ...,X

N
i ♦ù X

m
i , m = 1, ..., N, s❡✲

r♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ PXi
✭♦♥ ♣r❡♥❞r❛ N ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t n ❝❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s

❝♦ût❡✉s❡ q✉❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✧✐✧ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ h(X, θ) := hθ(X),
♣✉✐s fθ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ hθ(X)✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❉♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ✿ ❛✈❛♥t ♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❛♣rès ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭à ❞r♦✐t❡✮

✶



❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ N ♣♦✐♥ts hθ(X
1), ..., hθ(X

N ) ✭❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s s♦✉s θ✮✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ∈ Θ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ hθ s♦✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

X ❛✐t ✉♥ ✧❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✧ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Y ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ Y

❡t ❞❡ hθ(X)✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡t ❥✉st✐✜❡r♦♥s ❧❡ ♥ôtr❡✳

❖♥ ❡s♣èr❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ✜❞è❧❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ❞✐✣✲

❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥✐ f ✭❞❡♥s✐té ❞❡ Y ✮ ♥✐ fθ ✭❞❡♥s✐té ❞❡ hθ(X)✮ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✿ ♦♥ ♥✬② ❛ ❛❝❝ès q✉✬à tr❛✈❡rs ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s (Yj)j∈{1,...,n} ❡t (hθ(Xm))m∈{1,...,N} .

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ f ❡t fθ ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ s✉✣r❛ ❞❡

♥❡ r❡♠♣❧❛❝❡r q✉❡ fθ✮✳

❖♥ ét❛❜❧✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝r✐tèr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♦ù ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s (Yj)j∈{1,...,n}

❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
(
hθ(X

m

)
)
m∈{1,...,N}

✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té fN

θ̂n, N

s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❣r❛♥❞

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡♥r✐❝❤✐r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ (Yj)j∈{1,...,n} ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥ (Ỹs)s∈{1,...,S}✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✉❣♠❡♥té ❡st ❛❧♦rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s

❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✮ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s tr♦✐s ❞❡♥s✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Y ✭✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ❝❡❧❧❡ r❡❝♦♥s✲

tr✉✐t❡ ♣❛r ♥♦②❛✉① ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭❡♥ ✈❡rt✮✱ ❡t ❝❡❧❧❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡

à ♥♦②❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✉❣♠❡♥té ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡

❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

◆♦s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s✐sté à ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐s à ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥s✐s✲

t❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✳

▲✳ ❉❡✈r♦②❡✱ ▲✳ ●②ör✜ ✭✶✾✽✺✮✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❉❡♥s✐t② ❊st✐♠❛t✐♦♥✳

❉❛✈✐❞ ❲✳ ❙❝♦tt ✭✶✾✾✷✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❉❡♥s✐t② ❊st✐♠❛t✐♦♥✳

❏✉♥ ❙✳ ▲✐✉ ✭✷✵✵✶✮✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳

▼❛tt❡✐✱ P✳ ❡t ❉r✉♦t✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦❞✐♣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❆✐r❜✉s✳

❘❡❢ ❋▼✵✷✵✵✵✶✻✳

❙❛r❛ ✈❛♥ ❞❡ ●❡❡r ✭✷✵✵✵✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s ✐♥ ▼✲❊st✐♠❛t✐♦♥✳

❆✳❲ ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ✭✶✾✾✽✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝s ❙t❛t✐st✐❝s✳

❆✳❲ ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt✱ ❏♦♥ ❆✳ ❲❡❧❧♥❡r ✭✶✾✾✻✮✳ ❲❡❛❦ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s✳
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