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Introduction

A T’heure actuelle, de nombreux phénomenes physiques sont modélisés par des
équations mathématiques, puis étudiés a 1'aide de simulateurs. Ces codes de calcul, malgré les
progres sans cesse aoissants de I’informatique, restent souvent tres coliteux, et sont donc
difficiles a exploiter. Une possibilité pour résoudre a ce probleme, consiste a effectuer une
série de simulations afin d’obtenir un certain nombre d’informations sur le phénomene, c’est
la phase d’expérimentation. On traite ensuite ces informations suivant 1I’objectif recherché,

c’est la phase analyse.

Tous les domaines scientifiques sont concernés par le sujet. Nous pouvons citer
quelques exemples tels que la simulation d'un systeme de refroidissement dans un procédé de
moulage (Kenny (1998)), ou bien la résolution numérique d'un systtme d'équations
différentielles issues de la mécaniques des fluides pour modéliser la vitesse de flamme lors de
la combustion du méthane (Sacks, Schiller et Welch (1989)), ou encore des simulations de
circuits électroniques (Nassif, Strojwas et Director (1984)), etc...

Pour chaque simulation, l'utilisateur doit spécifier les variables d'entrée du code. Dans
ce travail, seul le cas de variables continues est traité mais la plupart des résultats s’adaptent
facilement au cas discret. Soit xe Rd, le vecteur des parameétres de simulation, représentant
les variables d’entrée du code. Apres une transformation linéaire classique, nous supposons

que X appartient au cube unité [0,1]%. On note alors la réponse du simulateur,
y(x), xe[0,11%

Afin de simplifier notre propos, nous supposons que y(x)e R , bien qu’en réalité le simulateur
fourni souvent plusieurs réponses.

Dans ce contexte, l'expérimentation consiste a fixer plusieurs valeurs Xxi,...,xny du
vecteur des parametres d'entrée, et a récolter les réponses du simulateur en ces points,
y(X1),...,y(xn). Par opposition a l'expérimentation physique, une expérience menée a l'aide
d'un code de calcul est dite simulée. Les objectifs de cette expérimentation sont tres divers,
par exemple

e prédire la réponse du simulateur,

e optimiser une fonction de la réponse,



e régler des parametres du code pour que sa réponse coincide avec les données
réelles, etc...

Dans ce travail, seul le pobleme de la prédiction est envisagé. Deux questions se posent
alors:

e Le probleme du plan : " A quels points D={x,....xn} du cube unité doit-on récolter
les observations y(x1),...,y(xx) 7"

e Le probleme de l'analyse : " Comment doit-on utiliser les observations y(x1),...y(xx)
pour prédire la réponse du simulateur ?"

Tout notre travail s'articule autour de ces deux questions. Depuis le début du siecle,
des auteurs tel que Fisher tentent de répondre a ce probleme. Cela a donné lieu a une branche
spécifique des statistiques connue sous le nom de plans d'expériences. Pourquoi alors engager
une recherche dans ce domaine si des outils performants existent déja? Tout simplement parce
que les simulateurs que nous étudions ici ne rentrent pas dans le contexte de la planification
d'expériences classique. En effet, ces codes sont déterministes, autrement dit, si on effectue
plusieurs simulations avec le méme vecteur des parametres fixé, on obtient des réponses
identiques. Le simulateur n’étant pas bruité, pour tout x fixé, y(x) est reproductible
puisqu’elle est enticrement déterminée par les parametres de simulation. Il est alors évident
dans ce contexte que l'approche statistique classique de la modélisation linéaire et des plans

d'expériences n'est plus valable pour répondre aux deux questions posées.

Ce mémoire de these se décompose en trois parties.

Dans la premiere, nous allons présenter deux approches de ce probleme, que 1'on peut
trouver dans la bibliographie. Chacune d'elle traite la question d'un point de wvue statistique,
elles ont donc pour origine l'interrogation suivante.

Comment introduire de l'aléatoire dans un probleme déterministe?

Les deux méthodes se différencient par la réponse qu'elles apportent a cette question. Une
premiere approche consiste a ntroduire 1'aléa au travers du modele proposé pour la réponse
du simulateur. Nous 1’appelons approche par résidu aléatoire. La deuxieme méthode quant
a elle, fait apparaitre l'aléa au niveau du plan. Nous I’appelons approche par échantillon
aléatoire. Ces méthodes répondent différemment aux deux questions posées, c'est-a-dire que
chacune proposent un modele pour y(x) construit a partir des observations y(xp),...,y(Xn), ainsi
que des plans appropriés au modele. Nous allons donc faire le bilan de ces approches de facon
a mettre a jour leurs avantages mais aussi leurs inconvénients, afin de proposer une nouvelle

méthode plus performante.

Dans la deuxiéme partie, nous proposons donc notre propre approche statistique du
probleme. Celle-ci associe les différents points forts que nous avons dégager des deux



méthodes existantes, tout en tentant d'en atténuer les inconvénients. La encore, nous
proposons un modele pour la réponse du simulateur et des plans appropriés au modele.
L'aléatoire est ici introduit aux deux niveaux en utilisant les techniques de la premiere partie.
Le modele utilisé est celui de l'approche par résidu aléatoire auquel on ajoute un terme
d'erreur et que l'on enrichit d'une régression linéaire trigonométrique. Les plans eux sont
construits suivant les principes de 1'approche par échantillon aléatoire. Nous utilisons pour
cela une structure classique en plans d'expériences connue sous le nom de fractions
réguliéres. Notre objectif est de montrer que ces plans sont adaptés au modele proposé et
qu'ils sont performants dans le contexte des expériences simulées.

La derniere partie est une extension afin de proposer des méthodes de construction des
plans utilisés. En effet, par leur définition méme, ces plans sont particulierement bien adaptés
au modele que nous avons défini, mais trés souvent nous ne savons pas les construire. Seules
quelques techniques sont proposées dans la bibliographie concernant des cas particuliers peu
intéressants pour notre probleme. Pour terminer, nous étendons nos méthodes
d'échantillonnage a une nouvelle catégorie de plans qui semble étre prometteuse notamment
dans le cas d'une régression trigonométrique.
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Introduction

Dans cette premicre partie nous allons présenter les deux principales approches

statistiques des expériences simulées, rencontrées dans la bibliographie.

Ces deux méthodes répondent aux questions posées en introduction, c'est-a-dire que les
deux proposent,

¢ un modele pour la réponse du simulateur, puis un prédicteur (ou estimateur)

construit a partir des simulations y(xp),...,y(xx), obtenues au moyen d’un plan
d’échantillonnage,

e différents plans permettant d'analyser efficacement le modele choisi.

Les modeles et les plans proposés ne sont pas ceux que l'on utilise habituellement en
planification. En effet, ce travail se situe dans le cadre de simulations déterministes, pour
traiter ce probleme avec des outils statistiques, il est donc nécessaire d'introduire de

'aléatoire.

La premiere approche, par résidu aléatoire, consiste a ntroduire 1'aléa au travers le
modele proposé pour la réponse du simulateur. Bien que déterministe, on considere cette
derniere comme la réalisation d'une fonction aléatoire. Cette fonction se décompose en deux
parties, la premiere est déterministe et correspond a un modele linéaire classique fournissant
une approximation de la réponse du simulateur en moyenne. L'aléatoire est introduit avec la
seconde partie du modele a l'aide d'un processus stochastique qui permet de prendre en

compte la répartition spatiale des données, et donc les variations du résidu d’approximation.

Les plans utilisés dans cette premiere approche n'ont aucune structure particuliere, ils sont
construits de facon a optimiser des criteres de qualité.

La deuxieme approche, par échantillon aléatoire, propose une simple régression
linéaire en tant que modele. On suppose en fait que la réponse du simulateur peut se
décomposer sur une base de fonctions, et que seuls les termes prédominants de cette

décomposition suffisent a la modéliser.

Les plans proposés dans cette approche sont issus de techniques d'échantillonnage utilisées
en intégration numérique. L'aléa est introduit ici en choisissant les points du plan au hasard
sur le domaine d'échantillonnage, par une méthode de Monte Carlo. Cette technique est bien
entendu améliorée en imposant des contraintes aux points du plan de fagon a ce que ceux-ci



soient bien répartis dans le cube unité. On utilise pour cela une méthode d'échantillonnage a
deux degrés, i.e a deux niveaux. Le premier degré impose les contraintes au plan et le

deuxieme degré permet d'obtenir un échantillon aléatoire.

On voit d'ores et déja que la premiere approche privilégie le modele aux plans utilisés
alors qu'a contrario la deuxieme approche utilise des techniques d'échantillonnage élaborées
mais avec une modélisation sommaire. L'objectif principal de cette premiere partie est de
présenter ces deux approches, tout en notant les avantages, inconvénients et particularités de
chacune d'elles. Nous terminons chacun des chapitres par un bilan de l'approche présentée,
afin de dégager les points positifs qu'il est intéressant de conserver dans la nouvelle approche
que nous présentons dans la deuxieme partie, ainsi que les points négatifs qu'il faut éviter.

En ce qui concerre les plans, un rapide bilan bibliographique nous a permis de regrouper en

quatre points les principales qualités requises pour un plan.

1. Robustesse des plans : Kenny (1998) définit un bon plan comme un plan permettant

d'analyser efficacement différents modeles.

2. Efficacité des plans : Bien entendu, un bon plan doit étre efficace, c'est-a-dire
minimiser une erreur. Celle-ci est définie différemment suivant I'approche

envisagée.

3. Répartition des points du plan : Bates er al. (1996) pensent que la qualité premiere
d'un plan est sa répartition dans le domaine d'échantillonnage. Il doit "remplir" de la
facon la plus uniforme possible le cube unité ("space filling designs").

4. Construction des plans : Les problemes engendrés par la construction des plans sont
de deux sortes. Les premiers sont d'ordre numérique : le colit de calcul pour
construire un plan doit rester raisonnable. Les deuxiemes sont d'ordre théorique : il
faut tout simplement que ces plans existent et que 1'on sache les construire.

Le deuxieme objectif de ces deux chapitres est de mettre en place des outils que nous
allons utiliser pour définir notre propre approche du probleme. Certaines techniques ou
notions présentées dans cette premiere partie n'appartiennent pas a la bibliographie sur les
expériences simulées. Nous les définissons cependant ici afin de devancer nos besoins dans la

deuxieme partie.

Références

Bates R.A., Buck R.J., Riccomagno E., Wynn H.P. (1996). Experimental design and
observation for large systems. J. R. Statist. Soc. B 58, 77-94.

Kenny Q.Y. (1998). Orthogonal column latin hypercubes and their application in computer
experiments. J of Am. Statist. Ass. 93, 1430-14309.



1.Approche par
résidu aléatoire

La premiere approche envisagée dans la bibliographie consiste a introduire 1'aléatoire
au travers le modele proposé pour la réponse du simulateur. Celui-ci se décompose en deux
parties. La premiere est déterministe et correspond a un modele linéaire classique fournissant
une approximation de la réponse du simulateur en moyenne. La deuxieme est aléatoire et est
définie par un processus stochastique qui permet de prendre en compte le caractere spatial des
données, et donc les variations du résidu d’approximation. C’est pourquoi nous 1’appelons
approche par résidu aléatoire. Ce type de modele est couramment utilis€é par les

géostatisticiens.

Dans la premiere partie de ce chapitre, sont présentés le modele et le meilleur
prédicteur linéaire sans biais de la réponse du simulateur. Ensuite, on é&tudie le
fonctionnement de ce modele pour répondre par exemple aux questions suivantes.

Quels sont ses particularités par rapport a un modeéle linéaire classique?
Comment se comportent les deux parties du modele?

Quels avantages et inconvénients cela présente-t-il? Eftc ...

La derniere partie du chapitre est consacrée a la présentation des plans utilisés pour ce type de
modele. Ils sont construits pour optimiser des criteres de qualité qui dépendent tous du modele

fixé. Nous présentons les trois principaux criteres rencontrés dans la bibliographie.

Le chapitre se termine par un bilan de cette premiere approche de facon a dégager les
points positifs qu'il serait intéressant de conserver pour une nouvelle approche et les points
négatifs qu'il faudrait éviter. Un bilan point par point est aussi effectué afin de savoir si les
plans utilisés atteignent les quatre objectifs fixés en introduction.



1.1. Modele avec corrélations spatiales

Dans cette premiere approche, 1'aléatoire est introduit via le modele, en considérant la
réponse déterministe du simulateur comme la réalisation d'une fonction aléatoire,
Y(x) , xe[0,1]%,
ol d représente le nombre de facteurs pris en compte par le code et [0,1]¢ est le domaine

d'échantillonnage. Cette méthode, qui est la plus couramment utilisée, a été proposée par
Sacks, Welch, Mitchell et Wynn (1989) et Sacks Schiller et Welch (1989).

Pour analyser cette réponse il faut la modéliser et pour cela nous allons supposer que pour
tout xe [O,l]d, E[Y(x)] et varY(x) existent. On peut alors décomposer Y(x) en deux parties,
Y(x) = Z(x)B + I'x) , xe [0,11%

e Z(x)B=E[Y(x)] est la partie déterministe du modele. Il s'agit en fait d'un modele
linéaire classique.

e ['(x) est la partie aléatoire du modele. La méthode statistique traditionnelle consiste a
considérer I'(x) comme un bruit blanc correspondant a une erreur de mesure. Cependant, dans
le cas d'un simulateur déterministe, les expériences sont nécessairement sans erreur, 1'(x)
représente alors 1'écart systématique entre la réponse du code et la régression linéaire
présumée. Ce comportement est illustré dans le paragraphe 1.2.3.

Définition 1.1

Le modele est défini par

Y(x)=Z(x)B +T(x), xe[0,1]%,

avec

e Z(x)P la régression linéaire ou Z(x) est le vecteur du modele d'ordre Ixm et 3 est le
vecteur inconnu des parametres du modele d'ordre mx1,

e I'(x) le processus résiduel tel que E[F(x)] =0 et cov(F(x),F(u)) =6’R(x,u)
Vxe [0,1]d, Yue [O,I]d oit 62 est la variance et R est la Jfonction de corrélation du
processus.

Les propriétés du processus résiduel sont présentées plus en détail dans le paragraphe 1.3.

Remarque : Une approche bayésienne de ce modele est aussi envisagée dans la bibliographie

par Currin et al. (1988). Les composantes B; du vecteur des parametres [3 sont alors
considérées comme des variables aléatoires auxquelles on attribue une distribution a priori.

Dans un premier temps, nous allons supposer que la forme de la fonction de
corrélation est connue afin de construire un prédicteur de la réponse Y(x). Ensuite nous

verrons quelle forme donner a cette fonction et comment estimer ses parametres.
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1.2. Le meilleur prédicteur linéaire sans biais

Tout d'abord, revenons sur une question de vocabulaire. Nous parlons de prédiction

pour des quantités aléatoires, par exemple Y(x), et d'estimation pour des quantités fixes, par
exemple [3.
Voici des définitions de matrices et vecteurs construits a partir d'un plan d'échantillonnage

D={xi,...,xn} nécessaire a la prédiction.

¢ Y : Nx1 vecteur des observations (réponses du simulateur) aux points du plan

e 7= (Z(xi)) - Nxm matrice du modéle aux points du plan

i=1..,

e R= (R(xi,xj)) $ NxN matrice de corrélation, cov(Y)=6"R

i j=1,...

° r(x)=l[R(x1, x),...,R(xN,x)] : Nx1 vecteur de corrélation, cov(Y(x),Y) =o0°1(x) .

La matrice de corrélation est supposée réguliere.
1.2.1. Rappels sur l'estimation

Rappelons quelques définitions et résultats classiques sur l'estimation que 1'on peut par

exemple retrouver dans l'ouvrage de Christensen (1987).

Définitions 1.2
On dit qu'une application linéaire K est estimable si elle admet un estimateur
linéaire sans biais de la forme AY, c'est-a-dire s'il existe A linéaire tel que

E(AY)=Kp.
On appelle estimateur de Gauss-Markov de l'application linéaire KP, tout estimateur
sans biais de KB de moindre dispersion (BLUE).

Théoreme 1.3 (Théoreme de Gauss-Markov)

Toute application linéaire KB estimable admet un estimateur de Gauss-Markov de la

forme K[§ ou

B=(zrR'z) ZRY.

Tout plan d'échantillonnage pour lequel I'application linéaire est estimable est dit adapté a
cette estimation (ou adapté au modele). La proposition suivante permet de vérifier

facilement si un plan possede cette propriété.
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Proposition 1.4

Le vecteur des parameétres [3 est estimable si et seulement si les colonnes de la matrice
du modele Z sont indépendantes

1.2.2. Construction du prédicteur

Rappelons que le meilleur prédicteur linéaire sans biais f(x) (BLUP) de Y(x) doit
vérifier

¢ f(x) est linéaire en Y

e f(x) est sans biais : Hf(x)]=HY®)]=2x)pB

¢ f(x) minimise l'erreur quadratique moyenne : E{Y(X) - f(x)]z.
Dans un premier temps, nous allons supposer le vecteur § connu et construire le BLUP de
Y (x).
Proposition 1.5

Pour P fixé, Vxe[0,11"
Y(x)=2Z(x)B+'r(x)R'[Y - ZB]

est le meilleur prédicteur linéaire sans biais de Y(x).

Démonstration : Sans perte de généralité, on peut écrire un prédicteur linéaire de Y(x) sous

la forme
a +b(Y-2p).
R BN
1) Montrons dans un premier temps que le meilleur choix pour a est Z(x)p.

HY(9—a—b{Y - ZB]] = E[(¥(0— Z00B — blY ~ 78)) + (z00B —a)]
= E[(Y00 - Zeop— oY - z8))] +Ef(z0p —a)]
+ 28] Y0 - Z00B — WY - ZB))(Z(0B - al]

Or H(Y(0)-Zp-b{Y - 2B))(zx0B —a)] = (0B~ aJE[Y (0 - Z00B— b Y - Zp)
(ZooB —a)l HY(0]-2Zx)B+bE[Y] +bZB ]

=0 =

0.

onc a=Z(x)P est le choix optimal pour a puisqu'il permet d'éliminer le terme [a-Z(x)B]* et
ainsi de minimiser l'erreur quadratique moyenne.

2) Montrons maintenant que le meilleur choix pour b est le vecteur b solution de 1'équation
R'b=r(x).

12



E[Y(x) - 20— blY - 2 = F[Y(9) - Z(op — by - ZB)f + {6 b) (v - zB]
+2|(Y(0 - Z00p ~ Y - zB)) (6 b) (v - 2B)]

E[Y-ZB1=0 donc

H(Y(0 - 2008~ B(Y - 2B)) (6~ b) (¥ - 2B)| = B - bY{E[Y( Y] - HY(ZB]- *BR}

= (b-b){c*'tx) + EVE[Y(x)] - ZBE[Y(x)] - 6°DR}
—0
puisque E(Y)=7B et bR="r(x).

1l faut donc choisir b="b afin d'éliminer le terme E{(B—b)(Y—ZB)]2 et minimiser l'erreur
quadratique moyenne. [J
Le lemme suivant est directement obtenu a partir de la démonstration précédente.
Lemme
Soit a + b(Y - ZB) un prédicteur linéaire quelconque de Y(x), alors

EfY(x)-+b(y -zB) =E[Y (x)-¥(x)f +E[F(x)-(a+b(y - Zp))}.

Le prédicteur Y (x) peut encore s'écrire sous la forme
Y(x)=1+'r(x)R'Y

ou T=1x)=Kx)PB avec K(x)= [Z(x)—‘r(x)R_IZ] . B étant le vecteur inconnu des parametres
du modele, Y (x) n'est pas connu. Dans le cas ou T est estimable, une démarche logique
consiste a le remplacer par un estimateur linéaire sans biais, c'est-a-dire de la forme

T=AMY ot E[A®Y]=7.
La proposition suivante donne 1'erreur quadratique moyenne de ce nouveau prédicteur comme
la somme de deux variances.

Proposition 1.6

Supposons le vecteur des paramétres estimable. Notons Y(x) le prédicteur linéaire
sans biais de Y(x), obtenu en remplacant © dans Y (x) par un estimateur linéaire sans
biais T , alors Vxe [0,1]°

E[v(x)-Y(x)| =varlt)+var(r(x)RY - ¥(x)).

Démonstration : \?(X) est un prédicteur linéaire de Y(x) donc d’apres le lemme

Ey)-Yof =E[yx)- T +Efx) - ¥l .
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E[y() - Y0 =E[y(x) == reoR Y[
= B[Y(x)-"rORY[ +712 - 2tE[Y (x) - 1" r(x)R Y]
= E[Y(x)-'rOR™Y[ —(B[Y(x) - t='r(x)R Y]]
puisque T = Z(x)B—"r(x)R ' ZB = E[Y(x)-'r(x)R Y . Donc
E[Y(x) - Y[ = var(Y(x)-'t(x)R'Y).
De plus E[Y (x) - YOI = Eft+ r)R™Y 4= t(OR Y[ = E[t—2] = var(t). [

La deuxieme variance étant indépendante du choix de l'estimateur de 7, I'erreur quadratique

moyenne est minimale si et seulement si la variance de T est minimale. Or dans la classe des

A

estimateurs linéaires sans biais, le meilleur estimateur de T (BLUE) est T=K(x)B ou P est

l'estimateur de Gauss-Markov de B (définition 1.2), i.e B: (‘ZR_IZ)_l ‘ZR'Y . Nous pouvons

alors énoncer le théoreme suivant.
Théoreme 1.7

Si le vecteur des parametres est estimable alors le meilleur prédicteur linéaire sans
biais (BLUP) de Y(x) est de la forme

Y(x)=Z(x)B +nx)RY -z, vxe[0,11’

avec B = (’ZR’IZ)_lzR_lY l'estimateur de Gauss-Markov de [3.

Remarque : En général, un modele bayésien conduit a des résultats différents. Cependant,

dans le cas ol le processus résiduel I" est supposé gaussien et ol les B suivent une loi normale
dont la variance tend vers l'infini, alors les prédicteurs obtenus avec les deux modeles sont
identiques (on peut par exemple se référer a Koehler et Owen (1996) pour une démonstration

de ce résultat).

1.2.3. Etude de l'erreur
Interpolation

En premier lieu, nous pouvons montrer que le prédicteur passe par les réponses

observées du simulateur.
Proposition 1.8

Le prédicteur interpole les réponses du simulateur aux points du plan, Vx;c D

Y(x,)=Y(x,).

Démonstration : Soit x le idme points du plan, alors 'r(x)R"' est le vecteur ligne formé de N
z€ros sauf le ieme éléments qui est égal a 1, puisque R a pour ieme colonne r(x;). Donc

Yx) = Zex)B+ (Y = ZB) = Zx)B+Y, - Zx)p = Y, [

i
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Que signifie cette interpolation concretement? En fait, on peut remarquer que le
prédicteur s'écrit comme la somme de I'estimateur de Gauss-Markov de E{Y(x)] plus un terme

correctif

Yx) = w +tr(x)R"[Y—Z[§|.

Gauss—Markov correction

C'est ce dernier qui va corriger I'estimateur de la partie fixe du modele de fagon a interpoler
les réponses observées du simulateur, méme dans le cas extréme ou cette partie est une

constante. Les courbes cidessous permettent de mieux visualiser le phénomene. Elles
représentent le prédicteur Y(x) ainsi que Z(x) B qui correspond au prédicteur moins le terme

correctif, et ceci pour deux types de régressions linéaires, constante et sinusoidale. Le plan est
ici constitué de 10 points également espacés sur [0,1] et les observations (réponses présumées
d'un simulateur) sont choisies au hasard sur [0,10].

10f Y(x) observation
N & £
6 N
R

0 . . L L 1 L 1 . .
0 o1r 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Z(x)=1 Zx) = [L J2 sin@mx), 2 cos(27tx)]

Remarque : Par souci de clarté, la plupart des illustrations numériques présentées sont en
dimension 1 ou 2. Mais les phénomenes mis en évidence restent les mémes en dimension
supérieure.

Le processus résiduel a donc un role primordial dans le modele. Des auteurs tels que Welch
et al. (1992) pensent que la partie fixe, i.e la régression, n'a qu'une contribution mineure et
qu'il est suffisant de la choisir constante (Z(x)=1). C'est bien s{ir un avantage puisque cela
simplifie la partie programmation, ainsi que le choix du plan d'échantillonnage, puisqu'il n'y a
pas de contrainte quant a I'estimabilité du parametre 3. Mais c'est aussi l'inconvénient majeur
de cette approche, car toute la prédiction repose sur la distribution a priori du processus
résiduel, qui est fixée de fagon subjective. De plus la contrainte d'interpolation est tres forte et

lorsque le nombre d'observations augmente, Y(x) devient fortement irrégulier, comme on

peut le voir sur ces graphes.
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

A gauche Y en dimension 1 pour N=30, (8=150), et a droite Y en dimension 2 pour N=100, (6=10), pour une
régression constante.

Erreur quadratiqgue moyenne

D'apres ce qui précede, nous savons déja que l'erreur quadratique moyenne est nulle

aux points du plan. Pour tout xe [0,1]%, nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.9
L'erreur quadratique moyenne du meilleur prédicteur linéaire sans biais est de la
forme, Vxe [0,1]“'

MSE(x) = H¥(x)-Y(x)] =" (1—’r(x R 'r(x)+K(x)(ZR"'Z) 'K(x )),

on K(x)=[Z(x)-r(x)R"'Z].

On remarque que l'erreur quadratique moyenne dépend de * que l'on ne connait pas. Nous
verrons comment 1'estimer dans la troisieme partie de ce chapitre.

Démonstration : Reprenons le résultat de la proposition 1.6 avec T le BLUE de 7.
E{Y(x) - \A((x)]2 = var(?) + var(‘r)R 'Y = Y(x))

= Valr’K(x)(‘ZR"IZ)_1 lZR_IY]+‘r(x)R_1(cov Y)R'r(x) + Var(Y(x))
—rxR " cov(Y(x),Y)) - co(Y, Y(x))R 'r(x)
=Kx)('ZR'2) " 'ZR (’RIR'Z(ZR'Z) " 'Kx) + ‘1R (*R)R 'r(x)
+6°- TR (6’ r(x)) - (6> rOR 'r(x)

= (R6(ZR™2) K (x) +r(0R ™10 +1) %, [

Notation matricielle : MSE(x)=c" (1 —(Z(x)/n(x)) ( g tIZg) (%((; )))j
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Estimateur moindres carrés ordinaires

Dans la démonstration du théoréme on a remplacé T par l'estimateur T=K(x)B ou P

est l'estimateur de Gauss-Markov de P. Il est tout a fait possible de le remplacer par un
estimateur plus simple

T=KxP
ou par exemple S = (tZZ)_1 'ZY est l'estimateur moindres carrés ordinaires de . Le prédicteur
de Y(x) est alors de la forme

Yx) =7+ r(x)R'Y.

Ce n'est pas le meilleur prédicteur linéaire sans biais de Y(x) et la différence entre les deux
erreurs quadratiques moyennes est égale a

MSE, ., ~MSEq, = K(|(Z2) '~ (ZR'2) | Kx),
ou MSEgm (resp. MSEvico) est l'erreur quadratique moyenne du prédicteur construit a partir
de l'estimateur de Gauss-Markov (resp. moindres carrés ordinaires) de 3.

Cependant, comme nous pouvons le constater sur les graphes ctdessous, les deux prédicteurs

ont sensiblement le méme comportement, celui-ci differe uniquement aux bornes de
l'intervalle.

[
|
.'
2,

208,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\
13 \
|
|
|
|
|
|
|
|
|

\
. . . L L L |V
0 0,1 0,2 0,3 0.4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Y(x) et Y(x) pour de fortes corrélations MSEyico-MSEgm

Graphes des prédicteurs construits a partir de 1'estimateur de Gauss-Markov et moindres carrés ordinaires pour

un modele sinusoidal, Z(x) = [1 ,«/5 sin(2mx), \/5 sin(27£x)] .
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 09 1 0 0 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0.8 0,9 1
> < . z . * -
Y(x) et Y(x) pour de moins fortes corrélations MSEyico-MSEgm

Graphes des prédicteurs construits a partir de 1'estimateur de Gauss-Markov et moindres carrés ordinaires pour

un modele sinusoidal, Z(x) = [1,«/5 sin(27mx), «15 Sin(ZTEX)] .

Ce nouveau prédicteur garde donc une précision trés correcte surtout pour les faibles
corrélations. De plus il semble étre plus lisse que le BLUP, ce qui peut s'avérer intéressant
quand il y a un grand nombre d'observations. Peut-étre ce comportement vient-il du fait que
seul le terme correctif du prédicteur dépend de la fonction de corrélation, ce qui lui donne plus
de souplesse. Mais le principal avantage de ce prédicteur vient de la forme de B En effet,

nous verrons dans la deuxieme partie qu'avec le modele Z(x) que nous allons choisir
(trigonométrique), il est possible de construire des plans tels que 'ZZ=NIL.

1.2.4. Krigeage

Les géostatisticiens ont une approche différente pour construire le meilleur prédicteur
linéaire sans biais de Y(x), qu'ils appellent krigeage (Matheron (1963)). Nous la présentons
ici pour deux raisons. Tout d'abord parce que c'est principalement cette approche qui est
exposée dans la bibliographie sur les expériences simulées. Ensuite parce que cette méthode
est plus explicite que la précédente puisqu'elle est basée sur le caractere spatial des données.
En effet, on cherche un prédicteur, combinaison linéaire des observations avec des poids qui
dépendent de 1'endroit ou 1'on se trouve dans le domaine, i.e

Y(x) ='c(x)Y
ou les poids c(x)eR N sont choisis tels que \A((x) soit le BLUP. Autrement dit, il faut
minimiser
MSE = HY(x) - Y]

sous la contrainte

H'cx)Y] = E[Y(x)].

) La force des corrélations sera fixée dansle § 1.3, mais on peut déja signaler que plus les corrélations sont

faibles et plus la matrice de corrélation est proche de la matrice identité, donc nécessairement plus Y est proche
de Y.
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Cette derniere peut encore s'écrire sous la forme du systtme 'Zc(x)='Z(x), qui admet une
solution si et seulement si les colonnes de Z sont indépendantes. On retrouve bien la condition
d'estimabilité.

Puisque E[Y(x)—tc(x)Y] =0, l'erreur quadratique moyenne s'écrit

MSE = var(Y(x)-'¢(x)Y) = var(Y(x))—'c(x)(cov Y)e(x) — cov(Y(x), Y)e(x)—'c(x) cov(Y, Y(x))
= 6" (I-'c(x)Re(x) —2'c(x)r(x)).
Trouver c(x) tel que le prédicteur soit le BLUP revient alors a minimiser la fonctionnelle
quadratique sur RN
J(©)=12Re | o)~ ] ¢)
sous la contrainte
'Zc="Z(x).

Si on note ¢ I’application sur RN, @(c)='Zc-'Z(x), alors d’apres le théoréme sur les extrema

liés (Ciarlet (1990)), ce probléeme admet comme solution, la solution (c,A) du systéme suivant

2

ol A=A\(x) est un multiplicateur de Lagrange.
L’inverse de la matrice par blocs ctdessus est de la forme

0z (-M M'ZR"!
Z R) (R'ZM R'—(R"'ZMZR™

ot M=(ZR'2)", doti o(x) = R'ZM'Z(x) +[R"'—=R"'ZM'ZR 'Jr(x) .
Finalement, on obtient la méme expression que précédemment pour le meilleur prédicteur

linéaire sans biais de Y(X),
Y =200+ rR Y - Zf].

Nous avons préféré la premiere approche au krigeage pour construire le prédicteur, parce
qu'elle permet plus de flexibilité. Par exemple, nous avons vu qu'il est possible de remplacer
l'estimateur de Gauss-Markov par un autre estimateur linéaire sans biais. De plus elle permet
de bien mettre en évidence les conditions sur la matrice du modele pour que le paramétre 3
soit estimable. Bien souvent, cette condition n'est pas signalée dans les travaux qui utilisent

une méthode de krigeage.
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1.3. La covariance du processus résiduel

Le but de ce chapitre n'est pas de faire une analyse détaillée de la covariance du
processus résiduel avec tous les problemes que cela engendre : choix de la fonction de
corrélation, estimation des parametres, ... Comme cela est dit dans la partie concernant
l'interpolation (§ 1.2.3), le résidu joue un réle prépondérant dans 1’ajustement, c'est pourquoi
I'étude de sa covariance a donné lieu a une bibliographie treés abondante. Il est donc préférable
de consacrer cette troisieme partie a la présentation de quelques résultats classiques,
complétée par quelques références en fin de paragraphe pour de plus amples détails.

Dans tout ce qui préceéde nous avons supposé que la covariance du processus (6> et R) était
connue, ce n'est pas le cas bien évidemment. Nous allons donc préciser cette covariance mais
pour cela nous sommes obligés d'émettre quelques hypotheses quant a la forme de la fonction
de corrélation R.

1.3.1. Fonction de corrélation

La principale contrainte imposée a la fonction de corrélation est classique. Nous allons

supposer que le processus résiduel est stationnaire,
R(x,u)=R(x-u),

et qu'il est fonction d'un vecteur 6 appelé parametre de corrélation. Parmi cette classe de
processus, on distingue plusieurs types de modeles pour la corrélation, des fonctions linéaires
en 0, des fonctions isotropiques (dépendent de la distance entre les points, R(x,u)=R(||x-ul|)),
ou bien des fonctions particulieres telles que les fonctions cubiques, exponentielles, Matern,
.... L'ouvrage de Christensen (1990) et les articles de Sacks et al. (1989b) et de Koehler et
Owen (1996) dressent une liste complete de toutes ces fonctions avec leurs avantages et
inconvénients.

Forme de la fonction de corrélation

De fagon classique, dans le cadre de ce travail, le processus est choisi gaussien avec

|

ou O<o<2. o peut aussi varier avec j mais dans la plupart des cas il est égal a 2 de fagon a

X~

d
R(x,u) = exp [Z -0,
=1

avoir un processus ayant de bonnes propriétés. De méme les ©; sont souvent choisis tous

égaux et la fonction de corrélation s'écrit alors

R(x,u) = exp(—ezd} |xj_uj|2]: exp(—9||x—u||2)-
i

Utiliser ce type de fonction de corrélation revient a supposer que si deux points du domaine
d'échantillonnage sont proches, alors nécessairement les réponses du simulateurs en ces deux
points sont fortement corrélées et a contrario, si deux points sont tres €loignés les réponses

sont considérées comme quasi indépendantes. Le degré de corrélation que 1'on souhaite
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introduire dans le modele est fixé par 6. Nous parlerons de fortes corrélations pour les petites

valeurs de 6 et de faibles corrélations pour les grandes valeurs de 6.

Remarque : Dans le cas ou les corrélations sont fortes, i.e 0 petit, par développement limité

on obtient pour modele de covariance le cas linéaire simple
2
coV(Y(9, Y) = {1- 6] x —u).
On est donc ramené a un modele linéaire a deux composantes de la variance.

Remarques sur le paramétre de corrélation 0

En choisissant les 6; tous égaux, on perd de l'information. En effet, il n'est alors plus
possible de mettre en évidence 1'importance de certains facteurs au travers la corrélation (avec

des coefficients 6; plus petits pour ces facteurs que pour les autres, cf. Costa et al. (1999)).

A propos des valeurs que peut prendre 0, on constate deux choses.

Il est impossible de descendre au dessous d'un certain seuil pour les valeurs de 6. En
effet, on remarque que plus O est petit et plus la matrice de corrélation est instable
numériquement. On peut voir dans le tableau cidessous, qu'au dela d'une valeur minimale la
dégradation du conditionnement de R est tres rapide. Ce probleme a été pris en compte lors

des tests numériques en utilisant une décomposition QR de la matrice de corrélation.

0 0,1 0,5 1 5 10 100 1000

cond®R)” | 6x10"7 | 3x107 | 3x10™ | 1,5x10% | 3,6x10° 3,4 1

Exemple du conditionnement d'une matrice de corrélation en fonction de 0

A contrario, pour les grandes valeurs de 0 la matrice R est bien conditionnée, et a
partir d'un seuil supérieur, elle devient proche de la matrice identité. Le modele se comporte
alors comme le modele linéaire simple traditionnellement utilisé en plans d'expériences :

Y=7B+e, avec E(Y)=Zp et covY=6"1.

) Le conditionnement du tableau correspond au conditionnement simple proposé par MATLAB, i.e le rapport
de la plus grande valeur propre sur la plus petite. Plus le conditionnement s'éloigne de 1, et moins la matrice est
réguliere.
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Graphes des prédicteurs Y(x) pour différents coefficients de corrélations 0 (Z(x)=1) et pour le vecteur des

observations Y=[8; 9,8; 0,2; 8,2; 6,2; 5,6; 2,4; 8,2; 2,6; 7,5].

7

Regardons maintenant I'évolution du prédicteur Y(x) lorsque que 1'on passe de fortes
corrélations a de faibles corrélations, en dimension 2. Soient un plan de 9 points également
espacés dans [0,1]2 et le vecteur des observations Y, choisi au hasard entre 0 et 10. On
suppose la régression constante (Z(x)=1). La colonne de droite ctdessous correspond a la
surface de réponse du prédicteur construit a partir de ces éléments et calculé pour différentes

valeurs de 0. La colonne de gauche représente cette surface projetée sur [0,1]%.
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6=1000 (cond=1)

Evolution du prédicteur en fonction de 8 pour Z(x)=1 et N=9.

La premiere remarque que l'on peut faire a la suite de ces essais est que moins on
introduit de corrélation dans le modele et plus le prédicteur varie brusquement au voisinage
des observations alors qu'il est tres stable partout ailleurs. L'intérét d'introduire des
corrélations est donc évident, reste a savoir de quelle importance. En effet, rien ne dit que le
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prédicteur obtenu pour 6=1 est meilleur que celui calculé pour =20 ou vice-versa, tout
dépend du phénomene a prédire.
La deuxieme remarque est que le prédicteur pour une régression constante est sensible

aux variations de 0. Dans le chapitre 4 nous définissons un modele trigonométrique et nous
montrons a partir d'illustrations numériques que plus cette régression est riche, plus le modele
est robuste aux variations de 6. Ceci parait étre une propriété importante de la partie
déterministe du modele car, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant,

l'estimation du parametre 6 n'est pas toujours tres facile.

1.3.2. Estimation des parametres de la covariance

Puisque le processus résiduel est supposé gaussien, nous allons estimer les parametres

par maximum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance est égale a

L(B,R) = 2m) 6 NdetR)" exp[z Ly-zpR (Y- ZB)/Z}
en passant par la fonction In on obtient

In(L,R)) =1, R) = =5 1n(2m) - F1n(o?) - F In(det R) —L5(v - ZBJR (v - 7).

Estimation de o°

Il est possible d'estimer conjointement [ et 6° par maximum de vraisemblance. Si on
dérive par rapport a 3 on a

algséR) =L (Zr 'Y~ 7R Zp).

L'estimateur de B par maximum de vraisemblance est donc égal a [ 1'estimateur de Gauss-
Markov.

Si maintenant on dérive par rapport a 62,

d I
P Ly -z (v -7,

on obtient l'estimateur de 6> par maximum de vraisemblance

; :%t(Y ~ZB)R(v - 2p)

Estimation du paramétre de corrélation 0

De méme que précédemment on peut estimer le parametre de corrélation par

maximum de vraisemblance. En dérivant par rapport a 6;, on obtient

ﬂﬁé@— 1 {R_laRj (- ZpR R R‘(Y Zp)

Malheureusement cette dérivée ne permet pas en général d'avoir une solution analytique pour

l'estimateur du maximum de vraisemblance de 0. On a alors recours a des outils numériques
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pour optimiser la fonction de vraisemblance (Marshall et Mardia (1984), Sacks et al. (1992)).
Ces techniques sont souvent tres coliteuses et engendrent parfois quelques problemes de
maximum local (Warnes et Ripley (1987)). Toutefois Costa et al. constatent apres simulations
qu'un maximum local est suffisant comme estimateur de 0. Sacks, Schiller et Welch (1989)
proposent une autre méthode que 1'estimation pour choisir le parametre de corrélation (étude
de la robustesse de 6) que nous allons présenter dans le paragraphe suivant. Celle-ci ne pose
pas de probleme de maximum local mais parait plus coliteuse. La détermination de ce
parametre reste a I'heure actuelle une question ouverte, et la difficulté majeure avec ce type de

modele.

Liste de références bibliographiques traitant différents problémes quant a la fonction de
corrélation :

¢ Présentation de différentes fonctions de corrélations avec leurs avantages et
inconvénients : Sacks, Welch, Mitchell et Wynn. (1989+discussions), Koehler et Owen
(1996), Christensen (1990).

® Propriétés asymptotiques de l'estimatewr du maximum de vraisemblance des
parametres de la covariance : Ying (1993).

e Algorithmes pour maximiser la fonction de vraisemblance : Mardia et Marshall
(1984) et Welch et al.(1992).

e Comment mettre en €vidence au travers la covariance, l'importance de ertains
facteurs : Costa, Pronzato et Thierry. (1999).

¢ Difficulté qu'il y a a déterminer le maximum de vraisemblance numériquement :
Warnes et Ripley (1987).

¢ Alternative au maximum de vraisemblance pour choisir les parametres de la fonction
de corrélation : Sacks, Schiller et Welch (1989).
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1.4. Les plans pour une approche par résidu aléatoire

Le prédicteur dépend fortement des points de simulation (d'expériences), au travers les
matrices X, R et r, mais surtout Yp, le vecteur des observations. Sélectionner mn bon plan
d'échantillonnage est donc la clef pour construire un prédicteur efficace. Pour cela il faut
définir comment mesurer la qualité d'un plan.

Supposons la taille du plan N et la fonction de corrélation fixées. Dans cette quatrieme
partie, nous allons présenter trois criteres utilisés en expériences simulées pour sélectionner
des plans de bonne qualité : l'erreur quadratique moyenne intégrée, I'entropie et la distance
maximin.

On note D l'ensemble des plans d'échantillonnage de taille N, adaptés a l'estimation du
vecteur des parametres du modele B (cf. § 1.2.1).

14.1. L'erreur quadratique moyenne intégrée

Le modele présenté dans ce chapitre est sans erreur de mesure, on peut donc espérer
trouver un plan qui minimise la différence entre le réponse du simulateur et sa valeur prédite.
Pour cela Sacks et Schiller (1988) et Sacks, Schiller et Welch (1989) proposent d'utiliser

l'erreur quadratique moyenne intégrée.
Définition 1.10

D*eD est un plan de IMSE (Integrated Mean Squared Error) minimale si
J(D*)=min{ J(D), DD },
ou
_1 Vi)l
J(D)_sz[mrE[Y(x) Y(x)] dx.

Remarque : Il est possible d'inclure une fonction de poids dans l'intégrale de l'erreur

quadratique moyenne.

La IMSE peut s'écrire sous la forme matricielle
0 'ZY' (‘200200 'Z()'r(x)
2
Sacks, Schiller et Welch (1989) remarquent que si Z(x) et r(x) se décomposent en produit de
fonctions a une seule variable, alors 1'intégrale sur [0,1]d se simplifie en produit d'intégrales a
une dimension. Cette remarque est intéressante car minimiser la IMSE revient a optimiser
numériquement une fonction a Nxd composantes, ce qui cofite trés cher. Par exemple, Sacks,
Welch, Mitchell et Wynn (1989) utilisent une technique d'optimisation quasiNewton sur un
calculateur Cray X-MP/48. IlIs mettent 11 minutes a minimiser la IMSE sur les plans a d=6

facteurs de taille N=16. De plus, comme cela arrive souvent, ces méthodes numériques

d'optimisation aboutissent a un minimum local.
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On remarque aussi que ce critere dépend du modele choisi. Autrement dit, un plan n'est
optimal que pour un modele donné et si I'on souhaite en changer, il est nécessaire de refaire
les calculs pour trouver un nouveau plan. Bien entendu cela cofite cher, mais le principal
inconvénient de ce critere vient du fait que le modele dépend du parametre de corrélation 6.
Or celui-ci n'est pas connu lors de la planification puisque généralement il est estimé par
maximum de vraisemblance, c'est-a-dire a partir d'observations. Sacks, Schiller et Welch
(1989) proposent une étude de robustesse pour pallier ce probleme. Pour cela ils se fixent un
ensemble © de valeurs de 0 et calculent le coefficient d'efficacité du plan de IMSE minimale
pour un O fixé par rapport aux plans de IMSE minimale calculée pour les autres valeurs 6; de
0,

Jo(Dy) /14(Dy),

ou k représente la IMSE calculée pour 0. Cette technique cofite cher puisqu'elle nécessite
'optimisation de la IMSE pour différentes valeurs de 0, mais elle permet non seulement de
choisir le plan le plus robuste aux variations du parametre de corrélation, mais aussi de fixer

ce parametre sans avoir a l'estimer par maximum de vraisemblance.
1.4.2. L'entropie
Dans son travail sur les plans bayésiens, Lindley (1956) propose un critére basé sur
l'entropie d'un vecteur aléatoire définie par
Ent(Z) = -E (Inf(2)) = - j f(z) Inf(z)dz,

ou f est la densité de probabilit¢ de Z. Celle-ci permet de mesurer la quantité d'information
fournie par 1'expérimentation.

Si I'on considere que le domaine d'échantillonnage E est discret, alors le critere d'entropie
sélectionne le plan D qui minimise

E, {En(Y5| v, )}

ot D =E\D. Schwery et Wynn (1987) utilisent alors la décomposition classique de 1'entropie
Ent(Y) = Ent(Y,) +EYD{Ent(Yﬁ | YD)}

pour montrer que ce critere est équivalent a maximiser l'entropie de Yp, puisque l'entropie
totale du systeme, Ent(Y), est fixée.

Définition 1.11

D*c Dest un plan d'entropie maximale si
Ent (YD*) =max { Ent (YD), DeD}

Dans le cas particulier ou Z est un vecteur aléatoire gaussien, I'entropie de Z est alors égale a
In(det(cov(Z))) aux constantes pres, donc maximiser l'entropie de Yp est équivalent a

maximiser le déterminant de la matrice de corrélation.
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Proposition1.12

Dans le cas gaussien, D' c D est d'entropie maximale si et seulement si
det (RD*) =max { det (RD) ,DeD},

ou Rp est la matrice de corrélation aux points du plan D.

Tout comme pour le critere IMSE, sélectionner un plan par le critére d'entropie cofite treés cher
puisqu'll faut optimiser une fonction a Nxd composantes. Currin et al. (1991) proposent un
algorithme adapté de celui de Mitchell (1974) DETMAX qui successivement supprime et
ajoute des points pour améliorer le plan (DETMAX est un programme qui sert a la recherche
empirique de plans d’expériences D-optimaux). Ici aussi, un plan n'est optimal que pour un
modele donné puisque le critere d'entropie dépend de la fonction de corrélation et de son

parametre .
1.4.3. La distance maximin

Nous avons remarqué que les deux criteres précédents dépendent du modele au travers

la fonction de corrélation. Or celle-ci est souvent choisie stationnaire de la forme

R(x,u)=g( d(x.y) )

ou g est une fonction sur R et d(.,.) définit une distance sur [(),l]d. Donc seuls les points les
plus proches deux a deux contribuent de fagon significative au déterminant de la matrice de
corrélation. L'idée est donc de trouver un plan tel que la distance minimale entre deux points

soit la plus grande possible. C'est ce que Ton appelle la distance maximin.

Définition 1.13

D*e D est un plan de distance maximin si
mind(x,y)=max { mind(x,y), DeD}.
x,yeD x,yeD

Ce critere a été proposé par Johnson et al. (1990) qui définissent aussi un critere minimax. Ils
ont démontré que si la fonction g est décroissante par rapport a d(.,.) (par exemple, une
corrélation gaussienne) alors un plan d'entropie maximale est, dans certain sens, un cas limite
des plans de distance maximin (i.e pour R quand k tend vers l'infini).

Ce critere dépend encore du modele puisque la distance doit €tre choisie en fonction de la
forme de la fonction de corrélation. Cependant, un plan de distance maximin est maintenant

indépendant du parametre de corrélation 0, qui rappelons-le, n'est pas connu a priori.
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Bilan de I'approche par résidu aléatoire

Cette approche est particulierement bien adaptée au probleme des simulateurs
déterministes. En effet, rappelons que dans ce cas les simulations sont sans erreur de mesure,
il parait donc logique que le prédicteur passe par les observations. Cependant nous avons vu
que cette particularité du modele est intéressante uniquement dans le cas ou le nombre

d'observations n'est pas trop important, sinon on obtient vite un prédicteur tres irrégulier.

L'idée d'introduire dans le modele un processus permettant de tenir compte du caractere
spatial des données est intéressante. Toutefois, nous avons vu - et certains auteurs ont déja
remarqué - que le processus joue un rdle prépondérant dans le modele, et que la partie
déterministe n'a qu'une contribution mineure. Ce qui pose quelques problemes. En effet, est-il
raisonnable de baser toute la prédiction sur la distribution que 1'on impose au processus a
priori? De plus, nous avons vu que le prédicteur est trés peu robuste aux variations du
parametre de corrélation. Or nous savons qu'en pratique ce dernier n'est pas facile a

déterminer.

En conclusion, 1idée d'utiliser un modele en deux parties est intéressante si toutefois on

arrive a équilibrer le role joué par chacune d'elles, trouver un bon compromis.

En ce qui concerne les plans, regardons point par point s'ils répondent aux principaux
objectifs fixés en introduction.

1. Ces plans ne permettent pas d'analyser différents modeles avec cependant une
nuance suivant les criteres. La IMSE est tres rigide puisque les plans dépendent a la
fois de la partie déterministe du modele et de la fonction de corrélation. L'entropie
ne dépend plus que de la matrice de corrélation mais suppose que le parametre 6 est
fixé. Il semble donc que le critere le plus souple soit celui de distance maximin.

2. En ce qui concerne l'efficacité de ces plans, 1'ordre de préférence des criteres est
inversé. En effet, pour la IMSE, on minimise directement la différence entre la
réponse du simulateur et la réponse prédite, donc I'erreur est minimale. Le critere
d'entropie étant considéré comme un cas limite du critere de distance maximin, il
semble plus efficace que ce dernier.

3. Aucun des trois criteres ne permet d'avoir des plans qui "remplissent"
uniformément le domaine d'échantillonnage. L'entropie et la distance maximin ont
tendance a privilégier les bords du domaine et a délaisser l'intérieur. Les points
obtenus par IMSE semblent mieux répartis mais on peut remarquer que projetés sur
des marges de dimension inférieure, la répartition est moins bonne puisqu'il y a des
répétitions. Ceci peut poser des problemes si la réponse du simulateur a prédire
dépend en fait que d'un sous-ensemble des variables d'entrée.
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IMSE Entropie Distance maximin
o [® O
° o
o Q
o ) o
o o q
o
o] (o o] a

Exemple issu de I'article de Koehler et Owen (1999) de plans de taille 6 sélectionnés par les 3 criteres

4. Comme nous l'avons signalé ces criteres colitent tres chers puisque les trois

nécessitent l'optimisation numérique d'une fonction a Nxd variables. Certains

auteurs ont envisagé diminuer le temps de calcul en limitant la recherche a certaines

classes de plans que nous allons définir dans le chapitre suivant. Nous pouvons citer

Bates, Buck, Riccomagno et Wynn (1996) qui définissent leurs plans dans la

catégorie des réseaux de rang 1, ie construits a partir des suites de faible

discrépance (cf. 2.3). Park (1994) propose un algorithme pour trouver le plan

vérifiant 'un des trois criteres parmi des hypercubes latins (cf. 2.2.3). Tang (1994)

construit des tableaux orthogonaux basés sur des hypercubes latins de distance

maximin (cf. 2.2.4).
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2.Approche par
échantillon aléatoire

La deuxieme approche envisagée dans la bibliographie introduit 1'aléatoire non plus au
travers le modele comme précédemment, mais via l'échantillon. Elle est basée sur des
techniques utilisées en intégration numérique et a été proposées par Owen (1992) et Koehler
et Owen (1996).

La partie modélisation et estimation des parametres du modele étant trés simple, nous
nous sommes intéressés aux différents plans utilisés en intégration numérique. La
bibliographie sur ce sujet est particulierement abondante. Nous avons recensé trois grandes
méthodes d'échantillonnage, qui ont toutes pour principal objectif la répartition "uniforme"
des points du plan dans le domaine expérimental. Elles se différencient par la fagon de définir
l'uniformité de la répartition. La premiere impose aux points du plan de représenter
uniformément les marges de dimension fixée inférieure a d (i.e en projection). La deuxieme
méthode utilise une fonction de discrépance qui mesure la différence entre la répartition
empirique des points du plan et la distribution uniforme. Et la troisieme utilise des structures
de points qui couplent les avantages des deux méthodes précédentes.
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2.1. Modélisation et estimation

2.1.1. Le modele

Owen (1992) et Koehler et Owen (1996) proposent de modifier le modele du chapitre
précédent, en ne prenant en compte que la partie déterministe, c'est-a-dire la régression
linéaire.

Définition 2.1
Le modele est défini par

Y(x)=Z(x)B, Vxe[0,1]"

ou Z(x) est le vecteur du modéle et 3 le vecteur inconnu des paramétres du modeéle.

On suppose en fait que la réponse du simulateur peut se décomposer sur une base de
fonctions, et que seuls les termes prédominants de cette décomposition suffisent a la

modéliser.

On peut bien évidemment envisager toute sorte de fonctions pour Z(x), nous avons choisi
d'utiliser une régression trigonométrique (ou de Fourier) que nous définirons dans Ia
deuxieme partie. Celle-ci a pour avantage de former une base orthogonale de fonctions, ce qui

simplifie I'estimation des parametres du modele, comme nous allons le voir maintenant.

2.1.2. Estimation des parametres du modele

Il existe plusieurs techniques pour déterminer le meilleur vecteur des paramétres 3,
mais la plus naturelle est d'utiliser le critere moindres carrés

1

Q_ t i t

B= U[o,lr Z()Z(x) dF) fmd Z(X)Y(x)dF,
ot F est une distribution quelconque sur [0,1]%. Cependant, afin de simplifier les notations
nous allons la supposer uniforme sur [0,11% ce qui ne change en rien les résultats présentés.

Dans le cas ou la base choisie pour décomposer Y(x) est orthogonale, alors I'expression de

B se réduit a

B=], Z00¥(dx.

Ce qui permet d'éviter le calcul d'une inversion de matrice.

Si on note m le nombre de termes de la régression, alors 'Z(x)Y(x) est un vecteur de m

fonctions. L'ajustement du modele se ramene donc a l'intégration simultanée de plusieurs
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fonctions sur le cube unité. Y n'étant pas connue analytiquement, estimer les parametres du

modele revient a évaluer 1'intégrale d'une fonction simulée.
2.1.3. Estimation d'une intégrale : méthode de Monte Carlo

Les méthodes traditionnelles pour intégrer une fonction a une, deux ou trois variables
sont tres satisfaisantes, en revanche lorsque le nombre de facteurs augmente, ces méthodes
deviennent extrémement cofiteuses. Elles ne peuvent donc pas étre utilisées dans la
problématique qui nous concerne, c'est-a-dire pour intégrer une fonction simulée dont la
valeurs en un point du domaine d'intégration demande un temps de calcul considérable.

Dans ce contexte, les techniques employées pour évaluer une intégrale ont pour origine la
méthode de Monte Carlo. Soit f une fonction simulée sur le domaine [0,1]% on estime la

valeur de 1'intégrale de f,

If = jim]d f(x)dx ,

par la somme

N
if =ﬁ;f(xi),

ol x,...,xy sont des points choisis au hasard et indépendamment sur [O,l]d. C’est donc au

niveau de 1’échantillonnage qu’intervient 1’aléatoire, d’ou le nom de cette approche.

Remarque : La méthode de Monte Carlo n'est en fait qu'un cas particulier des méthodes

numériques d'approximation d'une intégrale, utilisant des formules du type Xwif(x) ou les w;
sont des nombres positifs de somme 1.

Cette méthode présente des avantages majeurs et c'est pourquoi elle a connu un tel
engouement depuis son apparition au milieu du 20°™ sigcle.
Pour toute fonction continue, la convergence de l'estimateur est assurée par la loi
forte des grands nombres.
Pour toute fonction de carré intégrable, le théoreme de la limite centrale permet
d'établir que la vitesse de convergence est égale a GN A2 et que la variance est égale a o’N!

on 67 est la variance de f(x) ou x est un vecteur aléatoire a valeurs dans [0, 1 e

On remarque que ces résultats sont totalement indépendants du nombre de facteurs, d, ce qui
n'est pas le cas des méthodes numériques traditionnelles. En revanche, il n'est pas possible

d'obtenir une majoration de l'erreur mais uniquement un intervalle de confiance.

Si on applique cette méthode pour estimer les parametres du modele défini précédemment,
on obtient

B=(],, zoozwax) &Y z0)ves).

i=1
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Proposition 2.2

L’opérateur de covariance de l'estimateur [3 est de la forme

L zozora) = ([2ozcera)

ou ¥ est la matrice carrée d'ordre m de la covariance de 'Z(x)Y(x).

Dans le cas ou la base est orthogonale, 1’opérateur de covariance est réduit a cov('Z(x)Y(x)).

Différentes modifications sur le choix des points ont été apportées a la méthode de Monte
Carlo afin d'améliorer son efficacité. Dans ce chapitre nous allons faire un rapide état des
lieux des trois principales méthodes que nous avons trouvées dans la bibliographie. La
premiére technique dérivée de la méthode de Monte Carlo consiste a réduire la variance 6.
On utilise pour cela des plans d'échantillonnage possédant une bonne répartition marginale de
leurs points, notamment des hypercubes latins et tableaux orthogonaux, que I'on randomise.
On suppose en fait que si le plan a une répartition uniforme de ses points sur les marges, alors
il a des chances de bien représenter tout le domaine. La deuxieme méthode a pour origine la
constatation suivante. Les points d'échantillonnage x,....xx doivent formés une suite de
nombres aléatoires, or, en pratique, il est impossible de disposer d'une telle suite car, en
informatique, le hasard est généré par des algorithmes déterministes. On parle alors de suites
pseudo-aléatoires. Puisque les points ne sont pas réellement choisis au hasard, autant leur
imposer certaines contraintes de fagon a obtenir "mieux" qu'une suite aléatoire, c'est-a-dire
obtenir une meilleure vitesse de convergence que N'?. Ces méthodes sont connues sous le
nom de quastMonte Carlo et parmi celles-ci, nous étudierons en particulier la méthode des
réseaux (lattice). Enfin, la troisieme méthode est une méthode hybride des deux autres. Elle
permet de réduire la variance en utilisant des structures de points ayant des propriétés de
répartition marginale, tout en diminuant la vitesse de convergence griace aux suites pseudo-

aléatoires.
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2.2. Méthodes de réduction de la variance

La vitesse de convergence de l'estimateur de l'intégrale ainsi que sa variance
dépendent de 62, la variance de f(x) ol x est un vecteur aléatoire de distribution uniforme sur
[0,1]° Les méthodes que nous allons décrire maintenant ont pour but de réduire cette
variance. L'article de référence sur ces techniques est celui de Mc Kay et al. (1979), mais on
peut aussi citer Owen (1992/94) qui publie beaucoup sur le sujet, ainsi que Stein (1987), Loh
(1993/96) et Tang (1993/94).

Tous les auteurs que nous venons de citer ont la méme approche pour réduire o’ IIs
utilisent une technique d'échantillonnage a plusieurs degrés de facon a obtenir des points

ayant une bonne répartition lorsqu'on les projette en dimension inférieure a d.
2.2.1. Echantillonnage a deux degrés

Soit I={1,...,d}, 'ensemble des index des facteurs. On découpe chaque arréte du cube
unité en un nombre fini de segments de méme longueur que I'on numérote de 0 a g-1 ou i€l
désigne la ieme arréte. On munit chaque ensemble {0,...,qi-1} de la loi d'addition modulo ;.

On obtient ainsi une partition du cube unité en

[1a

iel

cellules, indexées par les éléments du groupe abélien fini G= X (Z/q:).

A

3

2

1 0 e 1

0 - O\ 0 /
1 0 1 } 2 1

Point d'échantillonnage de
la cellule (1, 2, 0)
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Définition 2.3

Un échantillonnage a deux degrés consiste a
1°" degré : choisir les cellules du cube unité représentées par le plan

2°™¢ degré : tirer au hasard un point dans chaque cellule sélectionnée au

1 degreé.
Un point d'échantillonnage X est alors la réalisation d'un vecteur aléatoire de la
forme
C.+€.
X, = I j=1,...,d
9;

ou c=(cj,...,cq)e G représente la cellule dans laquelle se trouve le point X, et
€=(€1,...,€4) est un vecteur aléatoire de distribution uniforme sur [0,1 f, qui désigne a

quel endroit le point se trouve dans la cellule.

Remarque : Il est aussi possible de représenter la cellule par son centre, c'est-a-dire choisir
c+1/2 ala place de c.

On peut noter que la méme cellule peut étre représentée plusieurs fois dans le plan puisque le

second degré de 1'échantillonnage engendre des points différents.

Dans cette technique d'échantillonnage seul le premier degré est controlable. Le plan est
donc choisi par les cellules qu’il représente. Comme nous I'avons signalé en mtroduction, ce

choix se fait par rapport a des propriétés de projection que 1'on définit a partir des J- marges.
Définition 2.4

On note E={ [0,1/q{,....[(qi-1)/q; ,1] }, i€ I, l'ensemble des segments de la ieme arréte
de [0,1]°. Alors pour tout JI, on appelle J-marge le produit cartésien

X E,.
ieJ

Les éléments de la J-marge s'appellent aussi des cellules.

Les différentes méthodes que nous allons présentées imposent au plan de représenter toutes
les cellules de toutes les J-marges pour | J | fixé. La difficulté pour parvenir a des résultats sur
la variance avec ce type d'échantillonnage réside dans le fait que les contraintes marginales
que l'on impose a I'échantillon sont croisées (i.e sur toutes les directions simultanément). Il est
alors nécessaire d'utiliser la décomposition de la variance dite croisée que nous allons

présenter.
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2.2.2. Décomposition de la variance

Soit D={1,...,d}, on note dx; la mesure uniforme sur la {j}-marge, dx; la mesure sur la

J-marge ou J=D\{j}, et de facon plus générale, pour tout UcD, dxy est la mesure uniforme sur
la U-marge et dxy sur la J-marge ou J=D\U.

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans [0,1]d, on note
p=] 00 dX,
les effets de f sur les marges a une dimension sont décrits par
f(X) = j[ e 10 X 1sjsd,
les effets sur les marges a deux dimensions sont décrits par

£,(X,X) = j[m]d (F—f—f-p dX  , . 1<i<j<d,

]

et plus généralement les effets sur les U-marges pour tout UcD

£ = j[m]d (f - V;va) dx._,, .

D'apres Efron et Stein (1981), si f est de carré intégrable alors on a la décomposition suivante
de f(X),

FX) =+ X8 () + ) 6K, X+, (K0 Xy)
j i<
1) +Z f; (X, s'appelle la partie additive de la fonction. On note r le reste d'ordre un de la
fonctijon, ie
1(X) = f(X) - (u +Z £ (X j)J .
Une fonction est dite additive si sa décomposition scje restreint a sa partie additive.
A partir de cette réécriture de f on déduit facilement la décomposition de la variance.

Proposition 2.5

Si f est de carré intégrable alors la variance de f(x) se décompose comme suit

On remarque que la variance se décompose suivant les effets sur les marges a une, deux,...,
d dimensions. Nous allons voir avec la méthode d'échantillonnage suivante, que si I'on impose
une répartition uniforme des points de 1'échantillon sur toutes les marges a une dimension, on

peut supprimer de la variance les effets de f sur ces marges, c'est-a-dire réduire la variance.
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2.2.3. Méthode des hypercubes latins

Pour cette méthode on découpe chaque arréte du cube unité en un méme nombre de
segments de méme longueur, q;=...=q¢=N, de facon a obtenir N cellules de [0,1]". Les
cellules représentées dans le plan sont alors choisies a partir d'un hypercube latin.
Définition 2.6
Le tableau P=(p;j) d'ordre Nxd a éléments dans (Z/N) est un hypercube latin si V], | J

|=1I toutes les cellules de la J-marge sont représentées une fois chacune par les lignes

de P.
\ \
I s o % % o x ox w w 1 > ®x
-] )\ ]
X X
° X
° X
A L
7| X 7 X
° X
o
X
° X
° X
° o X
X; L.
1 1

Plan d'échantillonnage issu d'un hypercube latin a Plan d'échantillonnage issu d'un hypercube latin a
éléments dans (Z/9) éléments dans (Z/3)

Un hypercube latin est une structure trés simple a construire puisqu'en fait chaque colonne est

une permutation de 0,...,N-1.

Principe de la randomisation

Utiliser un échantillonnage a deux degrés conduit a un estimateur biaisé de l'intégrale,
alors pour contourner ce probleme, on randomise le premier degré. Cependant, la
randomisation ne doit pas se faire n'importe comment, car on risquerait de perdre la
répartition uniforme des points d'échantillonnage sur les J-marges. Une randomisation doit

donc vérifier les deux principes suivants.

¢ Elle doit conserver la structure d'origine du premier degré (hypercube latin, tableau
orthogonal,...).

e ['estimateur doit étre sans biais.
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Dans le cas d'un hypercube latin, la randomisation est tres simple puisqu'il suffit d'effectuer
une permutation aléatoire de 0,...,N-1 sur chaque colonne de P, ce qui ne change rien a sa
structure. Un point d'échantillonnage X est alors défini par

T(p.) +E&.
X, = PG ieq
ou chaque T; est une permutation aléatoire de 0,...,N-1 uniformément distribuée parmi les N!
permutations possibles. Ces permutations sont indépendantes entre elles.
L'idée de randomiser pour construire un échantillon vient de Patterson (1954) mais ce sont Mc
Kay et al. (1979) qui ont utilisé en premier cette technique pour l'intégration numérique.

Etude de la variance et de la vitesse de convergence de l'estimateur

On note ffHL l'estimateur de l'intégrale utilisant un échantillon construit a partir d'un

hypercube latin. Comme nous I'avons dit, cet estimateur est sans biais.

Dans un premier temps, Mc Kay ef al. (1979) ont montré que sa variance pouvait se
décomposer de la facon suivante

varIf , = N6’ + N(N = 1) cov(f(X,, X)) ,
puis, dans le cas particulier ou f est monotone par rapport a chacun de ses arguments, que
cov(f(X1,X>))<0, autrement dit que

var If, ,; < varIfy,,

ou ffMC est l'estimateur de l'intégrale par la méthode de Monte Carlo. Ce résultat est

intéressant car c'est le seul que l'on ait a taille finie d'échantillon, toutefois la contrainte

imposée a f est tres forte.

Dans le cadre plus large des fonctions de carré intégrable, Stein (1987) donne un résultat
asymptotique sur la variance de 1’estimateur en fonction du reste d’ordre un de la fonction (p.
43)

var If,, = N[ (X )dX =var if,c ~N"'Y [ f?dX +o(N"'),
J

ou, rappelons-le, varlf,.=N"'c. Il montre ainsi quil y a réduction de la variance par

rapport a la méthode de Monte Carlo méme si la variance reste d'ordre O(N™'), mais surtout
que cette réduction ne se fait pas n'importe comment. On s'apercoit en effet que ce sont les
effets de f sur les marges a une dimension qui sont supprimés de la variance. Ainsi, si f est

une fonction additive, la variance est de I'ordre de o(N!) et non plus ONh.

Cependant, ce résultat est asymptotique, il faut donc se poser le probleme de la vitesse de
convergence de l'estimateur vers p. Il existe pour cela deux théoremes de la limite centrale,
I'un démontré par Owen (1992) dans le cas des fonctions bornées, et I'autre démontré par Loh
(1993) avec des conditions plus faibles sur f,

N (ify —1)—— N (0,[r(X )ax ).
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On retrouve la méme vitesse de convergence que pour la méthode de Monte Carlo, N2, mais
avec une variance asymptotiquement plus petite.

Si on applique la méthode des hypercubes latins pour estimer les parametres du modele,
alors on obtient la proposition suivante sur 1’opérateur de covariance de l'estimateur.
Proposition 2.7

La matrice de covariance de l'estimateur des paramétres du modéle pour la méthode
des hypercubes latins est de la forme

J r’dx JI;I} dx

sym _[r,,zldx

oil r; est le reste d'ordre un de la iéme composante du vecteur des fonctions ‘Z(x)Y(x),

i=1,....m

Actuellement, cette méthode d'échantillonnage basée sur les hypercubes latins est la
plus (voir la seule) utilisée. En effet, non seulement elle améliore nettement la méthode de
Monte Carlo, mais de plus, elle est tres simple a mettre en place, puisque la construction d'un
hypercube latin ne pose pas de probleme. On peut aussi noter que les hypercubes latins sont
souvent utilisés dans l'approche par résidu aléatoire, ce qui permet de restreindre la recherche
d'un plan (par critere d'entropie, distance) a une classe de plans.

2.2.4. Méthode des tableaux orthogonaux

Un hypercube latin impose aux points d'échantillonnage des contraintes sur les marges
de dimension 1. Nous avons vu que cela a pour conséquence de supprimer de la variance les
effets de f sur ces marges. Nous allons voir maintenant que ce résultat se généralise aux
marges de dimension quelconque. Pour cela on utilise des tableaux orthogonaux.

Pour cette méthode on découpe chaque arréte du cube unité en un méme nombre de segments
de méme longueur, q;=...=q¢=q.

Définition 2.8
Soit T un tableau d'ordre Nxd a éléments dans (Z/q). T est un tableau orthogonal de

force t, I<t<d a q symboles, et d'index L, si et seulement si dans tout bloc formé de t
colonnes de T, tous les éléments de (Z/q)’ figurent un méme nombre de fois ) chacun.
On le note OA;(N,d,q,t) ot N=\q'.

Remarque : Un hypercube latin est un tableau orthogonal de force 1.



Propriété 2.9
Si on effectue une permutation de 0,...,q-1 sur chaque colonne d'un tableau

orthogonal de force t, on garde un tableau orthogonal de force t.

X
X

2 x |X

2 X X | —X
O’/X /( | « o //X X
i/ o | X
o/ O/ X
X 0 X
O/X _X X i /T)X//X .

T n/ o)

/ 0 1 2 & 0 1 2

Tableau orthogonal de force 2 Tableau orthogonal de force 1
projeté sur une face puis une arréte projeté sur une face puis une arréte

On remarque sur les dessins ctdessus que certaines parties du domaine d'échantillonnage ne
sont pas représentées par le tableau de force 1 alors qu'elles le sont par le tableau de force 2.
On peut alors supposer que plus un tableau est de force élevée, plus la répartition des points

d'échantillonnage est uniforme dans [O,l]d.

Comme précédemment, on peut utiliser un tableau orthogonal randomisé pour construire le

plan d'échantillonnage et obtenir un estimateur sans biais.

Etude de la variance et de la vitesse de convergence de l'estimateur

On note If,, I'estimateur utilisant un échantillon construit a partir d'un tableau

orthogonal de force t. Owen (1992) a démontré le résultat suivant
varlf,, = E’I £2dX +o(N" .
>t

Ce qui peut encore s'écrire sous la forme plus explicite suivante,
var ifo A = var ffMC -N"' ; _[fuz dX+o(N7").
Ifuist
Il y a réduction de la variance par rapport a la méthode de Monte Carlo, et de la méme fagon

que précédemment, c'est-a-dire que les effets de f sur les marges a u dimensions pour u=1,...,t

sont supprimés de la variance. Plus généralement, si on note If,,, I'estimateur construit avec

un tableau de force t et ffo A l'€stimateur construit avec un tableau de force s<t, on a

var Ify ., = var ify,,~N" Y [ fldX+o(N7).
s+]£‘u‘£t

Donc on améliore aussi la méthode des hypercubes latins, en résumé, plus la force du tableau
est élevée et plus on réduit la variance.
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De méme que précédemment, ce résultat est asymptotique, il faut donc se poser la question
de la vitesse de convergence de l'estimateur vers u. A I'heure actuelle un seul théoreme de la
limite centrale a été établi par Loh (1994) mais uniquement dans le cas ou le nombre de

facteurs est égal a trois (avec des contraintes relativement faibles sur f).

Alternative a la randomisation des tableaux orthogonaux

Cette altermative est proposée par Tang (1993), elle consiste a construire de fagon
aléatoire un hypercube latin a partir d'un tableau orthogonal de force 2. Soit T=(tj) un
0OA(q*,d,q,2) randomisé (permutation aléatoire de ses colonnes), pour chaque colonne du
tableau on remplace le symbole ke {0,....,q-1} par une permutation aléatoire de kq, kq+1.,...,
(k+1)g-1, pour obtenir un hypercube latin randomisé P. Réciproquement, a partir de
I'hypercube latin, on récupere le tableau T en utilisant la relation

t; = lqij /qJ > izlquza
ou [x] est égal au plus petit entier supérieur ou égal a x. Par exemple, si T est un OA(4,2,2,2)

T‘0011 001 P‘0132
01 01 13,2 o 31 2/

Cette technique est en fait une méthode d'échantillonnage a trois degrés. On partitionne une

randomisé

premiere fois le cube unité en g grandes cellules, puis on découpe chacune de celles-ci en g

petites cellules. La méthode d'échantillonnage de Tang consiste alors a

1" degré : choisir des grandes cellules parmi les p®, de fagon a ce qu'elles forment un
tableau de force 2.

peme degré : choisir une petite cellule a l'intérieur de chaque cellule sélectionnée au
1" degré, de fagon a ce qu'elles forment un hypercube latin.

3*™¢ degré : choisir au hasard un point a lintérieur de chaque petite cellule

sélectionnée au 2°™° degré.

«— lerdegré
/ < 04 3eme degré
\
2eme degré

Quel est l'intérét d'utiliser un hypercube latin construit de cette facon? Tang (1993) a
montré, indépendamment de Owen, que cela permettait de supprimer de la variance les effets
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de f sur les marges a une et deux dimensions (car force 2). Il n'y a donc pas a priori
d'amélioration de la méthode de Owen dans le cas général. Et pourtant les points
d'échantillonnage sont mieux répartis dans le cube unité puisqu'on leur impose simultanément

des contraintes sur les marges a une et deux dimensions.

. X . X . XX
. X - lx
. X . X
- X . X . . XX
Hypercube latin Hypercube latin construit OA(2)

a partir d'un OA(2) (Tang)

Projection de différents plans sur une face du cube unité

Tang a tout de méme démontré que dans le cas particulier ou la fonction est additive, sa
méthode s'avere plus efficace. En fait, l'intérét de cette méthode ne vient pas des résultats
obtenus mais de son principe de base, c'est-a-dire 1'idée "d'emboiter un hypercube latin dans
un tableau orthogonal". Cette technique a une généralisation tres intéressante que nous

présenterons brievement avec la troisieme méthode d'échantillonnage.
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2.3. Méthodes quasi-Monte Carlo

Les méthodes quast Monte Carlo, encore appelées méthodes d'équidistribution, ont été
abondamment étudiées depuis leur apparition dans les travaux de Koksma (1942/43) et
Hlawka (1964). Elles ont pour origine des résultats issus de la théorie des nombres appliqués
a lI'analyse numérique. Les auteurs suivants ont publiés des ouvrages sur le sujet auxquels
cette premicre partie se réfere : Fang et Wang (1993), Fang, Wang et Bentler (1994), Hua et
Wang (1981), Wang et Fang (1990), Drmota et Tichy (1997), Sloan et Joe (1994). Cette liste

n'est pas exhaustive.

2.3.1. Méthodes quasi-Monte Carlo : discrépance

Majoration de l'erreur d'intégration

L'idée de base des méthodes quasi-Monte Carlo est de remplacer 1'échantillon aléatoire
de la méthode de Monte Carlo par une suite déterministe de points "bien choisis". Nous
parlons dans ce cas d'approximation de l'intégrale de facon a le différencier du cas de

l'estimation de 1'intégrale avec un plan d'échantillonnage a deux degrés. On note

(ﬁ=ﬁ2ﬂm,

ol X,...,xn est une suite déterministe des points de [O,l]d. Le critere de choix de ces points
varie selon le probleme traité. Dans le cas de l'intégration numérique, on utilise la fonction de
discrépance. Cette fonction permet de mesurer la différence entre la répartition empirique des

points et la distribution uniforme.

Définitions 2.10

Soit xj,...,xy une suite de points de [0,1]". La fonction de répartition empirique de
cette suite est définie par

N
Fu() =3 Y Tcry
i=1

ou 14 est la fonction indicatrice de A.

On appelle alors fonction de discrépance (ou discrépance) de la suite

HNF¥%MﬂFWU
tel0l

b

on U(t) est la distribution uniforme sur [0,1]°.

On dit qu'une suite de points est uniformément répartie sur [0,11° si

IéimD(N):O.
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Remarque : Lorsqu'on parle de limite quand N tend vers l'infini, on suppose en fait que
X1,...,XN fait partie d'une suite infinie de R. En général, on a une suite (X,)n>1 de Rd, et X[,...,XN

correspondent aux {x,} n=1 ot {x}=x mod 1.

D'apres cette définition, une suite est uniformément répartie si asymptotiquement sa
répartition empirique est treés proche de la distribution uniforme. Dans le cadre de l'intégration
numérique le résultat suivant, démontré par Drmota et Tichy (1996), justifie le choix de la
discrépance comme mesure de l'uniformité. Une suite de points est uniformément répartie,
c'est-a-dire que sa discrépance tend vers 0, si et seulement si

N
| L _
lim [N ;f(Xi)j - J[o,ﬂ" f(x) dx..

Il existe des variantes a la fonction de discrépance, discrépance étoile, discrépance I7,..., et
discrépance isotropique. Cette derniere est souvent considérée comme la discrépance car plus
facile 2 manipuler. Soit N(Y) le nombre de points d'une suite x,...,xy de [0,1]¢ vérifiant x<y
k=1,...,N. La discrépance isotropique est définie par

D(N) = sup N—IEIYl - V([O, y])

yeou]*

2

ou v([0,Y])=Y1..-Ya est le volume du rectangle [0,Y].
L'erreur d'intégration numérique est donnée par l'inégalité de Koksma-Hlawka suivante.

Théoreme 2.11

Soient f une fonction a variations bornées au sens de Hardy et Krause et xj,...,.xy une
suite de discrépance D(N). Alors

| If -Of |<V(f)DXN),

ou V(f) est la variation totale de f.

Pour la définition d'une fonction a variations bornées, on peut se référer a 1'ouvrage de
Niederreiter (1992). Ce qui importe ici est que V(f) est indépendant de N, donc la vitesse de
convergence de Qf est du méme ordre que D(N). Or comme nous 1'avons dit en introduction,
I'intérét des méthodes quasiMonte Carlo est d'améliorer la vitesse de convergence de la
méthode de Monte Carlo qui est NV 2, d'ou la définition suivante.
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Définition 2.12

On dit qu'une suite de points a une bonne répartition uniforme sur [0,1]° si sa

discrépance est de l'ordre de N 1* avec 0<e<1/2.

Estimation de l'erreur d'intégration

On remarque que dans les méthodes d'équidistribution rien n'est aléatoire, et la
majoration d'erreur obtenue est déterministe, contrairement a la méthode de Monte Carlo ou la
convergence est en loi. Toutefois, il n'est pas toujours possible de disposer de la majoration
d'erreur. En effet, dans la plupart des cas, on n'a aucune idée de l'ordre de grandeur de la
variation totale de la fonction puisque f représente la réponse d'un simulateur. On est alors
obligé d'estimer l'erreur d'intégration et pour cela Fang et Zhu (1993) proposent d'introduire
une perturbation aléatoire dans la suite en utilisant un échantillonnage a deux degrés. Soit
aj,...,an une suite de [0,1]“1 de discrépance D(N), on définit les points d'échantillonnage par

x =2+ i=L..N,

ou les €; sont des vecteurs aléatoires de distribution uniforme sur [0,1]d indépendants (la suite

aj,...,aN est choisie telle que aj+€i/Ne [0,1]d).

Il est impossible ici de randomiser le premier degré car sinon on perd la discrépance de la

suite (a;). Donc, en général, If n'est pas un estimateur sans biais de If mais uniquement
asymptotiquement sans biais avec une vitesse de convergence de l'ordre de O(D(N)) et une
variance de l'ordre de O(D(N)*) pour toute fonction a dérivées partielles bornées. Ce résultat
dépend uniquement de la discrépance de la suite choisie, il permet de comparer les méthodes

d'équidistribution avec les méthodes de réduction de la variance.

Il existe différents types de suites ayant une bonne répartition uniforme, par exemple les

suites de Halton qui ont une discrépance de l'ordre de O(N™'(logN)*!), d&>2, mais les plus

répandues sont celles que 1'on va étudier maintenant et que 'on appelle réseaux (lattice).
2.3.2. Les réseaux (lattice)

Définition algébrique des réseaux

Soit K I'un des corps Rou Qet V un K-espace vectoriel de dimension d.
Définition 2.13

Une partie L de V est un sous-réseau de V s'il existe une famille libre b=(by,...,b,) de V
telle que
L=Z b1+...+Z bt.

On dit que b est une Z-base de L.
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Soient L un sous-réseau de V et (by,...,b;) une Z-base de L. Alors t est égal a la dimension du
sous-espace engendré par les vecteurs de L, t=dimvect(L), il ne dépend pas de la Z-base
choisie pour L.

Définition 2.14

On dit que L est un réseau de V si et seulement si t=dim(V)=d.

Le réseau est souvent noté L puisqu'en anglais son nom est "lattice".

Supposons désormais que V=K% Le résultat suivant est di 2 Cassel (1959) et permet de
caractériser les réseaux sans faire intervenir la notion de Z-base. Nous donnons ici cette
caractérisation car dans la bibliographie sur l'intégration numérique, elle est souvent

considérée comme la définition des réseaux.

Proposition 2.15

Un sous-ensemble L de K est un réseau si et seulement si il vérifie les 3 conditions

suivantes
(i) si x et y appartiennent a L alors x+y et x-y aussi,
(ii) L contient d vecteurs linéairement indépendants,

(iii) il existe une sphere de centre 0 qui ne contient aucun point de L sauf 0.

On peut définir un certain nombre d'outils matriciels afin de travailler plus facilement avec le

réseau. Soit (by,...,bq) une Z-base d'un réseau L de V.

Définitions 2.16

Les vecteurs de la Z-base sont appelés générateurs du réseau.

La matrice M carrée d'ordre d dont les lignes sont formées des vecteurs de la Z-base,

s'appelle matrice génératrice du réseau.

On appelle déterminant du réseau la valeur absolue du déterminant de la matrice

génératrice M, det L=| det M |.

On appelle cellule unité le parallélogramme défini par
{7\41b1+...+7\4dbd; Oﬁliﬁl, iZl,...,d}.

Alors Cassels (1971) a démontré le résultat suivant.
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Proposition 2.17

Le déterminant du réseau est indépendant de la Z-base choisie. Il représente le
volume de la cellule unité et (det L) 'le nombre moyen de points du réseau par unité

de volume.

Les réseaux utilisés pour l'intégration numérique sont des réseaux rationnels particuliers,
dits réseaux d'échantillonnage.

Réseaux d'échantillonnage

Définition 2.18

Un réseau d'échantillonnage L est un réseau rationnel, i.e K=Q ,contenant Z°. Une Z-

=
a."""4q,;)

ou q; est un entier et a; un vecteur d'entiers i=I,...d. On appelle points

base de L est de la forme

d'échantillonnage du réseau les points de L|) [0,1]" , il y en a N=(det L).

Définition et propriétés 2.19
Soit L un réseau d'échantillonnage de matrice génératrice M. L'ensemble défini par
Lt={xeRY (x| y)eZ, Vye L}
s'appelle le dual du réseau L. 1l vérifie les propriétés suivantes
(i) L' est un réseau d 'échantillonnage,
(i) L* cZ2?= L'={xe 29 (x | y)e Z, Vye L},

(iii) ‘M est la matrice génératrice de L* et det L*=(det L)".

Démonstration : Soit (by,...,bgy) une Z-base de L @.e les lignes de M), on note c,...,cq les
colonnes de M. Alors (bilcj)=0;; 1<i,j<d donc les colonnes c;, i=1,...,d, appartiennent a L' De

plus tout xe L* peut s'écrire sous la forme
x=MM'x=c; (b1[|x)+...+ca(bd|X)

or (bi|x)e Z i=1,...,d par définition de L. Donc L* est un réseau de Z-base (C1,5e00,Cd)-
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Montrons maintenant qu'il est inclus dans Z% Si on note g, 1=1,...,d les vecteurs unités de Zd,
alors e;e L i=1,...,d puisque L contient Z%. Donc pour tout xe LL, (Xlep)=xeZ i=1,...,d, c'est-a-

dire xe 2%, [J

Les réseaux d'échantillonnage sont difficiles a manipuler pour deux raisons. La premiere est
que ce sont des ensembles de points infinis et non bornés (on remarque d'ailleurs que toute
translation par un vecteur formé de deux points du réseau, laisse le réseau inchangé). Or seuls
les points du réseau qui sont dans le cube unité, i.e les points d'échantillonnage, nous
intéressent et nous savons qu'il y en a un nombre fini. La deuxieme raison est qu'il n'existe pas
une unique Z-base pour un réseau de déterminant donné, i.e pour un réseau dont le nombre de
points d'échantillonnage est fixé. Le résultat suivant (Sloan et Joe (1994)) est trés intéressant
puisqu'il permet de caractériser de fagcon unique I'ensemble des points d'échantillonnage.

Proposition 2.20

Soit L un réseau d'échantillonnage. Il existe un unique entier r, le rang du réseau, et
une unique suite d'entiers qjy,...,q,, les invariants du réseau, vérifiant

qi+1 divise q; i=1,...,r,

tels que tout point d'échantillonnage s'écrit de facon unique

{zl%+...+; Z—} avec {x}=x (mod 1),

1 r

ou pour i=lI,...,r z€ (Z/q;) et a sont des vecteurs d'entiers a éléments dans (Z/q;)

appelés générateurs du réseau.

(%,...,%) s'appelle la Z-base canonique de L. Pour avoir une Z-base de L, il suffit de
1 r

compléter la Z-base canonique avec d-r vecteurs de Z°. On remarque que

(det L)fl =N-= H q

i=1

a a ) . . Y g
et que (q—l e ,q—rj est la Z-base canonique de L si et seulement si elle vérifie
1 r

{Zzi%}:(), 0<z<q & z=0i=1..,r.
i=1 i

On peut de plus vérifier aisément que si on note =PPCM(q;, i=1,...,r)=q; alors pour tout point

d'échantillonnage x, on a gqxe yAS
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Cette décomposition s'obtient a partir du résultat classique sur la décomposition des groupes
abéliens finis. Nous y revenons plus en détails dans la deuxieme partie, lorsque nous faisons
le lien entre réseaux et fractions régulieres.

Cas particulier des réseaux de rang 1

A partir de la proposition précédente, on peut définir la classe des réseaux de rang 1,
i.e engendrés par un seul générateur. En général un réseau de rang 1 de taille N est défini a

partir d'un vecteur g=(g,...,g24)€ (Z/N)d vérifiant les conditions suivantes.

g1::1
PGCD(g.N) =1, i=1....d
g#g, 1#]

En pratique, ces réseaux sont les seuls (ou presque) a étre utilisés. Les points

d'échantillonnage sont en effet tres simples a construire puisqu'ils sont de la forme
xk=kg (mod N), k=0,...,N-1.

De plus le dual a aussi une expression simplifiée
L=fhez’ (h]g)=0 modN)}.

Ce qui s'avere intéressant pour déterminer le vecteur générateur que 1'on doit choisir. En effet,
la qualité du plan d'échantillonnage dépend uniquement de g. En intégration numérique, les
vecteurs générateurs sont construits de facon a minimiser l'erreur de Koksma-Hawlka, qui
dépend de la discrépance de la suite mais aussi de la variation totale de la fonction. Afin de

simplifier cette construction, on se restreint a la classe des fonctions admettant un

développement en série de Fourier absolument convergent, Vxe[0,1)"
0 = Y. i) exp|2ri(n| x|
hezd
ou f(h) sont les coefficients de Fourier de la série,

f(h) = f[m]d exp[— 2ri(h| x)] f(x)dx, heZ®.

L'erreur d'intégration pour ce type de fonctions est donnée par la proposition qui suit.

Proposition 2.21

Soit L un réseau d'échantillonnage de rang 1. On note Qf l'approximation de
l'intégrale de f, If, sur les points d'échantillonnage de L. On a

lof —If|= Y f(h).

heL*—{0}
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Les réseaux ainsi construits s'appellent les "good lattice points". La bibliographie les
concernant est considérable, on peut trouver des tables de générateurs par exemple dans les
ouvrages de Hua et Wang (1981), Wang et Fang (1994) ou Sloan et Joe (1994). Si les
générateurs des réseaux de rang 1 sont construits a partir des fonctions admettant un
développement en série de Fourier, on peut supposer que le modele linéaire qu'il est

préférable d'utiliser doit étre de type trigonométrique.

La proposition suivante permet de faire le lien avec les hypercubes latins. Mais nous verrons
dans la deuxiéme partie qu'il est possible de généraliser ce lien aux tableaux orthogonaux de
force quelconque mais dans le cas ou ceux-ci sont linéaires, i.e des cas particuliers de

fractions régulieres.

Proposition 2.22

Le tableau P d'ordre Nxd dont les lignes sont définies par les points
d'échantillonnage d'un réseau de rang 1 est un hypercube latin.

Démonstration : Toutes les lignes de P sont de la forme kg (mod N), k=0,...,.N-1. Montrons
que chaque colonne de P est une permutation de 0,..,N-1. Si l'on prend deux éléments
distincts dans une méme colonne de P, ils sont de la forme kg (mod N) et k'g; (mod N) avec
k#k' (mod N). Supposons qu'ils soient égaux, alors kg=k'g; (mod N) < (k-k')g=0 (mod N) <
k=k' (mod N) puisque PGCD(N,g)=1. Donc tous les éléments de la colonne sont 2 a 2

différents et comme il y en N, ils forment nécessairement une permutation de 0,...,N-1. [J

Les réseaux de rang supérieur a 1 ont été tres peu étudiés et les résultats connus concernent
uniquement le rang 2. Les auteurs qui se sont penchés sur ce probleme laissent supposer que
les réseaux de rang supérieur a 1 sont tout aussi compétitifs que les réseaux de rang 1. Cette
hypothese repose essentiellement sur des tests numériques effectués pour le rang 2 (Sloan et
Walsh (1990)). Toutefois, Niederreiter (1992) a réussi a démontrer que les réseaux de rang 2
font aussi bien que les meilleurs réseaux de rang 1.

2.3.3. Propriétés de projection des réseaux d'échantillonnage

Certains auteurs se sont intéressés aux propriétés de projection des réseaux
d'échantillonnage (Sloan et Lyness (1989), Sloan et Joe (1994)). Ces propriétés peuvent en
effet jouer un role important dans le cas ou, lors d’une estimation, on est amené a traiter un
terme qui ne dépend que de s<d parametres. Il est alors intéressant de savoir si les projections
en dimension s du réseau utilisé gardent une bonne répartition de leurs points. Cette contrainte
marginale que 1'on impose aux réseaux ressemble beaucoup a la notion de force d'un tableau
orthogonal. Nous verrons dans la deuxieme partie qu'il existe effectivement des similitudes

dans le cas ou le tableau est linéaire.

Les propriétés suivantes permettent de connaitre dans un premier temps, la structure de la

projection.
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Propriétés 2.23

1) Toute projection d’un réseau est un réseau.
2) Si le réseau d’origine est de rang r et d’invariants qjy,...,q,, alors toute projection en

dimension s<d est de rang r’<r et d’invariants q’1,...q’» ou q’x divise qi pour I<k<r’.

La projection d'un réseau étant elle-méme un réseau, tout ses points sont distincts.
Cependant, on constate que si I'on projette deux points distincts d'un réseau en dimension
1<s<d, i.e si on omet (d-s) de leurs composantes, les deux points obtenus peuvent étre
confondus. Donc la taille du réseau projeté peut devenir tres petite par rapport a la taille du
réseau d'origine. La préoccupation des auteurs qui ont travaillé dans le domaine est de veiller
a ce que les projections du réseau soient des réseaux d'un ordre aussi élevé que possible. C'est
dans ce sens qu'ils ont défini les propriétés de projection qu'un réseau doit vérifier.

Soit un réseau d'échantillonnage de rang r et d’invariants q,...,qr,. On définit une Z-

c
4’ 7qa)’

ol ar1,...,aq sont des vecteurs entiers quelconques et qry1=...=q¢=1.

base en complétant la Z-base canonique

Définition 2.24

Soit s, I<s<d, une projection du réseau en dimension s est réguliere si elle forme un
réseau d’ordre q;X...Xqs et d’invariants qj,...,qs. On dit que le réseau est a projections

régulieres si les projections en dimension s, pour tout s, 1<s<d, sont réguliéeres.

Exemple 2.25 : Le réseau d'échantillonnage de Z-base

12D  A.LD (00D
6 > 2 1

est de rang 2, d’invariants 6,2,1. Ses projections en dimension 2 sont d’invariants 6,2 et celles
en dimension 1 sont d’invariant 6. Il est donc a projections régulieres.
En revanche, le réseau de Z-base

((3,1,1) ALO) (0,0,1))
6 * 2 > 1

n'est pas a projections régulieres. En effet, il est de rang 2, d’invariants 6,2,1 or sa projection
en dimension 2 sur les deux premiers facteurs est uniquement d’ordre et d’invariant 6, alors
qu’il faudrait qu’elle soit d’ordre 12 et d’invariants 6 et 2.

Un résultat sous forme matricielle (Sloan et Joe (1994)) nous permet de repérer plus
rapidement si un réseau est oui ou non a projections régulicres.
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Proposition 2.26

Soit Q la matrice carrée d’ordre d dont les lignes sont formées des vecteurs aj,...,aq de
la Z-base canonique complétée d'un réseau. Alors le réseau est a projections
régulieres si et seulement si la matrice Q peut s’écrire sous la forme d’une matrice

triangulaire supérieure unitaire (i.e des 1 sur la diagonale).

I1 faut faire attention de ne pas confondre la matrice Q et la matrice M génératrice du réseau.
Cette derniere est formée des vecteurs générateurs divisés par leurs invariants, ce qui n’est pas

le cas pour la matrice Q.

Exemples 2.27 :

1) Suite de I'exemple 2.25 : Pour le premier réseau, nous avons les vecteurs aj=(1,2,1) associé
a q1=6 et a,=(1,1,1) associé a q,=2. La matrice Q s’écrit
1 21
Q=1 11
0 01
En remplacant a; par a’>=a,-a;, on ne change rien a la structure du réseau mais Q peut alors se

mettre sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure unitaire

1 21
Q=0 1 0.
0 0 1

Ce qui confirme bien le fait que le réseau est a projections régulieres.

2) Tous les réseaux de rang 1 sont a projections régulieres puisque la matrice Q s'écrit

_ 1|g2 e 8a
o[t )

directement
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2.4 Une méthode hybride : les nets et les séquences

La méthode hybride que nous présentons maintenant est basée sur l'utilisation des nets
ou des séquences dont nous allons donner la définition. Elle permet de coupler les deux
criteres de qualité imposés par les méthodes précédentes, i.e

¢ Un échantillonnage a plusieurs degrés avec une répartition uniforme sur les différents
degrés.
¢ Une suite de faible discrépance.

Cette méthode n'est pas utilisée dans la deuxieme et troisieme parties de ce travail mais nous

en donnons un rapide apercu car elle semble étre une perspective intéressante.
24.1 Les nets (ou séquences) : méthode d'équidistribution

Cette méthode est considérée la plupart du temps comme une méthode
d'équidistribution. Les points d'échantillonnage sont construits a partir d'un net ou d'une
séquence dont nous allons donner brievement la définition. Voir les travaux de Sobol' (1967),
Faure (1982), Niederreiter (1987) et Mullen et al. (1995) pour plus de précisions sur

l'existence et la construction de ces structures de points.

Définitions 2.28

d'un nombre premier). On appelle pavé élémentaire en base b, un pavé de la forme

a a +1
H F’ blk

d
k=1

avec ay, et Iy des entiers positifs ou nuls, et a, < b* pour tout k.

seul terme de la suite.

suite sont dans [0,1]".

en base b, si pour tout k>0 et pour tout t>m, la suite finie (x )est un

kb'+17°°"2 x(k+1)b’

(mjt,d)-net en base b.

Soit b>2 un entier (en pratique b est toujours un nombre premier ou la puissance

Soit t un entier positif ou nul. On dit qu'une suite finie de N=b' points de [0,1]’ est
un (0,t,d)-net en base b, si tout pavé élémentaire en base b de volume b* contient un

Soit m<t un entier positif ou nul. Une suite finie de N=b' points de [0,11" est un
(m,t,d)-net en base b, si tout pavé élémentaire en base b de volume B"' contient
exactement b™ points de la suite. Le cas ou t=m revient a dire que tous les points de la

Pour tout m>0, une suite infinie x=(x;); de points de [0,11 est une (m,d)-séquence
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L'intérét de cette structure de points vient du fait qu'elle permet d'obtenir une répartition

uniforme sur tous les r-uples de coordonnées, pour 1<r<t. De plus cette propriété devient plus
forte quand le nombre de points de la suite croit, c'est-a-dire quand t augmente.

Dans certains cas il est possible de faire le lien avec les structures de points vue

précédemment.

(0,1,d)-net <——— hypercube latin

.....

..........

net en base N alors [Nx], i=1,...,N sont les lignes d'un hypercube latin de taille N.

(m,t,d)-net ——— OA([t-m/q])

Dans le cas des tableaux orthogonaux, il n'y a pas la réciproque. Si (%)i=1.... N €st un (m,t,d)-net

en base b alors, pour tout entier positif ¢€t-m, [b%x;], i=1,...,N sont les lignes du tableau
orthogonal OA(N,d,b",[t-m/q]).

(0,2,d)-net <«——— hypercube latin de Tang

.....

.....

net en base b, et réciproquement.

On peut aussi remarquer que plus m est petit, meilleure est la répartition. Faure (1982)
donne la construction de (0,t,d)-net et (0,d)-séquence en base p ou p=d est un nombre premier,

et Niederreiter (1987) étend cette construction en base b ou b>d est une puissance d'un
nombre premier.

Discrépance

Niederreiter (1987) fait un bilan des résultats établis sur la discrépance de ces suites, que
nous résumons dans la proposition suivante.

Proposition 2.29

Pour b>d, un (m,t,d)-net a une discrépance de l'ordre de O(N ! (log N 1) et une
(m,d)-séquence a une discrépance de l'ordre de O(N -1 (log N )d).
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Ce résultat n'est pas surprenant, en effet, nous avions émis I'hypothese que plus la force d'un
tableau orthogonal est élevée, mieux ses points sont répartis dans le cube unité. On peut donc
supposer que les contraintes marginales imposées aux nets ou séquences entrainent une
répartition uniforme des points d'échantillonnage dans [0,1]% donc une faible fonction de

discrépance. Ce qui est confirmé par la proposition.

2.4.2 Les nets (ou séquences) : méthode de réduction de la variance

Ce qu'il y a de tout a fait intéressant avec cette structure de points est que si l'on trouve
une randomisation des points (i.e qui laisse la structure inchangée) alors d'apres la proposition
2.29 la suite randomisée garde une discrépance de l'ordre de O(N'1 (log N) '1). On
peut donc majorer l'erreur d'intégration (de fagcon déterministe) grace a I'inégalité de Koksma-
Hlawka et l'estimer sans biais avec la randomisation.

Randomisation

La randomisation a été proposée par Owen (1995). Soit (x); un (m,t,d)-net ou une
(m,d)-séquence. Le ieme terme de la suite se note x=(xis,...,Xid) €t chaque composante s'écrit
en base b

—k
X = Z Xijb
k=1
ou 0<x;;<b. Une randomisation de la suite (x;); est une suite (X;); d'éléments Xi=(Xiy,...,Xiq) de

la forme Xij = Z’Xijkb"k avec X une permutation aléatoire des x;x définie par
k=1

X = T(x;)
Xij2 =T, (xijz)
Xijk = njxm..,xijk,l(xijk)
ou chaque m est une permutation aléatoire de 0,...,b-1 uniformément distribuée parmi le b!
permutations possibles. Elles sont indépendantes entre elles. Par exemple si on est en base 10
et si x;=0,123, on a x51=1, xj=2 et x;;3=3, d'ou
K =T(xy) =7(1)
Kip = T, (Xip) = T;(2)
Xij3 = chxij,xijz(xiﬁ) = ch12(3)

Si  l'on choisit les permutations T :{0 ->1-2..> 9}; T, :{0 —2,1->3..,9—> 1} et

Ty, :{()—) 31-4,...9—> 2} alors on obtient X;;=0,246.
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Proposition 2.30

Si (xi); est un (myt,d)-net (resp. une (m,d)-séquence) en base b alors (Xi); est un
(m,t,d)-net (resp. une (m,d)-séquence) en base b avec une probabilité de 1.

Soit x un point de [0,11° et X sa randomisation, alors X a une distribution uniforme
sur [O,I]d.

Ces résultats ont été démontrés par Owen (1995). Il prouve que la randomisation est bien
adaptée a l'intégration numérique puisqu'elle conserve la structure des points et l'estimateur

est sans biais.

Etude de la variance

On note Ify l'estimateur utilisant un échantillon construit a partir d'un net randomisé,

et ffs lestimateur utilisant un échantillon construit a partir d'une séquence randomisée. Si la
fonction est a dérivées partielles bornées, alors d’apres la proposition précédente et le

2d-2
)

paragraphe 2.3.1, la variance est de l'ordre de O(N%(log N)**?). Dans le cas des fonctions de

carré intégrable, Owen a démontré un résultat qui permet de comparer la variance de Ify a

celle de If),. . Pour cela, il n'utilise pas la décomposition croisée de la variance présentée dans

le paragraphe 2.2.2, mais une décomposition qui tient compte de la structure en arbre des nets.

En dimension un, dans le cas d'un (0,t,1)-net, on a
var I}”N <var I}‘Mc ,

et en dimension supérieure pour un (0,t,d)-net en base b>d,

)min( td-1)

var fj"N < (L

h—1 varffMC

I1 fait remarquer aussi que var ifN tend vers O quand N tend vers 1'infini. Ce comportement est

bien meilleur que celui de la méthode de Monte Carlo o N var ffMC =06, ainsi que celui des
méthodes basées sur les tableaux orthogonaux, qui tout en conservant une vitesse de
convergence de N'l, ne font que réduire o’

Les nets et les s€quences semblent étre des structures ayant de bonnes propriétés pour
construire des points d'échantillonnage, puisqu'ils allient répartition marginale uniforme et

faible discrépance. Bien que trés peu utilisés jusqu'a présent, ils semblent offrir une

perspective intéressante.
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Bilan de I'approche par échantillon aléatoire

Cette approche est assez peu réaliste en ce qui concerne le modele. Bien siir celui-ci

est tres simple et ne dépend pas d'une distribution a priori comme le précédent avec le

processus résiduel. Mais, il n'est pas raisonnable de supposer que la réponse du simulateur

peut se décomposer sur une base de fonctions et que seuls les termes prédominants de cette

décomposition suffisent a la modéliser.

En revanche, la technique d'échantillonnage a deux degrés semble E€tre la partie

intéressante de cette approche. Elle permet d'imposer des conditions aux plans avec le premier

degré tout en ayant un échantillon aléatoire. Les plans ainsi construits vérifient pratiquement

les quatre principaux objectifs fixés en introduction.

1.
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Aucune contrainte n'est imposée aux points du plans pour qu'il y ait existence de
l'estimateur. Donc les plans présentés dans ce chapitre permettent d'analyser n'importe
quels modeles de cette approche. Cependant, comme nous l'avons signalé, ces modeles
sont tres pauvres, il serait donc plus intéressant de savoir si les plans utilisés en intégration
numérique permettent d'analyser de facon efficace le modele de l'approche par résidu

aléatoire. Des tests numériques ont été effectués a cet effet. Ils sont présentés dans le

chapitre 5 et ne concernent que les tableaux orthogonaux.

. Les seules contraintes que l'on impose aux plans concernent leur distribution dans le

domaine d'échantillonnage. On suppose que plus les points sont répartis uniformément,
plus l'estimation est bonne. Cette hypothese semble étre confirmée par quelques résultats

sur la variance de l'estimateur, malheureusement ceux-ci sont asymptotiques.

Ces plans sont construits de facon a ce que les points d'échantillonnage soient répartis
uniformément dans le cube unité. C'est I'objectif principal des techniques d'échantillonnage

utilisées en intégration numérique, seules les méthodes pour "mesurer” 1'uniformité varient.

Ces plans pour la plupart sont construits a partir de générateurs. Numériquement, il n'y a
pas de probleme de cofit de construction, notamment dans le cas des hypercubes latins et
des réseaux de rang 1. Ce qui pose probleme dun point de vue théorique, est la
détermination des générateurs. Dans le cas des réseaux, nous avons vu comment ils étaient
construits. En ce qui concerne les tableaux orthogonaux, des techniques de construction
sont étudiées dans la troisicme partie.
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Introduction

A lissue de cette premiere partie, nous pouvons reconnaitre que chacune des
approches présente des qualités.

Il semble clair qu'en ce qui concerne la modélisation, il est préférable d'utiliser la méthode
par résidu aléatoire. L'idée d'introduire un processus résiduel est intéressante, si toutefois on
arrive a diminuer sa contribution dans le modele, afin d’éviter les problemes de robustesse du
prédicteur.

En revanche, pour ce qui est de la planification, les méthodes d'échantillonnage de
I'approche par échantillon aléatoire sont plus performantes. Nous avons notamment constater
que les criteres de qualité des plans ne dépendent pas du modele utilisé puisqu'ils sont basés

sur la notion de répartition des points dans le cube unité.

De ces deux approches nous retenons les deux idées suivantes

¢ e processus résiduel pour la partie modélisation,
e |'échantillonnage a deux degrés pour la planification, avec une contrainte de bonne
répartition des points pour le premier degré.

Dans le chapitre 3, nous allons proposer un nouveau modele. Celui-ci doit donc tenir
compte de la corrélation entre les points mais a la différence de l'approche par résidu

aléatoire, 1l doit aussi

e permettre a la partie fixe du modele de contre balancer le poids du processus
résiduel,

¢ tenir compte de l'effet du deuxieme degré de 1'échantillonnage, puisque celui-ci est
aléatoire.
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Dans le chapitre 4, nous allons définir la partie fixe du modele. En effet, celle-ci jouant
un role plus important, il est nécessaire de la choisir avec soin. Nous proposons donc une

régression trigonométrique ou modele de Fourier.

Enfin dans le chapitre 5, nous définissons les plans utilisés pour le premier degré de
I'échantillonnage. L'objectif étant toujours le méme que dans le chapitre deux, c'est-a-dire une
bonne répartition des points dans le cube unité. Toutefois nous allons enrichir la structure des
plans de I'approche par €chantillon aléatoire de fagcon a ce qu'ils soient bien adaptés a

l'ajustement d'une régression trigonométrique.

En résumé, nous proposons une nouvelle méthode qui associe les avantages des
approches par résidu et échantillon aléatoires, tout en atténuant leurs inconvénients.
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3.Nouvelle approche :
Le modele

Dans le premier chapitre nous avons vu que le modele proposé dans l'approche par
résidu aléatoire est particulierement bien adapté au probleme des expériences simulées. Il
semble que le processus résiduel soit la partie déterminante pour avoir une prédiction de
qualité. Toutefois, lorsque le modele repose uniquement sur le processus, cela engendre
quelques problemes, notamment de robustesse du prédicteur. Nous allons voir comment
contre-balancer le role du processus résiduel de fagon a ce que toutes les parties d modele
aient la méme importance. Ce qui permet de ne plus baser entierement la prédiction sur la
distribution a priori que I'on donne au processus.

Dans le chapitre deux, nous avons défini une méthode d'échantillonnage a deux degrés
qui permet d'imposer une bonne répartition des points du plan dans le cube unité. Nous allons
utiliser cette technique dans l'approche que nous proposons. Il est donc nécessaire que le
modele tienne compte de l'effet du deuxieme degré, qui rappelons-le, n'est pas controlable,
puisqu'il correspond a une perturbation aléatoire.

En résumé, le modele que nous allons présenter, est construit de fagon a

¢  Contre-balancer le poids du processus résiduel dans le modele,

¢ tenir compte du deuxieme degré de 1'échantillonnage.

A la fin de ce chapitre, nous étudions le comportement de ce nouveau modele,

notamment le role joué par chaque parties, et la différence avec le modele du chapitre un.
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3.1. Présentation du modele

Rappelons brievement en quoi consiste I'échantillonnage a deux degrés défini dans le
chapitre 2.2.

VA

2
1 0 _— 1
0 - & 0

1 0 1 2

Point d'échantillonnage de
la cellule (1, 2, 0)

On découpe en q segments de méme longueur chaque arréte du cube unité, de fagon a

obtenir une partition du domaine d'échantillonnage en cellules, indexées par les éléments du

groupe G = .><I(Z /q,).

1°" degré :  choix des cellules représentées dans le plan
ptme degré : tirage au hasard d'un point dans chaque cellule sélectionnée au 1° degré, ce

point définissant les parametres d'une simulation a réaliser.

Notons Cx toute cellule du premier degré, ot x est le point de [0,1]¢ représentant la cellule, et
X le vecteur aléatoire appartenant a G, obtenu au deuxieme degré. Les représentants des
cellules sont choisi régulierement espacés, soit au bord des cellules, soit au centre, i.e

g;+05

_5i _ _
Xj_qj ou x;= q ,j=1,...d,

ou g=(g,....20)€G.

Le modele doit donc tenir compte des deux degrés de I'échantillonnage bien que seul
le premier degré soit controlable en fait. Une possibilité consiste a introduire artificiellement
un processus indexé par les représentants des cellules, décomposé en trois termes

Y(x)=Zx)B+IT'(x)+ex).

e 7Z(x)B=E[Y(x)] est la partie certaine du modele, précisant l'approximation retenue

pour la prédiction en moyenne.
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e ['(x) est un processus aléatoire, introduit pour tenir compte du résidu de
I'approximation. De méme que dans le chapitre 1, il sert a corriger la prédiction en
moyenne, il est donc a corrélations spatiales.

® ¢(x) est un terme d'erreur, indépendant de I'(x), introduit pour prendre en compte
l'effet du deuxieme degré de I'échantillonnage.

Définition 3.1

Au point Xe Cy, la réponse du simulateur y(X) est modélisée par

Y(x)=Z(x)B+T'(x)+e(x).

o Z(x)B est la régression linéaire ou Z(x) est le vecteur du modéle d'ordre Ixm et 3
est le vecteur inconnu des paramétres du modeéle d'ordre mx 1.
e ['(x) est le processus résiduel, tel que Vxe [0,1 I, Yue[0,17
EI(x)]=0 et cov(Y(x),Y(u)) =6’R(x,u).
® ¢(x) est le terme d'erreur indépendant de I'(x), tel que Vxe< [0,1 % Yue[0,17.
He(x)]=0 et covle(x),e(u)) =625,

On raisonne donc ici comme si on procédait a un "recalage" des observations, c'est-a-dire en
considérant la réponse du simulateur y(X), au point Xe Cy, comme la réalisation de Y(x) bien

que X#x presque slrement.

Ceci se justifie par le fait que la plan d'échantillonnage consiste ici en un sous-ensemble de
cellules, représentées par des points choisis a priori, mais qui ne fixe pas les parametres des
simulations a réaliser, puisque le deuxieme degré n'est pas contrOlable. Il les contraint
uniquement a appartenir a certaines cellules. Au demeurant, il est tout a fait possible
d'envisager que seules soient connues pour la prédiction les cellules G et les réponses du
simulateurs au point Xe Cy, mais pas les parametres des simulations. Par exemple, dans le cas

ou les valeurs de certains facteurs ne peuvent pas étre fixées avec précision.

C'est donc un modele avec terme d'erreur qui intervient ici. Celui-ci n'est pas nouveau,
puisqu'il est utilisé dans le cadre des expériences simulées, notamment par Sacks, Schiller et
Welch (1989). Seulement leur motivation est tout autre que la ndtre, puisqu'elle vient de la
nature de ce que l'on cherche a prédire. Un prédicteur sans terme d'erreur interpole les
observations, il va donc prédire la réponse du simulateur et non pas le phénomene simulé. En
effet, on peut considérer que cette réponse est entachée d'une erreur par rapport au phénomene
simulé, due, d'une part aux arrondis machine, et d'autre part aux simplifications de la
modélisation. Ils introduisent en fait une erreur de mesure pour prédire le phénomene simulé.
De notre coté, le terme d'erreur représente l'effet du deuxieme degré de 1'échantillonnage,

mais on peut imaginer qu'il englobe aussi une erreur de mesure.
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3.2. Prédiction

Le prédicteur de Y(x) se construit trés simplement en se ramenant au modele du
chapitre un, c'est-a-dire une fonction aléatoire en deux parties : une régression linéaire et un
processus aléatoire. Pour cela on pose

e(x) =I'(x) +e(x) , Vxe[0,1]%
Le modele s'écrit alors,
Y(x) =Z(x)B+£(x),
ol € est un vecteur aléatoire centré, de variance G° +G§ , et de covariance
cov(Y(), Y(W) = 62V(x,u) = cll+mRew)  x=u .
Gian(x, u) X#U
T]2=02/(562 est le coefficient de contribution relative de la corrélation.

Soit un plan D={x;,...,xx}, les deux propositions suivantes donnent la forme du prédicteur de
Y (x) ainsi que l'erreur quadratique moyenne.

Proposition 3.2

Si le vecteur des parameétres est estimable, alors le meilleur prédicteur linéaire sans
biais de Y(x) est de la forme

Y(x)= X(x)p+r(x V(¥ - XB),

avec P =(XV'X)"XV"Y U'estimateur de Gauss-Markov de B, ot V est la matrice

carrée d'ordre N a éléments V(x;, x;).

Remarque : La covariance entre Y(x) et le vecteur des observations est toujours égale a 'r(x)

puisque pour tout x;€ D, e(x;) est non corrélé avec Y(x) par hypothese. Donc contrairement au

modele du chapitre un, 'r(x;)V"' ne se simplifie pas, autrement dit le prédicteur ne passe pas

par les observations, f((xi) #Y(x;).

Démonstration : Reprenons les démonstrations des propositions 1.5 et 1.6 mais cette fois
avec

cov(Y)=c* V

e

cov(Y, Y(®) = 6 r(x)

En effet, pour tout x,€ D, e(x;) est non corrélé avec Y(x) par hypothese.

1) Dans un premier temps supposons 3 connu. On peut écrire le meilleur prédicteur linéaire
sans biais de Y(x) sous la forme
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Y(x):£+£(Y—Z[3).

eR IXN

Le meilleur choix pour a se fait de la méme facon que pour la proposition 1.5, i.e
a=7(x)p.

Montrons que le meilleur choix pour b est le vecteur b solution de bV =1 r(x).

E[Y(0 - Z(op ~ Y — 2)[ = EY(x) - Z0op ~ by - 2B)f +EB-b)(Y-2B)]
+2|(Y(0 - Z00p ~ Y - zB)) (6 b) (v - 2B)]

Or puisque E[Y-Zf1=0, on a

E[(Y(x) ~Z(xBp - (Y -Zp)) (b-b)(Y-Z [3)] = (b - b{H Y Y] - E[Y(0ZB]-beov(Y)}
= (b—b){cov (Y, Y(x)) - EMEYx)] - ZBH Y(x)] - beov(Y)}
=b- b){cov (Y, Y(x)) - bcov (Y)}
= b -b)(c* '1x) -1 62 '1(x)) =0

Le choix de b minimise bien l'erreur quadratique moyenne.

Ce prédicteur peut encore s'écrire sous la forme

Yx)=1t+17 tx)V'Y

ot T=1x)=K(x)P avec K(x)= [Z(X) -0 tr(x)V_IZ] )

2) B étant le vecteur inconnu des parameétres du modele, Y (x) n'est pas connu. Dans le cas ou

T est estimable, on le remplace par un estimateur linéaire sans biais, T et on note Y(x) le

nouveau prédicteur. Alors on montre de la méme fagon que pour la proposition 1.6, que
E[Y(x) - \A[(x)]2 = var (7) + var (n2 T (x)VY - Y(x)) )

Autrement dit que le prédicteur linéaire sans biais Y(x) minimise l'erreur quadratique

moyenne si T est de variance minimale, c'est-a-dire si T est de la forme K(x) B ou B est

l'estimateur de Gauss-Markov de 3. [J

Proposition 3.3
L'erreur quadratique moyenne du meilleur prédicteur linéaire sans biais de Y(x) est
de la forme, ¥ (0,1 I

MSE(x) = HY(x)-¥(x)] =0 {1+ K(x)Zv'Z) K(x)+n’-n* '« x)V“r(x)}

oi K(x)=Z(x)-n*nx)V'Z].
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Démonstration : D'apres la démonstration précédente

HY(0— Y[ = var(?)+ var (i (VY - Y(x))
=Kx)(ZV'Z) " 'ZV ' cov(Y) V'Z(1ZV'Z) 'K+ 1 () V" col(Y) V'r(x)
+var(Y() -1 tx)V "' cor(Y(x), Y) =1 cor(Y, Y(x)) V'r(x)
= K(ZV'Z) K@ +1' 62 'tV 100 + (02 +6%) - 217 6 1V r(x)
= &2 {i+ Koo Zv'2) 'K + 17— rov o)



3.3. Comportement du modele

Le but de ce paragraphe est de savoir en quoi ce modele se comporte différemment de

celui du chapitre un et surtout quelle est la contribution de chacun des trois termes du modele.
Il est illustré par des simulations numériques en dimension 1. Les points du plan utilisé sont
obtenus par un échantillonnage a deux degrés, ot le premier degré correspond a 30 points
également espacés sur [0,1]. Les observations (réponses présumées d'un simulateur a un
parametre d’entrée) aux points du plan sont choisies de fagon aléatoire entre O et 10, et ne
correspondent a aucun phénomene particulier. Nous utilisons pratiquement toujours les
mémes plan, observations et régression linéaire constante (Z(x)=1), dans le cas contraire, nous

le précisons.
3.3.1. Comportement de la partie aléatoire du modele

La particularité de ce modele vient de la matrice V qui fait intervenir conjointement le
terme d'erreur et le processus résiduel dans la prédiction via la quantité ane(" X—u |r) .

T]2=62/($e2 représente la contribution de 1'erreur dans le modele, plus T]2 est petit, plus l'erreur
a un réle important. On suppose toutefois que n>1, c'est-a-dire que la contribution de 1'erreur
est relativement faible par rapport au processus résiduel.

Rappelons que 0 est le coefficient de corrélation, plus il est petit, plus les corrélations sont
fortes entre les points du plan.

Etude conjointe des deux parametres

Pour cette étude, on fixe un ordre de grandeur pour || x-u ||*, par exemple N2, la
distance minimale de deux points du premier degré de 1'échantillonnage. On note

S07.0) = 7R, e ).
La matrice V dépend uniquement de cette quantité. D'un point de vue calculatoire, on peut
supposer que si celle-ci est fixée, le prédicteur aura le méme comportement quelles que soient
0 et T]2 utilisées pour obtenir la valeur fixée. Comme on peut le voir sur les graphes ci

dessous, ce n'est bien évidemment pas le cas. C'est la contribution respective des deux
parametres qui influence le comportement du prédicteur. Il faut donc les étudier séparément.
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30r

251
20 /(104;500)
15 F observation ‘ (84;300)

-10

15 ] ] 1 ] ] 1 ] ] 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Prédicteurs pour g(n2,6)=2 avec différentes valeurs de (112,9) et forte contribution de l'erreur (Z(x)=1)

30 -

25 F

20

15 F observation

(2.2;100)

5k (3,5:500)

-10 [~

15 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Prédicteurs pour g(nz,e):60 avec différentes valeurs de (n2,9) et faible contribution de l'erreur (Z(x)=1)

La matrice V est toujours bien conditionnée. Cela vient de sa forme qui n'est autre que la

matrice °R 2 laquelle on ajoute 1 sur la diagonale. II est alors possible d'introduire dans le
modele de tres fortes corrélations (0 trés petit) qui n'étaient pas numériquement envisageable
avec le modele sans terme d'erreur (cf. 1.3.1). En fait, on constate que mé€me si c'est possible,

le prédicteur n'est pas du tout efficace. Par exemple, ctdessous, nous avons choisi 8=50, il est
alors numériquement impossible d'obtenir le prédicteur pour le modele du chapitre un. En
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revanche, la prédiction est envisageable dans le cas du modele avec terme d'erreur, mais elle
est peu intéressante.

301

151

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Prédicteurs pour de tres fortes corrélations avec 8=50 (Z(x)=1)
Etude de nz pour 0O fixé
Le principal effet du terme d'erreur sur le prédicteur est de lever la contrainte

d'interpolation, c'est-a-dire qu'il ne passe plus obligatoirement par les observations. Bien
évidemment plus 1> est petit, plus le prédicteur est loin des simulations, il se contente de
donner 1'allure générale de celles-ci, mais ne décrit pas les grandes variations qu'il peut y avoir
entre deux observations. (voir ci-dessous pour M?=2,25). Dans le chapitre un, nous avons
signalé que la contrainte d'interpolation engendrait un prédicteur tres irrégulier. On constate
ici qu'll suffit d'ajouter une erreur méme de faible contribution pour lisser le prédicteur. Ceci
est parfaitement illustré sur les deux dessins ctdessous ou le prédicteur pour un modele sans
terme d'erreur est particulierement perturbé, alors que les observations sont obtenues a l'aide
d'une loi uniforme sur [0,10]. En revanche le prédicteur construit avec une erreur faible de

N*=100 est proche de l'interpolation tout en restant A peu pres lisse.
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sans erreur TT——

] 1 ] 1 1 ] 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-15

Prédicteurs pour différentes erreurs n2 et 0=500 (Z(x)=1)
On remarque que les fortes oscillations du prédicteur apparaissent lorsque deux simulations

sont effectuées en deux points tres proche. En effet, le deuxieme degré de I'échantillonnage
fait que deux points du plan ne sont pas nécessairement espacés de 1/30, or le modele sans

terme d'erreur ne tient pas compte de ce phénomene.

30r

sans erreur TT—

L4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Prédicteurs pour différentes erreurs n2 et =500 avec un autre plan que précédemment (Z(x)=1)
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Etude de 6 pour nZ fixé

Plus O est petit, plus la corrélation entre les observations est forte. Nécessairement des
que 1'on introduit un terme d'erreur dans le modele, les contraintes entre les points deviennent
difficiles a observer. Donc plus 6 est petit, et plus le prédicteur passe loin des observations et
ceci pour une erreur fixée.

30~

25

20

15

10

-5

- 10}

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Prédicteurs pour différentes valeurs de 0 et T'|2=100 (Z(x)=1)

En conclusion, nous pouvons dire que la nécessité d'introduire un terme d'erreur est
évidente pour deux raisons essentiellement.

1. Pour lisser le prédicteur

2. Pour tenir compte du deuxieme degré de 1'échantillonnage.

Toute la difficulté réside dans le bon compromis a trouver entre

¢ ['importance du processus résiduel

¢ [e poids relatif du terme d'erreur par rapport aux variances résiduelles.

Il est possible de déterminer le parametre de corrélation et n2 en les estimant par maximum de
vraisemblable (se référer a I'article de Costa et al. (1999) pour les formules des estimateurs).
Cependant, cette estimation aboutit aux mémes problemes que dans le chapitre un, c'est-a-dire
a des procédures numériques d'optimisation souvent tres coliteuses et qui ne donnent pas
toujours de bons résultats.

3.3.2. Contribution de la partie fixe du modele

Il semble clair, d'aprés ce que nous venons de voir sur la partie aléatoire du modele,
que le fait de lever la contrainte d'interpolation en introduisant un terme d'erreur, diminue le
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role joué par le processus résiduel. Il est donc naturel de penser que maintenant la prédiction
repose en partie sur I'ajustement en moyenne du modele. Et comme on peut le voir cidessous,
il est nécessaire de choisir une régression un peu plus riche qu'une constante pour obtenir un
prédicteur efficace. C'est pourquoi dans le chapitre suivant, nous allons introduire une
régression linéaire trigonométrique. Nous reviendrons aussi sur l'intérét d'enrichir la partie
fixe du modele dans le cadre de cette nouvelle approche, mais aussi pour l'approche par résidu
aléatoire. En effet, nous verrons que contrairement aux idées recues, utiliser une régression

trigonométrique permet d'avoir un meilleur ajustement en moyenne et rendre le prédicteur du

chapitre un robuste aux variations de 6.

12r

0 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 1 6 or 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Prédicteur pour une régression constante, Z(X)I] Prédicteur pour une regression trigonometrique

(voir chapitre 4)

Prédicteurs pour différentes régressions avec 6=200 et n2=100
Finalement, les trois termes du modele semblent avoir chacun leur importance, et la

encore, la difficulté réside dans le compromis a trouver entre

¢ la modélisation en espérance
¢ l'importance du processus résiduel

¢ e poids relatif du terme d'erreur par rapport aux variances résiduelles.
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4.Régression linéaire
trigonométrique ou

modele de Fourier

Comme nous venons de le voir, la qualité de la prédiction en moyenne de la réponse
du simulateur, joue maintenant un role prépondérant dans notre modele. Nous verrons aussi
que sa contribution n'est pas négligeable dans un modele sans terme d'erreur, si on veut que la
prédiction soit robuste. La régression linéaire doit donc étre choisie avec soin. Dans ce travail,
nous utilisons une régression trigonométrique (ou modele de Fourier) a la place du
traditionnel modele polynomial. L'idée de choisir cette régression dans le cas des expériences
simulées a été suggérée par Bates er al. (1996). Ils considerent que c'est un modele
particulierement bien adapté aux plans qu'ils utilisent, c'est-a-dire les réseaux de rang 1. En
effet, nous avons vu dans le chapitre deux (proposition 2.19) que ces plans sont construits de
facon a minimiser l'erreur d'intégration pour des fonctions admettant un développement de
Fourier absolument convergent. Les points du premier degré de I'échantillonnage que nous
utilisons ne sont pas des réseaux, bien que, comme nous le verrons dans le chapitre suivant, ils
peuvent leur &tre associés treés simplement. Nous avons cependant gardé I'idée d'une
régression trigonométrique pour deux raisons essentiellement.

La premiere concerne l'estimabilité des parametres du modele. Cette question ne se
posait pratiquement pas pour les deux approches de la premiere partie. Pour la méthode
fréquentiste, aucune contrainte sur le plan est nécessaire pour calculer l'estimateur. Et dans le
cas de l'approche bayésienne, nous avons vu qu'en pratique seule la régression linéaire
constante est envisagée. Nous allons établir dans ce chapitre des conditions tres simples
d'estimabilité des parametres, dans le cas ou les points utilisés forment un sous-groupe de G.
Or les plans que nous utilisons et qui sont définis dans le chapitre suivant sont basés sur cette
structure de sous-groupe.

La deuxieme raison concerne l'optimalité des plans. Nous allons démontré que tout
sous- groupe de G pour lequel les parametres sont estimables est universellement optimal au
sens de Kiefer, dans le cas d'un modele linéaire trigonométrique sans corrélation spatiale.
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4.1. Définition de la régression linéaire trigonométrique

L'idée d'utiliser, dans le cadre des expériences simulées, une régression linéaire
trigonométrique (ou modele de Fourier) a la place du traditionnel modele polynomial, a été
suggérée par Bates et al. (1996). Depuis elle a été étudiée dans les articles de Riccomagno et
al. (1997) et Bates et al. (1998). IIs en donnent la définition suivante.

Définition 4.1
Soit A" un ensemble de d-uples d'entiers tel que OcA™ et he A" implique -hg A™. La

régression trigonométrique définie par cet ensemble est de la forme, ¥x< [0,11°,

ElY(x)]=f(x)=8, +«/§Z[[3h sin(ZJt (x|h)R)+ 3, cos(ZTc (x|h)R )],

heA*

ou (x | h)s est le produit scalaire usuel de Ré

Les éléments de A™ s'appellent les fréquences du modéle, elle le définissent

entiérement.

On parle de régression trigonométrique ou bien de modele de Fourier bien que la condition
porte seulement sur 1’espérance de Y (x).

Puisque E[Y(x)] =Za(X)B, on a m=2card(A")+1 et

{ZR )= [L{2sinemixfn), } V2 cos(omix|n), } ]
B:[ [Bo ’{Bh }heA+ ’{8h }he A* ]

Le modele de Fourier est entierement déterminé par 1'ensemble A" de ses fréquences. Nous

utilisons ici la terminologie suivante.
On appelle effet simple du ieme facteur, une fréquence de la forme h=(0,...,h,...,0).

On appelle interaction du ieme et du jeme facteur, une fréquence de la forme

h=(0,....hy,....hy,...,0). h#0 représente 1'ordre du icme facteur dans la fréquence.

Nous reviendrons sur cette terminologie au cours de ce chapitre, ainsi que sur le
comportement du prédicteur en fonction du choix des fréquences du modele.

On parle de modele de Fourier complet et on utilise la notation de Riccomagno (1997),

F(d; my,...,mg; M), si Vie {1,...,d} Ime N" tel que toutes les fréquences h=(hy,...,hy) telles que
0<hi<my; i=1,...,d et wt(h)<M,

ou wt(h) est le poids de h i.e le nombre h non nuls, figurent dans le modele.
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On utilise le plus souvent des modeles complets faisant intervenir les facteurs uniquement a
l'ordre un, par exemple F(d;l,...,1;1) pour les effets simples et F(d;l.....,1;2) pour les

interactions de deux facteurs.

Exemple 4.2 : le modele complet F(2;1,2;2) correspond a A*={(1,0),(0,1),(0,2), (1,1),(1,2)}.
Il représente l'effet simple d'ordre 1 du premier facteur, les effets simples d'ordre 1 et 2 du
deuxieme facteur, et les interactions d'ordre 1 et d'ordre let 2 des deux facteurs. La partie

sinus du modele est de la forme

[3(1’0) sin(27x,) + [3(0’1) sin(27x,) + B«m sin(47x,) + B(LD sin2m(x, + x,)) + B(u) sin(2m(x, + 2x,)) .

Le modele peut s'écrire sous une forme complexe. Pour tout x de [0,11%,
f(x)=Zc (x)o

ol Z:(x) et o sont des vecteurs a éléments dans C tels que

ZR(X) =

1, {exp (Zni(x | h))}h 0 {exp (— 27:i(x| h))}hGN]

o =" [1, {Oth}he A% {ah}heA+]

f(x) appartient a R du fait des contraintes de conjugaison sur les éléments de o. Les deux
formes sont liées par les relations a=HP et Zc (x)=Z» (x)H! (cf. Bates et al. (1998)) ou H est la

matrice

11 010 1
H=|0|-1J|[J | avec]=—I.
o1 |1J 2
On remarque qu'il n'y a en fait que cardA™+1<m parametres 2 estimer.

Par la suite, nous utilisons la notation Z pour désigner la matrice du modele sous sa forme

complexe.

Rappelons qu'avec un échantillonnage a deux degrés (cf. chapitre 2), on partitionne le
cube unité en cellules et que le point x de notre modele est le représentant d'une de ces
cellules. Ces représentants, qu'ils soient choisis au bord de la cellule ou au milieu, sont

associés a un élément g du groupe abélien fini d’ordre Ilg; et d’exposant
q=PPCM{q;! i=0.....d}
d
G= X (Z /q5).
Dans ce chapitre on désigne par plan le sous-ensemble de G auquel sont associés les

représentants des cellules du premier degré de 1'échantillonnage. C'est en effet le seul

parametre que 1'on puisse controler pour effectuer les simulations.

87



Soit R® I'ensemble des fonctions 2 valeurs réelles sur G, alors f appartient 2 RS Dans un
premier temps nous allons montrer que toute fonction de RY peut se décomposer de fagon
unique sur une base orthonormée (base de Yates), et que le modele sous sa forme complexe

n'est autre qu'une troncature de cette décomposition.
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4.2. Construction d'une base orthonormée pour la
fonction

La fonction f appartient 2 R® que nous allons considérer comme un sous-ensemble de
CS, I'ensemble des fonctions a valeurs complexes sur G.
Avant de construire la base sur laquelle f se décompose, quelques rappels d'algebre
s'imposent, en particulier sur les représentations linéaires des groupes finis.

4.2.1. Représentations linéaires des groupes finis

On retrouvera les résultats et définitions de cette partie ainsi de plus amples détails
dans des ouvrages spécialisés comme celui de Serres (1967).

Définitions 4.3

Soient V un C-espace vectoriel de dimension n et G un groupe fini.

Une représentation linéaire de G dans V est un isomorphisme p de G dans le groupe
linéaire sur V. Autrement dit, I’application

p:G—->GLYV)
g p(8)=p,
pgt = pgo pt
est telle que VgiteG, 1p, =1 s

p.=p(g) ' eGLV)

on gl désigne Uinverse de g dans G et 1 est I’élément neutre de G.
V est ’espace de représentation de G (ou la représentation de G), n le degré de cette
représentation.

On dit que p est irréductible si V n’est pas réduit a 0 et s’il n’existe pas de sous-
espace W stable par p,, Vge G (i.e xe W= py(x)c W).

On appelle caractére d’une représentation linéaire p, la fonction , de C° définie
par

X,(8)=tracep, VgeG.

Enfin, on dit que deux représentations linéaires de G, pl :G>GL(V)) et
p2 :G—GL(V;), sont isomorphes s’il existe un isomorphisme linéaire t de V; dans V,
tel que

T op;= p;o’c, VgeG.

Elles ont alors mémes degré et caractere, nous pouvons donc les identifier.
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Cas particulier des groupes commutatifs (abéliens)

Supposons maintenant que G est un groupe commutatif et munissons C du produit scalaire

(@.9) =1 ) 0(2)y(g)

2cG
Propriétés 4.4
Les représentations irréductibles de G sont de degré 1. Autrement dit, une
représentation de G n’est autre qu’un morphisme de G dans le groupe multiplicatif
des complexes non nuls.
De plus tout élément de G est d’ordre fini, les caractéres des représentations
irréductibles de G ont donc pour valeurs des racines ¢ieme de I’unité. Ils vérifient

aussi

x(D)=1et x(g")=7%(g), VgeG.
Les caracteres des représentations irréductibles de G forment une base orthonormée
de C C.

Définition et propriétés 4.5

Munis du produit d’Hadamard, ces caractéres forment un groupe abélien fini
isomorphe a G, appelé le dual de G et noté G. Donc tout élément de G peut étre
identifié a un élément de son dual et réciproquement.

Si on suppose en outre que G=GxG; alors

1, €G, et X, €G, = 1, ®x, €G".

En utilisant les propriétés ctdessus, nous allons pouvoir construire de facon explicite une
base de C° dans le cas ol G est le produit cartésien de groupes cycliques. Il suffit pour cela de

connaitre les caracteres des représentations linéaires irréductibles des groupes cycliques.

Caracteres des représentations irréductibles des groupes cycliques

Soit G le groupe cyclique d’ordre p. Il est formé des puissances 1,r,...,*"" d’un élément r tel
que r’=1. D’aprés les propriétés 1.1, G étant un groupe abélien, ses représentations
irréductibles sont de degré 1, de caracteres tels que &(™)=w*, k=0....,p-1 avec we C. Puisque
=1, on doit avoir w=1, c¢’est-a-dire que w peut prendre les valeurs exp(2mwih/p) h=0,...,p-1.
On trouve ainsi p représentations irréductibles non isomorphes de G dont les caracteres &£°,...,

P! sont donnés par les fonctions de C® définies par
£"(g)=exp(2nihg/p), Vge G.

Si on considere les caracteres comme des vecteurs de CP et si on les place en colonnes, on

obtient une matrice carrée d’ordre p, F;,, dite matrice de Fourier, w=exp(27i/p)
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<T
Il

Lw W e’

Exemple 4.6 : Soit G le groupe cyclique d’ordre 3, G=Z/3. Les caracteres des trois
représentations irréductibles non isomorphes de G sont définis par

Eh(g)=exp(2mihg/3), Ve G.
En colonnes, on obtient la matrice de Fourier

1

1 1
E=[1 w w?|oluw=e™,
I w> w

Proposition 4.7

Soit x=exp(2ni/p) la racine pieme de l'unité, alors

p-1

wh=0.
k=0

4.2.2. Base de Yates

Maintenant que tous les outils sont en place, nous pouvons déterminer une base de RC,

ou G est le produit cartésien de d groupes cycliques, G=(Z/q;)X...X(Z/qq). Comme nous
I’avons vu précédemment les €léments du dual G forment we base orthonormée de CG, or

nous savons que ces éléments sont produit tensoriel des caracteres de représentations

irréductibles des Z/q;, i=1,...,d. Donc si on note ces caracteres &lh , heZ/q;, 1=1,...,d, tout

éléments ¥ du dual G s’écrit Ay = ®?:1§?j ou h=(hy,....,hg)e G. C’est-a-dire, V ge G

Xn(®) = exp[i%(gh)} ou (g|h) = Zhigi %(mod Q).

Propriétés 4.8

1) Les caractéres sont soit conjugués deux a deux, Y, = _,, soit a valeurs
réelles.
2) Vhe G, Vke G, Y n=X.n)x.

3) Vhe G, Vge G et Vg’ G, X n(g+8’)=Xn(8)Xn(g’)
4) Vhe G, Vge G, |x,(g)|=1 ot | z| est le module de ze C

Etant donné que ces caracteres forment une base orthonormée de CG, toute fonction f de C°
peut se décomposer dans cette base de fagon classique,
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f=Y oy, on a, =(f.x,)

heG

Proposition 4.9

[ est a valeurs réelles si et seulement si 0., = O._,,.

Démonstration : On a

o, =(£.0,) = . =14 1 % (2)E(2)

geG

et o, = (£,%_)=(F, %) = 1 L F(©%s (2)-

2eG
Donc si f est a valeurs réelles, i.e. f(g)=1(g), VgeG, alors oc_h =0 .
Et réciproquement si o, = o,_, alors, du fait que les caractéres forment une base de C, on a

f(g)=f(g), VgeG, donc f & valeurs réelles. [

Remarque : Soit xeR tel que x=g/q; i=1,...,d, alors
exp [izq—n(g | h)} =exp [i27t(x | h)R ]

Cette relation nous permet de faire le lien entre le modele présenté sous sa forme complexe au

paragraphe 4.1 et les caracteres de représentation irréductibles de G.
Définition 4.10

La base des fonctions de RC ainsi définie s’ appelle base de Yates. Si I’on considére ses
éléments comme des vecteurs colonnes, alors ceux-ci correspondent aux colonnes de

la matrice F obtenue par produit tensoriel des matrices de Fourier F, ®..®F, . Cette

matrice s’appelle la table des caracteres des représentations irréductibles de G.

Remarque : La matrice F est la matrice de passage de la base canonique de C° 2 la base de
Yates. Ses lignes sont indexées par les éléments de G.

3 * .
Exemple 4.11 : Soit G = X (Z/3). Les éléments du dual G s’écrivent

Xn(2) =€xp i2—37E (gih)] , 2€G.

3 3
Soit alors F la table des caracteres des représentations irréductibles de .>_<1 (Z/3), F= F3®
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11 1 1 1 1 1 1 1
1w w2 1 w w2 1 w w?
1l w2 w 1 w2 w 1 w2 w
I 1 1T w w w w2 w2 w? .
F=[1 w w2 w w2 1| w2 1| w]|ouw=e2™
1 w2 w w 1 w2 w2 w 1
1 1 1 w2 w2 w2 w w W
1w w2 w2 1 w w w2 1
1 w2 w w2 w 1 w 1 w?

Modeéles linéaires complexes

Il est clair que le modele linéaire complexe correspond a une troncature de la

décomposition de f sur la base de Yates, puisque Vge G
=Y, exp(% ¢l h)),
heG

ou o, vérifie la proposition 4.9.
L'idée de construire ce type de modele a partir des caracteres de représentations linéaires des
groupes finis a ét€ émise par Bailey (1982,1985), elle a ensuite ét€ longuement développée
par Kobilinsky (1985a,1985b,1990) et Kobilinsky et Monod (1991).

Nous allons maintenant montré a quoi correspondent les éléments de la décomposition,
c'est-a-dire effets simples et interactions des facteurs (comme pour le modele linéaire
polynomial).

Soient o, he G, les coefficients de la décomposition de f dans la base de Yates. Nous

pouvons remarquer que si h=(0,...,0) alors

a, =0, = ]éfzf(g)

2eG

correspond a la valeur moyenne de f sur G. De méme si h=(h,0,...,0) avec hy#0, alors
iz_nh] 21
o, =1é[26 0 Zf(g)
g Loy

correspond a un effet simple du facteur 1 sur G, etc.... De fagon générale, la nature du
parametre o se déduit des éléments non nuls du vecteur h. Par exemple, si h=(h;,h,0,...,0)
avec h#0 et h#0 alors o, correspond a une interaction des facteurs 1 et 2. Ainsi, si nous
voulons tenir compte dans 1’approximation de f uniquement de certains effets ou interactions,

nous pouvons réduire la décomposition de f dans la base de Yates au modele suivant. Pour

tout ge G,
fg)= Y ot (2)

heA
ou A est un sous-ensemble de G qui ne prend en compte que les effets ou interactions désirés.

D'apres la proposition 4.9, A doit étre stable par 'opération h— -h pour que f soit a valeurs
réelles, nous pouvons donc le décomposer comme suit

A={0tUATU{-A"}
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o A" correspond a l'ensemble des fréquences défini précédemment, i.e. tel que Og A™ et

he A" implique -hg A*. On retrouve alors le modele sous sa forme complexe sur G, Vge G

f(g) =Zgo = o, + Zoch exp (izq—n(h|g)]+ah exp(—i%(h|g)) .

heA*
Exemple 4.12 : Soit G=(Z/3)*, le modele analysant des effets simples des deux facteurs ainsi
que la valeur moyenne est défini par 1’ensemble des fréquences A'={(1,0),(0,1)}. 1l est donc
de la forme, g=(g,2)eG

.21 2n .21 .21

_ i37g iFg = iy = _CiF®,
f(@=0a,+o e’ +0o.e +0 e + 0 €

Pour un plan D={(0,0),(1,1),(2,2)}, la matrice du modele est égale a

1 2 2

111 1 1 |
Z=|1 w w w* w?| avecw=¢e""?,
ww w W
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4.3. Estimabilité et optimalité

Les conditions d'estimabilité, les estimateurs des parametres et toute autre expression
ou intervient la matrice du modele (prédicteur, MSE, ...) s'appliquent dans le cas d'une
régression linéaire complexe. Il convient cependant de remplacer la transposée de cette
matrice par son adjointe (c'est-a-dire la conjuguée de la transposée). Toutefois, le fait d'utiliser
ce type de modele confere certaines particularités quand a l'estimabilité des parametres et
I'optimalité des plans. Celles-ci découlent de la forme particuliere de la matrice d'information
Z'Z, notamment du fait que tous ses éléments diagonaux sont égaux a N, la taille de
'échantillon.

Proposition 4.13

Soit un plan D={gj,...,.gn}. La matrice Z'Z a une structure en blocs de la forme

N a a

a B C
Z'Z =

‘a C B

ot pour he A" et ke A*

N N N
a,= Z{ X &)> Bu = Z{ Xe-nf &) €t Cy = Z{ X-cxrm( &)

On remarque qu'il n'y a que trois types de produits scalaires qui interviennent dans la matrice
Z'Z. Dans le bloc a sont représentés les produits scalaires de 1 avec les colonnes de la matrice
du modele indexées par les fréquences de A", dans le bloc B il y a les produits scalaires de ces
dernieres entre elles, et dans le bloc C le produit entre ces colonnes et leurs conjuguées. On

note de plus que C est une matrice symétrique et B une matrice hermitienne.

Optimalité des plans pour une régression linéaire complexe

Le premier a s'intéresser a l'optimalit¢é des plans dans le cas d'une régression
trigonométrique est Hoel (1965) en se basant sur les travaux de Kiefer et Wolfowitz. 1l a
notamment montré qu'en dimension un et deux, les points également espacés d'une grille

forment un plan D-optimal pour un modele trigonométrique sans processus résiduel, c’est-a-

dire que le plan minimise la quantité max var (\?(X)) ou \?(x) est un estimateur de Y(x). Plus

récemment, nous pouvons citer les travaux de Bates et al. (1998) et Riccomagno et al. (1997)

pour I'étude de 1'optimalité des réseaux.
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Définitions 4.14

On dit qu’un plan d'échantillonnage de taille N est adapté orthogonalement (ou bien
est orthogonal) au modéle si ZZ=NI ou Z est la matrice du modéle aux points du
plan.

Le plan est alors universellement optimal au sens de Kiefer, dans le cas ou 1'échantillonnage
est a un seul degré, c'est-a-dire si on choisit par exemple le centre des cellules, et si on

considere un modele linéaire simple, autrement dit en 1'absence de corrélation.

Remarque : Si un plan est orthogonal a un modele défini par son ensemble de fréquences A,

alors il est orthogonal a tout modele défini par un ensemble de fréquences A’C A.

On établit le résultat suivant 2 partir de la forme de la matrice Z Z donnée dans la proposition
4.13.

Proposition 4.15

Un plan est adapté orthogonalement au modéle si et seulement siVheA*, Vke A*
an=0, Bn=0 h+#k et Cp,=0.

Cas ou le plan D est un sous-groupe de G

Nous étudions ce cas pour deux raisons. La premiere est que la structure de sous-
groupe est la plus simple que 1'on puisse donner aux sous-ensembles D de G, et effectivement,
tous les plans d'échantillonnage que nous utilisons dans le chapitre suivant sont basés sur des
sous- groupes. La deuxieme raison est que 1'on peut démontrer un résultat fondamental sur les
caracteres de représentations irréductibles de G aux points d'un sous-groupe. Celui-ci permet
d'établir que, soit un plan (un sous-groupe) est adapté orthogonalement au modele, soit il ne
permet pas d'analyser le modele.

Définition 4.16

On appelle contrastes de définition (ou annulateur) de S le sous-groupe de G
s°={x eG’, x(s)=1VseS}.

On appelle dual de S le sous-groupe de G défini par
s*={heG, (s|n)}=0 vses}.

On remarquera que S* s'appelle le dual alors que c'est un sous-groupe de G. Cela vient du fait
qu'il caractérise enticrement S° qui lui appartient au dual de G. En effet, soit x, un caractere
de représentation irréductible de G appartenant a S°, alors

LEO=1VseS o exp[i%"(qh)}:lwes & [s|n)=0 vses & hest

96



Autrement dit,
se={x, €G", hes'}.
Nous avons alors les quelques propriétés suivantes.
Propriétés 4.17
1) card(S*)=card(G)/card(S)

2) Si T est un sous-groupe de S alors T* est un sous-groupe de S*.
) xesS° o xes°

Exemple 4.18 : Soit S le sous-groupe de G=(Z/3)* de cardinal 9 défini par
S:{seG, S, +S, +58; =O}

Les éléments h de son dual doivent vérifier la relation (h|s) =0 VseS

< sh,+s,h,+s;h; =0 VseS <« s,(h,-h,)+s;(h;—h,)=0 VseS« h, =h, =h,
Le dual est donc égal a SL={(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)}.
L’orthogonal S° est constitué de la fonction triviale sur S, 1, de la fonction

Xaip S: P> €Xp iz—?:t (8 +s, +s3)]

et de sa fonction conjuguée X, ,, = X1 -

Nous pouvons alors démontrer le résultat fondamental suivant.

Théoréme 4.19

Soit S={sy,...,sn} un sous-groupe de G d’ordre N. Alors Vhe G,

N N siheS*
IWACHE '
=1 0

sinon

Démonstration : Soient Xhl la restriction a S du caractere j et 1s le caractere trivial sur S.
S

Etant donné que les caracteres de représentations irréductible de G forment une base

1osing =1
(Xhls’ls) = ‘

orthonormée de CG, nous avons

0 sinon
Or d’une part,

_ N
(xh|s s ) = N7 Y i (15 (5) = N_lz{ Xn ()
p=

seS

et d’autre part

Ly =1s © %, =1 VseS & heS’.
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D’ou le résultat. []

Ce théoreme a pour premiere conséquence la proposition qui suit.
Proposition 4.20

Les colonnes de la matrice du modéle aux points d'un sous-groupe sont, soit

orthogonales, soit égales, deux a deux.

Donc soit le sous-groupe est orthogonalement adapté au modele, soit il ne permet pas
d'estimer les parametres, puisque alors les colonnes de Z ne sont pas indépendantes. Si

maintenant on applique ce résultat 2 la matrice ZZ de la proposition 4.13, on obtient des

conditions entre le dual S* et les fréquences du modele pour qu'il y ait estimabilité.

Définition 4.21
Soient h et k deux fréquences non nulles du modéle et S un sous-groupe de G. On dit
que les fréquences sont mutuellement orthogonales par rapport a S*, si

heSY keS*

(h+k)eS™

(h—-k)e S* pourh+k

Si deux fréquences h et k ne sont pas mutuellement orthogonales, on dit que les effets
qu’elles représentent sont confondus.

Proposition 4.22

Un sous-groupe S de G est orthogonalement adapté a un modeéle complexe défini par
son ensemble de fréquences A" si et seulement toutes les fréquences non nulles de A*

sont deux & deux mutuellement orthogonales par rapport a S*.

Remarques :

1) he S* est équivalent & (-h)¢S* car S* est un sous-groupe de G. Donc (hk)gA* < (k-
heA™.

2) Si q est impair et si hg A", alors la deuxiéme condition de la définition 4.21 devient pour
k#h (h+k)e S*, puisque 2h ne peut pas appartenir & S*.

3) Soit A™ I'ensemble défini par A™ =A*U{h—kh#keAfU{h+k he A" keA'}. Les
fréquences de A" sont toutes deux 2 deux mutuellement orthogonales par rapport a S* si et

seulement si
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ATNS =0.
Démonstration : D'apreés la proposition 4.15, un sous-groupe S={si,...,sn} est adapté

orthogonalement a I'estimation des parametres si et seulement si

N
Vhe A", a, =0 < th(si)zo & he ST dapres le théoréme 4.19

i=1

N
Vk#he A*, B, =0 & Y %4n(:)=0 & (k—h)e S" d’aprés le théoreme 4.19

i=1

N
VKEA', Cp =0 & Y X qum(G)=0 & (k+h)gS" d’apres le théoreme 4.19. [

i=l
Exemple 4.18 (suite) : S est le sous-groupe engendré par (1,1,1). Le modele est défini par
I’ensemble A'={(1,0,0),(0,1,1)}, Vxe G

— 21 —

.2n . 21
I3 (X +X3) —i3x -5
T Lo P+ Oorne

2n
737X

f(x) =0, + 0o >+ 0,
Alors les deux fréquences ne sont pas mutuellement orthogonales par rapport a S puisque
(1,0,00+(0,1,1)eS*. Les 4 colonnes complexes de la matrice Z du modele sont alors
identiques par paires,

t

1 1 1 1 1 1

w w w w2 w? w?
27i/3

w2 w2 w2 w w W

—_— e | = e |

1
1
1 w2 w2 w2 w W W |ouw=e
1
1

N
Il
p— p— p— p— p—

w o w w w2 w?2 w?
Il est donc impossible d’analyser 1’effet simple (1,0,0) du facteur 1 et I’interaction (0,1,1) des
facteurs 2 et 3 a I’aide de la fraction S.

En revanche, si on choisit le modele a effets simples, A'={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, alors les
fréquences sont toutes mutuellement orthogonales. Le sous-groupe S permet donc d'analyser

ce modele.
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4.4. Régression trigonométrique dans I'approche par
résidu aléatoire

Dans le chapitre un nous avons signalé que certains auteurs pensent que seul le
processus résiduel joue un réle important dans le modele et que la régression peut étre réduite
a une constante. Il semble au vue des quelques illustrations numériques présentées ici que cela
ne soit pas le cas. Au contraire, plus la régression est riche, et plus le prédicteur est robuste

aux variations de 6.

Le tableau ct-dessous représente 1'évolution du prédicteur construit dans le chapitre un, i.e
pour un modele sans terme d'erreur, en fonction de 6. Dans la colonne de gauche le prédicteur
est construit a partir de la régression trigonométrique définie par A'={(1,0),(0,1),(1,1)} et
dans le colonne de droite a partir d'une régression constante. Le plan utilisé correspond a 3x3
points également espacés sur [0,1]%, sans perturbation aléatoire. Les observations aux points
du plan sont choisies de fagon aléatoire entre 0 et 10. Elles ne correspondent a aucun
phénomene en particulier, et sont les mémes pour chaque simulation. Nous avons fait des
essais avec d’autres observations et les résultats sont identiques.

0=20
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0=50

6=1000

Evolution du prédicteur en fonction de 0, a droite pour une régression constante, a gauche pour une régression
trigonométrique

La stabilité du prédicteur de la colonne de gauche s'explique tres bien par le fait que le role du
processus résiduel est contre balancé par la modélisation en espérance. En effet, sur les

graphiques ci-dessous nous avons représenté, a gauche l'ajustement en moyenne, i.e Z(x)B

pour différentes régressions trigonométriques, et a droite le prédicteur correspondant.

Il semble donc que plus la régression est riche, plus I'ajustement en moyenne est proche de la
valeur réelle. Ce qui a pour conséquence de stabiliser le prédicteur et éviter de grandes
variations. Par exemple, sur les graphes ci-dessous, les observations sont choisies au hasard
entre 0 et 10, et pourtant, 1’ajustement en moyenne pour une régression constante ou bien pour
Z(x) = [1, sin( 47x), cos(4ﬂ:x)] se situe aux alentours de —100. Les prédicteurs associés a ces
deux régressions prennent alors des valeurs entre —10 et 25 alors que les observations sont
uniformément distribuées entre 0 et 10. En revanche 1’ajustement en moyenne pour la
régression Z(x) = [1, sin( 67X ), sin( 87tx),cos(67l:x),cos(87£x)] est meilleur, ce qui entraine un

prédicteur plus lisse.
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25
0
20 K Z(x) = [L. sin 619.cos(6mx)]
2(x) = [L sin(87x),cos (81[)()] 2(x) = [L sin(6mx),cos (ﬁfn:x)]
15 o
Z(x) = [l,sin (6mx), sin(8mx),cos (6mx), cos(Snx)] 2Ax) = [1’ sin (8mx), cos (87”0]
S0 o, S
; e "'\, ’;! \‘. 10 observations
Fi \ { \
/ \ I Y
Z(x)=1 I/’ ‘.L ,,: y 5 F
. \ i \
100 ; \ ] \
100 ‘.' '\‘ "' \ 0
\ I3 ‘-\ !
"\ ;" ", 'l/ Ax) = [l, sin (6rx), sin@87x),cos (67x), cos(Sﬂx)]
" o — \ K S F
\ ¢ [ G . ;51 7
RN ¥ Z(x) = |1, sin(4mx),cos (47 3 7
-150 oty 1 1 1 e’ ) 1 1 1 10k N . . M . " . L . i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I
Ajustement en moyenne, Z(x) Prédicteur, Y(x)

Le prédicteur citdessus est celui du chapitre un. Le plan comprend 10 points également
espacés sur [0,1] sans deuxieme degré. Et les observations aux points du plan sont choisies de
facon aléatoire entre O et 10 et ne correspondent a aucun phénomene particulier. Sur cet
exemple 0=5, c’est-a-dire que la matrice de corrélation est mal conditionnée. Le fait que Z(x)

soit plus riche permet de modérer I’erreur due a ce mauvais conditionnement
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S.Les plans

En ce qui concerne le modele, nous avons suivi le principe de 1'approche bayésienne,
c'est-a-dire introduire des corrélations entre les points a l'aide du processus résiduel. En
revanche, il semble clair a l'issue de la premiere partie que les plans présentant les meilleures
qualités sont ceux de l'approche fréquentiste. Nous allons donc définir une catégorie de plans
ayant les mémes caractéristiques, autrement dit nous allons privilégier la répartition spatiale
des points. Pour se faire, nous avons choisi des structures connues en plans d'expériences sous

le nom de fractions régulieres.

Ces dernieres présentent deux caractéristiques principales qui ont retenues notre
attention.

Tout d'abord, elles possedent une bonne répartition de leurs points dans le domaine
d'échantillonnage. Dans le chapitre deux, nous avons vu qu'il existe deux écoles a cette notion
de répartition. La premiere concerne la représentation des marges du cube unité par le plan,
avec les hypercubes latins et les tableaux orthogonaux. C'est principalement celle-ci que
vérifient les fractions régulieres. La répartition marginale est alors définie par la résolution de
la fraction. Le deuxieme méthode utilise la fonction de discrépance pour mesurer la qualité de
la répartition des points, notamment avec la structure de réseau. Nous verrons aussi que les

fractions régulieres peuvent étre associées a cette catégorie de plans.

D'autre part, les fractions régulieres sont particulicrement bien adaptée a l'ajustement d'une
régression trigonométrique. Cela vient du fait que leur définition est basée sur la structure de
sous-groupe. En effet, dans le chapitre précédent, nous avons vu que dans ce cas particulier,
les conditions d'estimabilité des parametres de la régression sont trés simples et entraine
'optimalité universelle dans le cas d'un modele linéaire simple.

Nous allons montrer que les conditions concernant la résolution de la fraction
réguliere, ainsi que l'estimabilité des parametres dépendent uniquement du dual de celle-ci.
Cet ensemble jouant un role prépondérant, il est nécessaire de savoir le déterminer. Pour cela
nous nous placons dans le cas ou G est le groupe additif d'un corps de Galois. Il existe alors
des techniques tres simples pour passer de la matrice génératrice de la fraction a celle du dual.
Nous étudions plus particuliecrement une catégorie de plan présentant des propriétés
intéressantes, appelés tableaux orthogonaux linéaires.

Dans une derniere partie nous allons montrer a partir d'un exemple numérique, en quoi
des plans, doit I'emploi et tout a fait justifié dans le cas d'un modele linéaire simple,

conservent de bonne propriétés lorsqu'on ajoute un processus résiduel.
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5.1. Fractions régulieres
Soit le groupe abélien fini d'exposant g=PPCM(q;, i=1,...,d)
d
G= i>:<](Z / qi).

Nous avons vu que tout plan d'échantillonnage est associé a un sous-ensemble de G. Dans le
cadre de ce travail, nous avons choisi d'imposer une structure de classes latérales de sous-
groupes de G aux plans. Cette forme particuliere est bien connue en plans d'expériences sous
le nom de fractions régulieres.

Définition 5.1

On appelle fraction réguliére tout sous-groupe S de G, ou plus généralement, toute
classe latérale de ce sous-groupe, c'est-a-dire toute partie de G de la forme

z+S
ou z€ G est fixé.
S s'appelle alors la direction, S° les contrastes de définition et S* le dual de la fraction
réguliere, ou S°={ye G, x(s)=1 Vse G} et S'={heG, (s| h)=0 Vse G} sont les sous-
groupes définis au paragraphe 4.3.

Dans un premier temps nous allons présenter des propriétés de répartition spatiale des
points d’une fraction réguliere dans le cube unité. Ensuite, nous allons étudier I’ajustement

d’une régression trigonométrique par une fraction réguliere.
5.1.1. Distribution marginale d'une fraction réguliére

En ce qui concerne les plans, dans cette nouvelle approche, nous avons choisi de
privilégier la distribution marginale des points comme critere de répartition spatiale, avec la
notion de résolution d’une fraction réguliere.

Définition 5.2

On note E;={[0,1/q,...,[(qi-1)/qi,11}, i€ I, 'ensemble des segments de la ieme arréte de
[0,11". Alors pour tout J< I, on appelle J-marge le produit cartésien

X E,.
ieJ

Les éléments de la J-marge s'appellent des cellules.
On dit que la Fmarge est compléete quand toutes ses cellules sont représentées au
moins une fois dans le plan, et uniforme lorsque les cellules sont représentées

uniformément par le plan.
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Définition 5.3

On dit qu'une fraction réguliére est de résolution R si pour tout JZI tel que |J|=R+1,
la J-marge est compléte et uniforme.

La définition ct-dessus de la résolution d’une fraction n’est pas la plus couramment utilisée.
Elle n’est pas sans rappeler la notion de force d'un tableau orthogonal définie dans le chapitre
deux. Et en effet, nous avons la relation suivante (cf. Collombier (1996) pour la

démonstration)

Une fraction réguliere de résolution R est un tableau orthogonal de force R-1. En
particulier une fraction réguliére de résolution 2 est un hypercube latin.

En fait ici, on impose en plus une structure de sous-groupe au plan par rapport au chapitre
deux. Nous avons choisi cette définition de la résolution (équivalente uniquement dans le cas
de fractions régulieres) car nous nous intéressons essentiellement a la répartition marginale
des points du plan. Les deux schémas ctdessous permettent de mieux comprendre pourquoi

nous pensons que la résolution est un bon indicateur d’une répartition spatiale de qualité.

A
{2} {2}
| 000 ona 000 1 v00 009 000
o) o
X X X ° XX X °
2/3 2/3
(o] o
X X X [6) XXX o
o o
1/3 1/3
o] o
X X X o X XX |o
o o
0 1 {1} 0 {1
1/3 2/3 1/3 2/3
Résolution 3 Résolution 2

Les croix correspondent aux cellules de la {1,2}-marge représentées dans le plan et les points
aux cellules de le {1}-marge et {2}-marge. Les deux fractions sont de taille 9, celle de droite
est de résolution 2 et celle de gauche de résolution 3. On remarque que certaines cellules de la
{1,2}-marge ne sont pas représentées dans le plan pour la fraction réguliere de résolution 2. Il
parait donc 1égitime de penser que plus la résolution est élevée, mieux le domaine

d'échantillonnage est représenté par la fraction.

La proposition suivante, dont on peut trouver la démonstration dans 'article de Bailey (1985),

permet de vérifier trés simplement la résolution d'une fraction réguliere a partir de son dual.
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Définition 5.4

Soit v=(vy,...,vq) un vecteur de G.

On appelle support de v, et on note supp(v), l'ensemble des indices des coordonnées

non nulles de v.

On appelle poids de v, et on note wt(v), le nombre de coordonnées non nulles de v,
wt(v)=card (supp(v)).

On appelle poids d'un sous-groupe de G le plus petit poids de ses vecteurs a

l'exception de l'élément nul.

Proposition 5.5

Une fraction réguliére de direction S est de résolution R si et seulement si son dual S*
est de poids supérieur ou égal a R.

Nous pouvons aussi énoncer ce résultat sous forme matricielle mais pour cela nous devons
définir quelques notions de vocabulaire.

Définition 5.6

Soient xj,...,xi des éléments du Z-module G, linéairement indépendants et oj,...,0r leur
ordre respectifs. On dit que S est le sous-groupe de G engendré par xj,...,X Si

k
S=G—)l<xi>,
i=

ou <x;> est le sous-groupe cyclique de G d'ordre o; engendré par x;.
On dit qu'une matrice M est génératrice de S si les lignes de M sont linéairement

indépendantes et engendrent S. Le poids de M est le poids du sous-groupe engendreé.

La proposition précédente peut alors se formuler ainsi

Proposition 5.7
Une fraction réguliere de direction S est de résolution R si et seulement si la matrice

génératrice du dual P est de poids supérieur ou égal a R.

L’ approche par échantillon aléatoire est celle qui propose les meilleurs plans. Nous avons
vu qu’il existe deux écoles pour choisir un ensemble de points représentant au mieux toutes
les parties du cube unité. Nous avons pris le parti de privilégier la distribution marginale des
points comme critere de répartition spatiale. Nous venons d’expliquer ce choix d’un point de
vue intuitif avec les illustrations précédentes, mais ce choix se justifie aussi d’un point de vue
théorique grace a un article tres récent de Fang et Mukerjee (2000). En effet, ces auteurs font
le lien entre une variante de la mesure de discrépance, appelée Lz-discrépance centrée et la
distribution des poids dans le dual d’une fraction réguliere a éléments dans GF(2). D’apres les
propositions cidessus mettant en relation le dual et la résolution d’une fraction réguliere, le
lien entre répartition marginale et discrépance apparait alors clairement. La I>-discrépance
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centrée a été introduite par Hickernell (1998) et permet en fait de considérer 1’uniformité non
seulement sur I’ensemble du cube unité, mais aussi des projections. Le résultat établi par Fang
et Mukerjee confirme notre approche intuitive, c’est-a-dire un excellent comportement des
fractions régulieres de force élevée au regard de ’uniformité. Il est cependant a noter que leur
travail ne concerne que les fractions régulieres de GF(2) et que ce résultat parait difficilement
généralisable a GF(p) ou p est un nombre premier. En effet, tout leur raisonnement repose sur
le fait que la L,-discrépance centrée laisse les points du plan d’échantillonnage invariants par
symétrie par rapport a tout plan passant par le centre du cube unité et parallele a ses faces. On
voit donc I'intérét d’utiliser cette variante de la discrépance dans le cas ou p=2.

5.1.2. Lien entre réseaux et fractions régulieres

Dans notre travail, nous avons aussi établi un lien entre les deux écoles ‘répartition
marginale’ et ‘discrépance’. En effet, nous montrons dans ce paragraphe qu'a toute fraction
réguliere, ont peut associer un réseau et vice-versa, ou rappelons-le les réseaux forment une

catégorie de plans de faible discrépance

Passage d'un réseau d'échantillonnage a une fraction réguliére

Soit L un réseau d'échantillonnage de Z-base canonique

a a,
2.2)
On note g=PPCM(q;, i=1,...,r)=q; et pour i=1,...,r on définit les vecteurs de z¢ ,
&
q_i .
Ces vecteurs appartiennent a (Z/q)" puisque par définition on a

g=q

a.
OSaij<qi = qu?l%<q,j=1,...,d.

D'autre part ggi=qa; ou a; est un vecteur d'entiers, d'ou gq;=0 (mod q), donc g est un vecteur
d'ordre q, i=l,...,r. Soit D; le sous-groupe cyclique de @Z/q)°, d'ordre q engendré par g,

montrons que ces sous-groupes sont disjoints. Supposons qu'il existe ze (Z/q;) 1=1,...,r tels que

Z zg;=0 (modq) < Z:Zigi =qz ot zeZ¢
i=1 i=1

o Yol o {i;i}:o o 7=0, i=l..,r.
q; = 4

i=1 1

Donc S=D®..@D, est un sous-groupe de (Z/q)* d'ordre N = Ilq; .

Exemple 5.8 : Soit L un réseau d'échantillonnage de Z-base canonique

1.2 . A.LD
6 2 )

On lui associe une fraction réguliere de @/6)*, d'ordre 12, de direction engendrée par les
vecteurs (1,2,1) et (3,3,3).
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Passage d'une fraction réguliére a un réseau d'échantillonnage

Soit S la direction d'une fraction réguliere de (Z/q)® ol q est un entier quelconque. S
est un groupe abélien fini, on peut donc 1'écrire (de facon unique a un isomorphisme pres)
comme la somme directe de r groupes cycliques (décomposition canonique)

S=D®..@D,,
ol chaque groupe cyclique D; est engendré par un vecteur g de (Z/q)® d'ordre q; tel que
gi+1 divise qj, i=1,....,r et q;=q.
La fraction réguliere est de taille N =TIq; .

On utilise la transformation inverse, i.e pour i=1,...,r on définit les vecteurs

ai:qi%'

Ces vecteurs appartiennent 2 Z°, car comme g est l'ordre de g, on a qg=0 (mod q), c'est-a-
dire q;g=qz ol ze Z°. D'autre part, on a
0<g;<q & 0<a;<q;,j=1,...d

De plus, s'il existe 0<z<q;, i=1,...,r tels que
r a. r a. J
z—+r=0 & z—t=z7€Z
{lz::‘ ' qi} lz::’ 'q;

< ZligFO (modq) &z =0 (modq), i=1...r
i=1

alors comme 0<z<gq;, on a z =0, i=1,...,r. Finalement,

c
4’7 q

définit la Z-base canonique d'un réseau d'échantillonnage de déterminant N™'.

Exemple 5.9 : Soit la fraction réguliere de @/9)° dont la direction est engendrée par les
vecteurs (8,1,0), (8,0,1) d'ordre 9 et (3,0,0) dordre 3. On lui associe un réseau
d'échantillonnage de taille 3x9* et de Z-base canonique

@10 (80D (1.00)
9 9 > 3 )
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Réseau Fraction

d'échantillonnage régulicre
LcQ® Sc(Z/q)*
a4 & N 4
ql,...,qr > (gl,---,gr)ou glzqq_1
a L), B < (g,...,gr)
(ql,...,qr)ouai g 1
y o > s=q{y}
sIqg+Z ¢ € i s

Nous avons vu précédemment que le dual a un rdle important. La proposition suivante fait

le lien entre les matrices génératrices d'un réseau d'échantillonnage et d'une fraction réguliere
Proposition 5.10

Soit L un réseau d'échantillonnage de matrice génératrice M et soit S la fraction
réguliére de (Z /q)" que 'on associe a L. On note P la matrice génératrice de S*. On a
alors L' = S* ® gZ ¢, d'ou

P= [’M‘l] (mod q),

ou [A] est la matrice formée des lignes de A non nulles modulo q.

Exemple 5.11 : Reprenons I'exemple 5.8 du passage d'un réseau a une fraction. Pour avoir
une matrice génératrice du réseau il faut compléter la Z-base canonique par un vecteur

quelconque de Z d, ici on choisit (0,0,1).
1 2 1

M=%[3 3 3] SN P:(‘SL 3 (1))
0 0 6

Si maintenant on reprend I'exemple 5.9 , la matrice gérératrice du dual P est de la forme

(3,3,3) (cf. Chapitre 7) et on lui associe la matrice génératrice du réseau M
1 3 00
P=(3 3 3) —— M=g|-1 1 0].
21-1 0 1

On retrouve la matrice génératrice de la Z-base qui est égale ici a la Z-base canonique.

Démonstration : Soit he L, alors d'aprés la proposition 2.19 ke Z on peut alors 1'écrire
h=g+qz ot &=(Z/q)® et =2% n sait que VyeL (hy)eZ < (gy)eZ. Or pour tout L, il
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existe z=Z¢ tel que y={y}+z donc (hy)eZ & (gl{y})=0eZ < (gq{y})=qo & (gs)=0 (mod
q) VseS, d'ott ge St [

Cette proposition permet d'utiliser les réseaux d'échantillonnage pour ajuster un modele
trigonométrique de la méme fagon que pour les fractions régulieres, c'est-a-dire en utilisant la
notion de plan orthogonal a un modele. Et réciproquement, nous allons voir que l'erreur
d'intégration numérique définie dans le chapitre deux proposition 1.9, dépend du réseau
uniquement au travers le dual de la fraction réguliere qui lui est associée.

Proposition 5.12

Soit f une fonction admettant un développement de Fourier absolument convergent.
Soient L un réseau d'échantillonnage et S le sous-groupe de (Z/q)° associé. On note
Of l'approximation de l'intégrale de f, If, sur les points d'échantillonnage de L. On a

|Qf—1f|=ZL Y flg+az)|,
ges zeZd;
8+qz#0

o f(.) sont les coefficients de Fourier de la série.

Démonstration : On note x;,...,xy les points d'échantillonnage de L et si,...,sn les éléments de

S. On remarque tout d'abord que f(0) =If , donc

| Qf —If | = Zf(h)Qezm(hlx)—f(O)‘ = Y imQe™H
hez! h#0eZ¢
=Ll Z f(h)iexp 2Tci(h‘ x.) L Z f(h)iexp [@(h s)}
N h#0ez¢ j=1 ! N h=#0eZ¢ j=1 q !

Tout h#0e Z¢ s'écrit h=g+qz ot ge (Z/q)* et ze Z°, tel que g+qz#0, donc

lof-1t]=% Y Y f(g+q2)ﬁexp[%m(g‘%ﬂxexp 2"’i(z Sj)

ge(uarq)? {ze@d;g+qz¢0 ——
ew

=1
Puisque S est un sous-groupe de (Z/q)", nous savons que

N . N sigeS*
B ool -

0 sinon

d'ou le résultat. [J

La liaison entre réseaux et fractions régulieres ne se fait que dans le cas ou le découpage du
cube unité est symétrique, i.e G=(Z/q)".
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Dans ce paragraphe nous avons établi le lien entre fractions régulieres et réseaux, mais
contrairement a ’article de Fang et Mukerjee (2000), aucun résultat n’a pu étre dmontré
concernant la relation entre résolution et discrépance. Il ne nous est donc pas permis
d’affirmer d’un point de vue théorique que plus la résolution est élevée, mieux les points sont
répartis dans le cube unité, c'est-a-dire plus la discrépance du réseau associé a la fraction
réguliere est faible. Cependant, nous verrons a partir de tests numériques dans le paragraphe

5.4, qu'effectivement la résolution est un critere de qualité d'un plan.
5.1.3. Ajustement d'une régression trigonométrique

La structure de sous-groupe que l'on impose aux plans est la deuxieéme raison pour
laquelle nous avons choisi d'utiliser des fractions régulieres. En effet, nous avons vu dans le
chapitre précédent que dans le cas d'un sous-groupe les conditions d'estimabilité des
parametres d'une régression trigonométrique sont particulierement simples a vérifier. Ces
conditions restent les mémes dans le cas d'une classe latérale puisque si on note ke G, ¥ un
caractere de représentation irréductible de G, et f=z+s; ou sjeS, j=1,...,N, les éléments d'une

fraction réguliere de taille N, alors étant donné que Xn(f)=Yn(z2)XXn(sj), le théoréme 4.20
devient

y @] N si hes'
Z Xt = . -
=l 0 sinon

D'ou la proposition sur I'estimablité des parametres et 1'optimalité universelle dans le cas d'un

modele linéaire simple (sans corrélation).

Proposition 5.13
Une fraction réguliere de direction S est adaptée a un modeéle si et seulement si elle
est orthogonalement adaptée au modéle, c'est-a-dire, si et seulement si toutes les

fréquences non nulles du modéle sont 2 a 2 mutuellement orthogonales par rapport a
S+

Nous pouvons remarquer que le dual joue un role déterminant, aussi bien en ce qui
concerne la résolution de la fraction réguliere, que l'estimabilité des parametres d'une
régression trigonométrique. Dans le paragraphe suivant, nous allons voir comment déterminer

sa matrice génératrice.
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5.2. Fractions réguliéres a éléments dans GF(p)*

Le dual joue un rdle déterminant en ce qui concerne la résolution de la fraction
réguliere et 'estimabilité des parametres d'un modele. Dans le cas ou G est un groupe abélien
fini quelconque, déterminer le dual n'est pas une chose facile. En revanche, si on suppose que
G est le groupe additif d'un corps de Galois d'ordre p, noté GF(p)Y, c'est-a-dire si on découpe
chaque arréte du cube unité en un méme nombre de segments p, ou p est premier, alors le
passage de la fraction réguliere a son dual est simple. En effet, dans ce cas les fractions
régulieres sont directement construites a partir de leur dual. Cette méthode de construction a
été proposée par Bose (1947). Elle est couramment utilisée et nous pouvons par exemple citer
les articles de Patterson (1976), Raktoe et al. (1969), Bailey et al. (1977) et Patterson et

Bailey (1978). Le principe est simple et se déduit de la proposition suivante.

Proposition 5.14

Soient P une matrice d'ordre rxd, de rang r, a éléments dans GF (p) et ¢ un vecteur de
GF(p)"". Le sous-ensemble de GF(p)® formé des p°" solutions du systéme

Pt=c
est une fraction réguliere de direction S=Ker P. P est la matrice génératrice du dual S
L

Inversement, pour une fraction réguliere de la forme S+z, ot S est un sous-groupe de GF(p)*
et z un vecteurs de GF(p)“. Les éléments de la fractions sont les solutions du systeéme Pt=c, oul

P est la matrice génératrice du dual et ¢ est un vecteur tel que c=Pz.

Dans la classification proposée par Srivastava et Chopra (1973), les plans définis par les

solutions d'un systeme Pt=c appartiennent a la catégorie des tableaux orthogonaux de type I.

Démonstration : Soit z une des p' solutions du systéme Pt=c, alors quel que soit t une
solution du systéme, on a tz qui appartient a S=Ker P puisque Pt=Pz=c. Donc t, qui peut

s'écrire sous la forme t =z+(t-z) appartient bien a la fraction réguliere S+z. [J

Ainsi, on peut construire simplement un fraction réguliere en deux étapes,

¢ la premicre pour déterminer la direction de la fraction en résolvant le systeme Pt=0,

¢ la deuxieme pour trouver une solution particuliere au systeme.

Dans le cas général ou G est un groupe cyclique quelconque, les ressources du calcul
matricielle sont difficilement utilisables puisqu'on doit alors se placer dans un anneau qui n'est

pas integre. Les équations du systeéme ne peuvent pas étre résolues par inversion (généralisée)
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de la matrice P. En revanche, dans le contexte que 1'on s'est fixé, c'est-dire le groupe additif de
GF(p)’, ce procédé devient particulierement avantageux grice 2 la proposition qui suit.

Proposition 5.15

Soient deux entiers positifs d et r tels que d>r et P une matrice rxd a éléments dans

GF(p).
Alors il existe une matrice M carrée réguliere d’ordre r et une matrice de permutation
Y d’ordre d telles que
_(L]Q
s -(419)

ou 0< k< restlerang de P et Q est d’ordre kx(d-k).
Si les lignes de P sont indépendantes, i.e rgP=k=r, I’équation Px=0 admet p*"
solutions et le sous-espace ker P qu’elles constituent est engendré par les lignes de

B-o|L)x.

Inversement By=0 si et seulement si ye Im'P.

Donc une fraction réguliere engendrée par les lignes de B=(-'Q | Ii;) a pour matrice
génératrice du dual P=(I; | Q)

Remarque : On dit que MPX est la représentation sous forme échelon de P ou bien MPX est

une matrice échelon de P.

Démonstration : La premieére partie est un résultat classique d'algebre linéaire. Supposons,

sans perte de généralité, que P soit de la forme P= [Ir Q] ou r est le rang de P et Q est une

matrice d'ordre rxX(d-r). Si on note P~ un inverse généralisé de P alors par définition PP est

un projecteur sur Ker P, d'ou
Ker P=Im(I-P"P).

Une g-inverse de P est une matrice de la forme P~ =[T| W] ou T est un matrice carrée

d'ordre r, W est une matrice d'ordre (d-r)xr, telles que T+QW=I,. Prenons par exemple T=I; et

W=0(4.r)x, alors l'espace Ker P est engendré par les colonnes de

t-[5][ul .

I). 0

t

c'est-a-dire par les lignes de B =( Q

Outre la simplicité de cette méthode, nous pouvons remarquer deux autres avantages a
ce procédé, I'un concernant la résolution de la fraction réguliere et l'autre 1'estimabilité des
parametres du modele.
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5.2.1. La résolution

Puisque la matrice P est de rang r et s'écrit sous la forme P=[I;|Q], alors le lemme
suivant simplifie le calcul de la résolution de la fraction.

Lemme 5.16

Soit P une matrice d'ordre rxd, de rang r, de la forme P=[I, | Q] et soit la relation
(Ry) : toute combinaison linéaire de k lignes de Q
est de poids supérieur ou égal a R-k.
Alors wt(P)> t si et seulement si, Vk=1,...,min(r,R-1), (Ry) est vérifiée.

De plus wt(P)=R si et seulement si une des combinaisons linéaires est de poids R-k.

Supposons les relations (Ry),...,(Rk-1) vérifiées et notons x;,...,X, k lignes de la matrice Q. Le
lemme suivant permet de vérifier si l'espace <xi,...,xx>, qui correspond aux combinaisons
linéaires des k lignes de Q, est de poids R-k.

Lemme 5.17

Soit I=I(x,...,xi) l'ensemble des indices i, 1< i< d, pour lesquels x;; est non nul pour
un unique indice j, I< j< k. On note I son complémentaire dans {1,...,d}. Alors pour

un vecteur xc GF (p)d, x(I ) désigne le vecteur formé des composantes de x d'indices

dans I .

Supposons I non vide.
(i) si|I[= R-k alors <xj,....xi> est de poids R-k
(i) si | I |< R-k alors <xj,...,xx> est de poids R-k si et seulement si les vecteurs

x1(I ),...xx(I ) engendrent un espace de poids R-k-| I |.

Remarques :

1) Si la condition I non vide n'est pas vérifiée, on choisit i€ supp(x;) et on note Up=XpiX1-X1iXp,

2<p<k. On a alors <xj,...,x>=<X{,W,...,ux> €t J(X|,W,...,ux) non vide puisque u,=0, 2<p<k.

2) Si |1 |=R-k-1, les vecteurs x(I),...,xc(I) engendrent un espace de poids Rk-| I |=1 si et
seulement si ils sont indépendants.

Exemple 5.18 : Soit P la matrice d'ordre 2x5 a éléments dans GF(5) de la forme
R 1 1 1
P:(Iz |Q) ou Q:(4 2 3].

Montrons que cette matrice est de poids R=4.
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La relation (R;) est vérifiée. Pour le relation (R;), nous avons I=J, d'apres le 1) de la
remarque, on pose u=x;y-y;x=(4,2,3)-4(1,1,1)=(0,3,4), on a bien wt(u)=2=R-2. Avec ce
nouveau vecteur, I est égal a {1}, i.e | I |[=1=R-2, donc, d'apres le 2) de la remarque, il faut que
les vecteurs x( I )=(3,2) et u( I )=(3,4) soient libres pour que P soit de poids R=4. Ce qui est le

cas.

Démonstration : Soit T le tableau dont les lignes sont formées par les xi,...,x.. Un élément de
< Xi,...,Xk> est une combinaison linéaire des lignes de T. Par hypothese, toute combinaison
linéaire de moins de k lignes de T strictement est de poids supérieur ou égal a R-k. Soit alors z
une combinaison linéaire de toutes les k lignes de T, alors
wi(z)=wt(z(I)}+wt(z( 1 )).

Nous avons de plus wt(z(I))= ‘ I| . En effet, les colonnes de T indexées par I possedent un et
un seul élément non nul, donc dans toute combinaison linéaire de k lignes de T la partie
restreinte a ces colonnes, z(I), est de poids | 1 | .D’ou

() Si |1|>R-k alors wt(z)>R-k.

(i) Si |I|<R-k-1. Supposons tout d’abord <xi(I),...xx(I)> de poids R-k-|I|.
A1)e<xi(I),.x(1)> donc wiz(I)2R-k-|1], don wiz)2R-k-|1]+|1|=Rk
Réciproquement, si wt(z)=R-k alors wt(z( L )=wt(z)-wt(z(I))>R-k- | I
<xi( I )yeees Xk ( I )> est de poids R-k- | I | .0

, donc

Cas particulier ou P est de rang r=2

Dans ce cas la matrice P est de la forme

P= (12 | Q) ou Q= Gl ?d‘zj est une matrice d'ordre 2x(d-2).
1o Va2

On note det(m,n)=XmYn-XnYm le déterminant des colonnes m et n de la matrice Q. Le lemme
suivant propose des conditions suffisantes pour que la matrice P soit de poids R. Elles sont
particulierement simples a vérifier, notamment d'un point de vue algorithmique.

Lemme 5.19

Soit R un entier tel que 2< R< min(d-1,q). Si x et y vérifient les conditions suivantes,

x, 20 i=L..,d-2 (1)
y#0  i=1..,d-2 (2)
<det(],p)¢0 pP=2.,d -2 (3)

Pour k=l...,R-3
det (k,p) #0 p=k+1,...,d-2 (k+

det(tR-3,p)0 p=R-2...,.d-2 (R-1)
dettR—2R-1)#0 (R)

alors la matrice P est de poids R.
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Ces conditions sont nécessaires uniquement dans le cas ou R=d-1.

Exemple 5.18 (suite) : Soit P la matrice d'ordre 2x5 a éléments dans GF(5) de la forme

N I 1 1
Les conditions du lemme précédent sont nécessaires et suffisantes et s'écrivent

;20 et y,#0 1=123
det(1,2) #0 et det(1,3) #0
det(23)#0

Elles sont rapidement vérifiées, ce qui confirme que la matrice P est de poids 4
1% 1 71

NA el |

Démonstration : 1) Dans un premier nous allons montrer par récurrence la relation suivante.
Vk=2,...,.R-2, on note

"
Xk_(xk""’xd—z)

k-2

y, = (H xi]x (det(k— 1K), ..., det(k—1,d — 2))
i=1

w,=R-k-1

alors <x'y,y'x> est de poids w.

Au rang R-2, il faut montrer que <x'r.2,y'r-2> est de poids 1, c'est-a-dire, d'apres la remarque
du lemme 5.17, que x'r2 et y'r2 sont linéairement indépendants. Remarquons que deux
vecteurs x=(X,...,Xd) et y=(yi,...,ya) sont indépendants s'il existe m et n tels que det(m,n)=0.
En effet, supposons que x et y soient li€s alors il existe ae GF(p) tel que X,=0ym et X=0lyn,

d'ou det(m,n)=XmYn-XnYm=0YmYn-0YnYm=0. Dans notre cas nous avons

R-4
(X'R_z)l(y'R_z)2 - (X'R—Z)z(y'R—Z)l = (H Xij X (XR_2 det(R-3,R—1)—x;_,det(R-3,R - 2))
:—3 Su
= [H xi] xdet(R—2,R —1) # 0d'apres les relations (1) et (R).
i=1

pposons la relation vérifiée au rang k+1 et montrons qu'elle est vérifiée au rang k, i.e <x'y,y'x>
est de poids R-k-1. D'apres les conditions (1) et (k+2), nous avons I(xX'x,y'x)=Z, on pose donc
U, = (X'k)ly’k_(y'k)lx'k

k-2
= (H xi) x (0,x, det(k — Lk +1) —det(k — LK)X,,y, .., X, det(k —1,d — 2) — det(k — 1, k)x,_,)

1

T

1

( | xij x (0 det(k, k +1),...,det(k,d - 2)).
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d'apres la condition (k+3), wt(u)=d-k-2>wy puisque R<d-1. D'apres la remarque du lemme
5.17, <X'k,u>=<xX'y,y'x> et on a maintenant I(X'g,ux)={1}. | I |[=1=wg-1 puisque 2>k>R-2, donc

d'apres le lemme 5.17 <x'g,y'x> est de poids wk si et seulement si <x'k(f ),y'k(f )> est de poids
wg-1. Or

X, (D = (Xk+1""’Xd—2) = X

k-1
y, @ = (H xij(det(k, k+1),....det(k,d —2)) = y'.,,,
i=1

et par hypothese la relation est vérifiée au rang k+1, i.e que <x'y4+1,Y'k+1> est de poids Wi, =wi-
1.

2) Montrons maintenant que <x,y> est de poids R-2. Il faut vérifier que les relations (R;) et
(Ry) du lemme 5.16. D'apres les conditions (1) et (2), (R;) est vérifiée. D'apres les conditions
(1) et (3), I(x,y)=4, on pose donc u=x;y-y; x=(0,det(1,2),...,det(1,d-2)). D'apres la condition
(3), wt(u)=d-32R-2 puisque R>d-1. <x,u>=<x,y> et I(x,u)={1}, donc d'apres le lemme 5.17,

Si R<3 alors | I [=2R-2 donc <x,y> est de poids R-2

Si R>3 alors | I |[<R-2 dons x,y> est de poids R-2 si et seulement si <x( I )s¥( I)> estde poids

R-3. Or x(I)=(xa,...,x4.2)=x"2 et y(I)=(det(1,2),....det(1,d-2)=y", et d'apres le 1) <x'»,y'2> est
de poids wy=R-3.

5.2.2. L'estimabilité

Cette technique de construction a un deuxieme avantage qui vient du fait que 1'on peut
rapidement vérifier si la fraction réguliere est orthogonalement adaptée a un modele donné.

En effet, rappelons que toutes les fréquences du modele doivent étre deux a deux
mutuellement orthogonales par rapport 2 S*, le dual de la direction de la fraction réguliere, ce

qui se traduit par hg S, me S, h+me S* et b mg S™ h#m, Vhe A*, Vme A”*. Dans le cas d'une
fraction réguliere a éléments dans GF(p), il est nettement plus simple de vérifier si un vecteur

appartient au dual S*.

Proposition 5.20

Soient h un vecteur de GF(p )? et S le dual d'une fraction réguliére engendré par une
matrice P d'ordre rxd, de rang r, de la forme P=[I,| Q]. On décompose h en deux

parties, h=[h, | hy.,] ot h, (resp. h,.;) est un vecteur d'ordre r (resp. d'ordre d-r).

Pour que h n'appartienne pas a S, il faut et il suffit que
hQ+h,_.

Exemple 5.21 : Soit la matrice P d'ordre 2x3 a éléments dans GF(3)

101
P:[o 1 1]-
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La matrice P est de poids 2, c'est-a-dire que la fraction S dont la direction est engendrée par la
matrice B=(2 2 1) est de résolution 2. Soit h=(h;,h,h3)e GF(3)3, d'apres la proposition
précédente
heS*™ & h+h=hs.

On remarque alors que la fraction n'est pas tres intéressante puisqu'elle ne permet d'analyser
qu'une seule fréquence en plus de I’effet moyen, par exemple h=(1,0,0), un effet simple du
premier facteur. On vérifie de facon exhaustive que l'on ne peut pas ajouter d'autres
fréquences. Supposons par exemple que 1'on veuille analyser en plus les effets simples (0,1,0)
et (0,0,1), alors nous avons

(1,0,0)-(0,1,0)=(1,2,0)e S* puisque hj+hy=hs,

(1,0,0)+(0,0,1)=(1,0,1)e St puisque hy+hy=hs.
Ces fréquences ne sont donc pas mutuellement orthogonales deux a deux.

Démonstration : La démonstration est triviale et se fait a partir soit de la matrice P, soit de la
matrice B génératrice de la fraction. h appartient 2 S si et seulement si h est combinaison

linéaire des lignes de P, or P est de la forme [I; | Q], donc nécessairement, il faut et il suffit
que hQ=hg. [J

Les fractions régulieres, a éléments dans GF(p), a donné lieu a une abondante
bibliographie. Leur construction a été largement développée, notamment dans le cas ol p=2.
Nous pouvons par exemple citer les travaux de Franklin et Bailey (1977), Franklin (1985) et
Collombier (1996). C'est pourquoi nous ne nous attardons pas sur ce type de fractions en
général, mais nous nous consacrons a une classe plus restreinte ayant des propriétés

particulieres, que 1'on appelle tableaux orthogonaux linéaires.
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5.3. Tableaux orthogonaux linéaires

Les tableaux orthogonaux linéaires forment une classe particuliere de fractions
régulieres de GF(p)d, définis de la fagon suivante.

Définition 5.22

Soit T un tableau d’ordre Nxd, a éléments dans un groupe abélien fini E. On dit qu’il
est orthogonal de force t sur E° oi I< t< d, si dans tout bloc formé de t colonnes de T,

les éléments de E' figurent un méme nombre de fois ). On le note OA(E “¢).

Si de plus E est le groupe additif d’un corps fini K et si les lignes de T sont toutes
distinctes et constituent un sous-espace vectoriel de K, on dit que T est un tableau

orthogonal linéaire. Dans ce cas on le note OANK 1).

On suppose que le corps fini K est le corps de Galois d'ordre p, GF(p).

Remarque : A est appelé I’index du tableau, p le nombre de symboles et N la taille. On a

nécessairement N=Ap'. On note aussi parfois le tableau OA(N,d,p,t). Pour des raisons de cofit
et afin d'éviter les répétitions, nous choisirons de préférence des tableaux orthogonaux d'index

A=1.

La encore nous pouvons faire le lien avec les plans de I'approche par échantillon aléatoire.
Tout d'abord, de part sa définition, un tableau orthogonal linéaire de force t, n'est autre qu'un
tableau orthogonal de force t avec une structure de sous-espace vectoriel. Notamment, un
tableau orthogonal linéaire de force 1 est un hypercube latin. D'autre part, un tableau
orthogonal linéaire étant une fraction régulieére, nous savons qu'il est possible de 1'associer a
un réseau. Mais dans ce cas particulier, nous pouvons préciser le type du réseau et généraliser

la proposition 2.20 sur les réseaux de rang 1 et les hypercubes latins.

Proposition 5.23

A tout tableau orthogonal linéaire T, de force t, d'index 1, a éléments dans GF(p), on

associe un réseau d'échantillonnage de rang t et d'invariants tous égaux a p.

Démonstration : Un tableau orthogonal linéaire d’index 1 de taille N=p' est fixé des lors que
sont donnés t vecteurs de GF(p)?, g,...,, qui forment une base du sous-espace de GF(p), S,
constitué des lignes de T. C’est a dire que tout vecteur de S se décompose de fagon unique sur
ces t vecteurs, donc

S=D®..®D,
ou Dy=<g> est le sous-groupe de S engendré par g k=0,...,t.
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Les Dx sont des sous-groupes cycliques de S d’ordre p. En effet, si on note di I’ordre de D,
alors

t
di>1 (sinon Dy est réduit a 1’élément neutre) et H d =p'.

k=l
Ce qui implique nécessairement, dans le cas ou p est premier, que dx=p k=1,...,t.
Montrons alors que cette décomposition en groupes cycliques est minimale. Supposons que
I’on additionne deux de ces groupes cycliques D=D, ®D,, tout élément de D s'écrit
g=0u g+0i g ou ke GF(p) et ouwe GF(p). Le fait que Dx et Dy soient d’ordre p entraine que
les deux vecteurs générateurs g et gc sont des éléments d’ordre p, d’ou

pg = o (pg,) + o (pg,) =0,
i.e tout €élément de D est d’ordre p. Or D est d’ordre p?, il ne peut donc pas étre cyclique.
S peut étre décomposé en, au minimum, t groupes cycliques, chacun d'ordre p, donc d'apres ce

que nous venons de dire, on peut lui associer un réseau de rang t et d'invariants tous égaux a
p. U

Dans le chapitre deux, nous nous sommes intéressés a la qualité de projection des
réseaux en dimension inférieure a d. Nous pouvons considérer que la résolution d'une fraction
réguliere confere elle aussi, des propriétés de projection aux plans. Nous avons a ce propos le
résultat suivant.

Proposition 5.24
Un tableau orthogonal linéaire d’index 1, de force quelconque, est associé a un

réseau a projections régulieres.

Démonstration : Soient T un tableau orthogonal linéaire d’index 1, de force t, a éléments
dans GF(p), et L le réseau qui lui est associé.

Comme nous venons de le voir, ce réseau est de rang t et d’invariants qi=...=q:=p. On peut
étendre la Z-base canonique du réseau, en posant qi+1=...=q¢=1 et ax1,...,aq des vecteurs entiers
quelconques.

Projeter le réseau en dimension s revient a sélectionner s colonnes du tableau orthogonal, soit
T’ le tableau formé de ces s colonnes.

Si t<s<d, alors les lignes de T" sont toutes distinctes car T est un tableau orthogonal de force t
et d’index 1, donc tout élément de GF(p)' est représenté une et une seule fois dans tout bloc de
t colonnes de T. Le réseau obtenu par projection est alors d’ordre p' et d’invariants q;=...=q;=p
et qi+1=...=qs=1. La projection en dimension s est régulicre.

Si 1<s<t, alors nous avons la propriété suivante. Un tableau orthogonal linéaire de force t,
d’index 1 est un tableau orthogonal linéaire de force s et d’index A=p"® (car N=Ap°’=p"). C’est-
a-dire que les points de T* sont répétés p'™* fois. Or étant donné que 1’on omet les répétitions
dans le réseau projection, celui-ci est obligatoirement d’ordre p' et d’invariants q=...=qs=p.

La aussi, la projection en dimension s est réguliere. [
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Il semble que le critere de projection réguliere proposé par sloan et Joe (1994) soit un peu
faible et ne permette pas de distinguer un tableau orthogonal de force 1 d'un tableau de force
2, alors que par définition les projections en dimension 2 sont de meilleure qualité pour la
force 2.

Tableaux orthogonaux linéaires de force 1

Un tableau orthogonal linéaire de force 1 est entierement défini par un vecteur
g=(g,....2)e GF(p)", tel que g#gj, #j. Supposons sans perte de généralité que gi=1. Ce
tableau est de taille N=p et d'aprés la proposition 5.15 la matrice génératrice du dual S* est de
la forme

— &

— &4
La proposition 5.20 sur les conditions d'estimabilité des parametres se simplifie par
heS' < (h]g=o0.
On peut lui associer un réseau de rang 1 de matrice génératrice
I/'p g/p ... g/p
o] 1,

Dans la troisieme partie, nous proposons des méthodes de construction de tableaux
orthogonaux linéaires de force t, puis de fractions régulieres de G=X(Z/q;), a partir de leur
matrice génératrice du dual. Mais auparavant nous allons tester numériquement ces plans pour
savoir comment ils se comportent par rapport aux criteres de sélection proposés dans le

chapitre un, i.e IMSE, entropie et distance.
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5.4. Tests numériques sur les tableaux orthogonaux
linéaires
Nous savons déja que ces plans répondent aux principales qualités requises puisque
nous pouvons les assimiler aux plans du chapitre deux. Ils représentent de facon uniforme
toutes les parties du domaine d'échantillonnage. Ils peuvent étre utilisés pour tous les modeles

(sous réserve d'estimabilité des parametres). Et quand ils existent, leur colit de construction

est relativement faible.

Ce que nous voulons savoir maintenant, c'est la qualité de ces plans dans le cas d'une
approche par résidu aléatoire, c'est-a-dire comment ils se comportent par rapport aux criteres
de IMSE, d'entropie et de distance. Pour cela nous avons choisi d'étudier un exemple
numérique tres simple

On se fixe une fonction connue
Z cos(h|x) + sin(hl X)
f X)= heA™
® 1+ Y (hlx)

heA*

, Vxe[0,17°,

que l'on va prédire par une approche par résidu aléatoire, i.e un modele sans terme d'erreur et

un échantillonnage a un seul degré.

A l'aide des différents résultats de ce chapitre, nous avons construit numériquement tous les
tableaux orthogonaux linéaires a 3, 4 et 5 facteurs avec p=3, 5 ou 7, en indiquant leur force
respective. Nous allons étudier l'efficacité de ces plans pour prédire la fonction f. Pour la
partie fixe du modele, nous avons choisi une régression trigonométrique définie par

I’ensemble des fréquences,
A™={(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.

Ce choix a été fait de facon a s'assurer que la partie fixe du modele est appropriée a la
prédiction de f, puisqu'on cherche principalement, a étudier le comportement des plans par
rapport au processus résiduel. Celui-ci est choisi gaussien de la forme

R(x,u)= exp(G"x— u||2), Vxe [O,l]d, ue [O,I]d.

Afin de mesurer la différence entre la fonction et le prédicteur, nous allons utiliser I’erreur
quadratique moyenne intégrée empirique (EISE) sur une grille de 10¢ points de [0,1]° (Sacks

et al. (1989)) pour un 6 fixé,

104

EISEezﬁZ(Y(xi)—f(xi )f .

124



Pour un coft fixé, N, le ou les meilleurs plans sont alors ceux qui minimisent cette erreur. Les

plans testés appartiennent tous a la classe des tableaux orthogonaux linéaires.
5.4.1. Robustesse des meilleurs plans par rapport aux variations de 0

Des premiers tests ont montré que, sauf exception, il n’existe pas de plan qui
minimisent I’erreur quel que soit 0. En fait, on constate qu’il existe 3 types de plans, ceux qui
minimisent 1’erreur pour les faibles, les moyennes et les fortes corrélations. La force de la
corrélation correspond 2 des valeurs de 0 qui dépendent de N=p' et d. On note Dy le plan qui
minimise EISE; pour N fixé, ou 0 représente 1'une des 3 catégories, faibles, moyennes ou
fortes corrélations. Il se peut que pour certains de ces parametres p et t, il n’existe que deux
catégories faibles-moyennes et fortes, voire méme dans certains cas une seule catégorie, ce

qui signifie alors que le meilleur plan Dy" minimise ’erreur quel que soit 6.

0.1 1 EISEy(Dy) EISEy(D;)
0,12
>
,/\// 01 . ,/"
0,08 / A
*
0,08 .
0,06 0,06
0,04
0,041 9 )
0,02
0 20 40 60 80 wo| ° | 2 40 6 80 100
faibles moyennes fortes faibles moyennes fortes
N=25 et d=3 N=49 et d=5

Fig. 1 Evolution de 'erreur en fonction de 6.

Notre but n’est pas de déterminer quel parametre de corrélation choisir, puisque, comme
nous l'avons signalé dans le chapitre un, il existe des techniques d’estimation pour cela
(Mardia et Marshall (1984), Christensen (1990)). On peut toutefois constater sur cet exemple,
que I’erreur diminue lorsque les corrélations augmentent (6 diminue), avec un seuil inférieur
pour 6 (en général 1) en dessous du quel la matrice R est numériquement instable, et un seuil
supérieur (en général 100) au dessus du quel R devient proche de la matrice identité, donc
plus de corrélation.

Nous avons choisi ici d’étudier la robustesse des meilleurs plans des 3 catégories lorsque 0
varie d’une catégorie a l’autre. Ceci est une propriété non négligeable étant donné les
problémes qu’engendre 1’estimation du parametre de corrélation en pratique. Pour cela on
calcule le coefficient d’efficacité (Sacks et al. (1989)),

(1) EISE(D4)/EISE(Dy ),

ou 0; appartient a une des 2 autres catégories que 0.
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\6 Fortes | Moyenne | Faibles & Fortes | Moyenne | Faibles
6 q 0 q
Fortes 100% 82% 80% Fortes 100% 100% 72%
Moyenne | 95% 100% 80% Moyenne | 95% 100% 80%
s S
Faibles 7% 53% 100% Faibles 22% 61% 100%
N=25et d=3 N=49 et d=4

Tab. 1 : Tableaux d'efficacité des meilleurs plans lorsque 6; varie

On remarque alors que Do’, le meilleur plan pour une forte ou moyenne corrélation, est
trés robuste aux changements de 8. A contrario, I’efficacité de Dy', le meilleur plan pour
une faible corrélation ® grand), devient catastrophique si on utilise une petite valeur de ©
(forte corrélation). Donc quand on ne connait pas la valeur de © a priori, il est préférable
d’utiliser les meilleurs plans des fortes et des moyennes corrélations. Les matrices
génératrices de ces tableaux orthogonaux linéaires sont données ct+dessous pour d=3,4 et 5. Il
suffit alors de multiplier cette matrice par la matrice d’ordre p'xd formée des vecteurs de
GF(p) pour obtenir le tableau orthogonal linéaire.

Notation : C,=N/(2d+1) représente le colt relatif, i.e la taille du plan divisée par le nombre de
parametres a estimer dans la régression trigonométrique.

Caractéristiques Fortes corrélations Moyennes corrélations
t|] N |p| Cr Efficacité D; Efficacité DZ
21 9 |3 13 210 ¢
201
2 25 5 36 100%/M0y 110 110 210 95% [ Fortes 310 210
72% | Faibles 20 1){201){30°1 80% / Faibles 301)401
. 310 .
2| 49 |7 T | 81%/Faibles (5 0 1) Pas de moyenne corrélation

Tab. 2 : Matrices génératrices des meilleurs plans a 3 facteurs pour les fortes et moyennes corrélations.

) Pour ces parametres on ne détecte qu’une seule catégorie, i.e que Dy’ minimise I’erreur quel que soit 6. On ne
peut donc pas calculer le coefficient d’efficacité (1).
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Caractéristiques Fortes corrélations Moyennes corrélations
t| N |p| Cr | Efficacité D, Efficacité Dy
(2310)(1310 1210)
2l 25 |5| 28 | 99%/Moy. (3210j 50% / Fortes 3401){(2401)13401
’ 93% / Faibles 3401 96% / Faibles 2210/(1310Y(1210
(2401 3301/(2301
3l 27 [3]| 3 | 100%/Moy. o 96% / Fortes Lot ols e
87% / Faibles 2001 90% / Faibles 100 1)2001
82% / Moy. 321 Oj (4 31 0) 95% / Fortes (4 21 0)
21 49 (7] 5.4 (
80% / Faibles 560 14501 80% / Faibles 4601
1100 3100)(2100
3| 125 5] 13.9 | 98%/Moy. 2010 61% / Fortes 3010[|2010
76% | Faibles 3001 82% / Faibles 40014001

Tab. 3 : Matrices génératrices des meilleurs plans a 4 facteurs pour les fortes et moyennes corrélations.

Caractéristiques Fortes corrélations Moyennes corrélations
t| N |p| Cr | Efficacité Dy, Efficacité Dy,
. 32310 .
21 25 | 5| 2.3 | 87%/ Faibles (3 4 40 1) Pas de moyenne corrélation
4 12100 .
2| 27 (3| 2.4 | 99%/ Faibles 12010 Pas de moyenne corrélation
20001
2 49 | 7| 44 95% / Moy. (2 1 31 0) 80% / Fortes (2 121 Oj (2 131 Oj
90% / Faibles 34601 89% / Faibles | \3 4 60 1){23501
11T000(1 1000
91% / Faibles 10100[|10100O0 P
4] 81 (3] 7.3 o / Faibles 20010lltoo1 o0 Pas de moyenne corrélation
2000120001
11 100)(1 1100 12100(12100
3| 125|5| 11.3 | 82%/moy. 31010[[2101 0| | 8%/ Fores 23010[(32010
82% / Faibles 34001){2300°1 95% | Faibles 34001){3400°1

Tab. 4 : Matrices génératrices des meilleurs plans a 5 facteurs pour les fortes et moyennes corrélations.

5.4.2. Influence du parametre p et de la force du tableau sur l'erreur

Un tableau orthogonal linéaire est essentiellement déterminé par deux parametres, sa

force bien siir, mais aussi par p, le découpage du cube unité. Nous allons étudier 'influence de

ces deux parametres sur la qualité du plan.

A l'issue de ces tests, on remarque que globalement l'erreur diminue lorsque le nombre de

points du plan augmente, mais surtout que cette diminution dépend de la valeur de p. En effet,

plus le découpage du domaine expérimental est fin (p grand), plus l'erreur est petite et

ceci a moindre cofit. Prenons par exemple le cas des plans a 5 facteurs,
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0.5 JEISE(D;)
0.4091
0,4
0,3
0,2 0.1642
0,1 0.0647 0.0243
| | 0.023
[
0 p=5 p=3 p=7 p=3 p=>5
N=25 N=27 N=49 N=81 N=125

Fig. 2 : Evolution de I'erreur en fonction de p pour les plans a 5 facteurs

Pour N=25,27 et 81, nous avons les plus petites erreurs que 1'on puisse trouver quel que soit 0,
ce qui veut dire qu'avec un plan de 27 points et p=3, on commet une erreur 2,5 fois plus
grande que pour un plan pratiquement de méme taille, N=25, mais avec p=5. Pour N=49 il se
peut que l'erreur soit inférieure a 0,0243 avec un 0 plus petit, mais cela ne change rien au fait
qu'il est préférable d'utiliser ce plan que celui 2 fois plus grand, de taille 81 avec p=3.

Une fois que p est fixé, il reste a choisir t, la force du tableau orthogonal linéaire. On
remarque alors que, pour une taille fixée, N, les plans qui minimisent 1'erreur sont
toujours de force maximale et ceci quel que soit 0. Attention toutefois, un tableau de force
maximale n'est pas nécessairement d'erreur minimale.

Ces résultats confirment l'intuition que nous avions eu précédemment, c'est-a-dire qu'une

bonne répartition marginale des points du plan est un critere de qualité.

La taille du plan est proportionnelle a p', il faut donc trouver un bon compromis entre
ces deux parametres de facon a garder un cofit raisonnable. Nous conseillons alors la stratégie
suivante

Premierement, privilégier la finesse de découpage du cube

Deuxiemement, choisir ensuite la force du tableau de facon a ce que la taille soit

acceptable.

En effet, comme on peut le voir sur la figure 2 et le tableau 4, il est préférable d'utiliser le
tableau de taille 49, de force 2, au tableau de taille 81 et de force 4.

A T’issue de ces tests numériques, il semblerait donc que les plans les plus appropriés
soient les hypercubes latins (tableaux de force 1). Ce qui vient contre-dire 1’hypothese que
nous avions émise sur le fait que, plus la force d’un tableau est élevée, mieux les points
d’échantillonnage sont répartis dans le cube unité, et donc de meilleure qualité sera le tableau
(hypotheése confirmée dans 1’approche par échantillon aléatoire avec la variance de
I’estimateur de I’intégrale qui diminue quand la force augmente §2.2.4). Il faut cependant
nuancer ce résultat suivant le type de simulateur étudié. Il est possible que dans le cas d’un
simulateur prenant en compte un grand nombre de parametres d’entrée avec un temps de

calcul moyennement long, il est préférable d’utiliser un hypercube latin, alors que dans le cas
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d’un simulateur a peu de parametres d’entrée mais un temps de calcul treés long, un tableau
orthogonal de force plus élevée semble plus indiqué.

5.4.3. Test des criteres de sélection des plans

En pratique 1l est impossible de sélectionner un plan a 1'aide de la EISE puisque 1'on ne
connait pas la réponse du simulateur aux points de la grille. Méme avec l'exemple que nous
traitons, calculer l'erreur sur 10 points devient tres long quand d>5. Nous avons vu dans le
chapitre un qu'l existe des criteres pour sélectionner des plans de bonne qualité dans le cas
d'une approche par résidu aléatoire.

Le critere d’entropie max : det(R)
Le critere de distance max: min fix; — Xl
I<i<j<N

Nous avons testé 1'efficacité et la particularité de ces criteres avec les tableaux orthogonaux
linéaires a 3, 4 et 5 facteurs. On remarque 2 choses.

Premierement, il existe un lien évident entre la force du tableau et les criteres. Pour les
plans de taille fixée, plus t est important et plus la distance ou le déterminant est grand.

37¢ 4 t
) ° ° 3 °
1 o 2 (]
0 1
1,00E-01 1,50E-01 2,00E-01 2,50E-01 3,00E-01 4,00E-01 5,00E-01
Distance
Distance

Fig. 3 : Force en fonction de la distance pour les plans
de taille 49 a 3 facteurs.

Fig. 4 : Force en fonction de la distance pour les plans
de taille 27 a 4 facteurs.

37t 37t

2@ [ X ) [ 2 po ese® © ) [

19 1 pesssee

0 0

0,00E+00 5,00E+02 1,00E4+03 1,50E+03 0,00E+00 1,50E+02 3,00E+02 4,50E+02
Déterminant Déterminant

Fig. 5 : Force en fonction du déterminant pour les plans Fig. 6 : Force en fonction du déterminant pour les plans

de taille 25 a 3 facteurs.

de taille 25 a 5 facteurs.
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De plus, pour les tableaux de méme taille et de force maximale, un plan de déterminant
maximal et toujours de distance maximale.

4,50E-01
5,00E-01

Distance
3,50E-01
®
Distance
4,00E-01

t=1

® (=2

2,50E-01
3,00E-01

0,00E+00  1,50E+02 3,00E+02  4,50E+02 3,00E+18 2,00E+27 4,00E+27
Déterminant Déterminant

Fig. 7 : Distance en fonction du déterminant pour les  Fig. 8 : Distance en fonction du déterminant pour les
plans de taille 25 a 4 facteurs. plans de taille 27 & 5 facteurs.

Deuxieémement, les plans sélectionnés par ces criteres ne minimisent pas l'erreur EISE.
On est donc en droit de se demander s'ils sont tout de méme efficaces par rapport aux
meilleurs plans. Les tableaux suivants donnent les matrices génératrices des tableaux
orthogonaux linéaires de force maximale et de déterminant maximal, notés Diet*, ainsi que

leurs coefficients d'efficacité par rapport aux meilleurs plans des catégories fortes et faibles
corrélations.

N Ddet* Fortes corrélations | Faibles corrélations
9 349 100%
25 (ﬁ ! ‘1)][; ! ‘1)] 95% 80%
49 (; ! (1)] 100% 81%
Tab. 5 : Tableau d’efficacité des plans a 3 facteurs de déterminant maximal.
N Ddet* Fortes corrélations Faibles corrélations
25 (2 2] (1)] 100% 93%
27 Tous les plans ont méme déterminant
1 4102210
49 [3 Ll 1](2 2! 1] 59% 86%
125 so vl e v e 61% 82%
4 0 0 1){4 0 0 1

Tab. 6 : Tableau d’efficacité des plans a 4 facteurs de déterminant maximal.

) N n’y a qu'une seule catégorie de corrélation pour N=9 et d=3 (voir tab. 2)
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N Ddet* Fortes corrélations Faibles corrélations
32310

25 (3 23 1] 100% 89%
1210 0)f1 1100

27 {12201 012010 94% 100%
20 00 1)1 00 01
4 2 41 01 4 2 10

49 (4 6 6 0 1](2 4 6 0 1] 1% 1%

81 Tous les plans ont méme déterminant
12 1 0 0)f1 2 1 00

125 112 301032010 62% 93%
34 00 1){(3 4001

Tab. 7 : Tableau d’efficacité des plans a 5 facteurs de déterminant maximal.

On constate que méme si le critere d’entropie ne donne pas les meilleurs plans, il est
tout de méme intéressant puisque les plans sélectionnés sont souvent tres efficaces, et surtout,
ils ne dépendent pas de la régression trigonométrique choisie. On peut donc espérer qu’ils
seront aussi efficaces pour n’importe quel modele en espérance.

Bien entendu ces conclusions sont issues d'un exemple treés simple, mais on peut
espérer les généraliser. En effet, les tableaux de force maximale sélectionnés par un critere
d'entropie ne dépendent en aucune fagon de la régression trigonométrique ou de la fonction
choisie. Il est donc fort probable qu'ils sont tout aussi efficaces dans n'importe quelle situation
et surtout quel que soit le modele.
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Troisieme partie

Construction de plans
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Introduction

La troisieme partie est consacrée aux aspects combinatoires de ce travail. Elle est
consacrée a la construction des plans présentés dans le chapitre 5.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux tableaux orthogonaux
linéaires. Nous avons vu avec les tests numériques que ceux-ci semblent former une catégorie
de plans de bonne qualit¢é pour les modeles avec corrélations que nous utilisons. Leur
comportement est essentiellement dii a leur bonne répartition marginale qui est déterminée par
leur force. Les méthodes de construction des tableaux orthogonaux de force t sont bien
connues. Cependant ces techniques ne fournissent pas nécessairement des tableaux linéaires,
or nous avons vu que pour l'ajustement d'une régression trigonométrique, les plans présentant
une structure de sous-groupe possedent des propriétés d’optimalité. Nous allons donc
généraliser ces méthodes de facon a construire des tableaux orthogonaux de force t qui soient

linéaires.

Les tableaux orthogonaux linéaires sont des sous-espaces de GF(p)“, ot GF(p) est le
corps de Galois d'ordre p premier. Ce qui correspond a un découpage du cube unité
symétrique et en un nombre premier de segments. Il peut étre souhaitable de découper le
domaine d'échantillonnage différemment. C'est pourquoi le deuxieéme chapitre de cette

d
derniere partie est consacré a la construction de fractions régulicres de G= ‘XI(Z/p“‘). La
i

difficulté réside ici dans le fait que G n'est plus un espace vectoriel donc le calcul matriciel
n'est plus envisageable. Le passage de la fraction réguliere a son dual demande une technique
particuliere que nous allons développer. En effet, la connaissance du dual est indispensable

pour I'ajustement d'une régression trigonométrique.
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Dans un dernier chapitre, nous nous intéressons a une autre catégorie de plans qui re
sont, ni des sous-espaces vectoriels, ni des classes latérales de sous-groupes. On les appelle
les fractions semi-régulicres. Elles sont définies comme une superposition de fractions
régulieres. Nous n'allons pas aborder ici la question de la construction de ces plans, mais
étudier, d'une part les conditions d'estimabilit¢ des parametres d'une régression
trigonométrique. En effet, nous allons voir que contrairement aux fractions régulicres,
I'orthogonalité n'est pas une condition nécessaire a l'estimabilité. D'autre part, nous allons
étudier la répartition marginale de ces plans avec la notion de résolution que nous avons

définie précédemment.

136



6.
Construction de tableaux
orthogonaux linéaires

Les tableaux orthogonaux linéaires forment une classe de plans trés intéressante pour
les expériences simulées. En effet, nous avons vu qu'ils sont définis comme des fractions
régulieres a éléments dans GF(p), ou p est premier, présentant deux caractéristiques
principales.

La premiere vient de leur structure de sous-espaces vectoriels qui en fait des plans
particuliecrement bien adaptés a l'ajustement d'une régression trigonométrique pour deux
raisons. Tout d'abord, les tableaux orthogonaux linéaires sont enticrement définis par leur
dual. Or nous avons vu que c'est cet ensemble qui permet de déterminer les effets confondus.
De plus, l'estimabilit¢ des parametres pour un tableau orthogonal linéaire donné entraine
l'optimalité universelle dans le cas d'un modele linéaire sans corrélation.

La deuxieme caractéristique de ces plans est leur répartition marginale uniforme qui est
déterminée par la force du tableau. D'apres les tests numériques du chapitre 5, il semble que
cette particularité en fait des plans de bonne qualité pour les modeles avec corrélations.

Ce chapitre est donc consacré a la construction des tableaux orthogonaux linéaires. De
part leur définition, ces plans peuvent étre considérés soit comme des fractions régulieres a
éléments dans GF(p), soit comme des tableaux orthogonaux. La bibliographie concernant la
construction ce type de fractions régulieres est tres abondante, notamment dans le cas de
facteurs a deux niveaux. Nous pouvons par exemple citer les travaux de Franklin et Bailey
(1977), Franklin (1985) et Collombier (1996). Nous avons préférer ici utiliser les méthodes de
construction des tableaux orthogonaux. Ces techniques sont bien connues pour les tableaux a
deux symboles. En revanche lorsque p est supérieur a deux, il y a déja moins de bibliographie
et celle-ci concerne souvent les tableaux de force 2. On peut par exemple citer Raghavarao
(1971), Wang et Wu (1991) et Hedayat et al. (1992). Tres peu d'articles sont consacrés aux
tableaux orthogonaux ayant un nombre de symbole et une force quelconques. De plus ceux-ci
ne sont pas nécessairement knéaires, ce qui est indispensable dans notre cas. On retiendra
cependant les travaux de Adhikary et Das (1992) et Hedayat et al. (1996).

La premiere partie de ce chapitre est un bref rappel d'une technique de construction
des tableaux orthogonaux de force 2 couramment utilisée , que l'on appelle méthode des
différences. Nous allons de plus montrer dans quels cas les tableaux ainsi construits sont
linéaires. Plus précisément, la deuxieme partie généralise cette technique a la construction de
tableaux orthogonaux linéaires de force t a partir d'un tableau orthogonal de force t1. La
partie 3 est une extension de ce résultat aux tableaux orthogonaux linéaires de force
supérieure a t.
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6.1. Construction d’un tableau orthogonal de force 2 par
la méthode des différences

La construction des tableaux orthogonaux de force 2 a donné lieu a une abondante
bibliographie. Nous nous contentons de présenter ici la méthode la plus couramment utilisée,
celle que Bose et Bush (1952) ont appelée la méthode des différences. Pour plus
d'informations sur les autres méthodes de construction nous vous proposons de vous reporter
a 'ouvrage de Collombier (1996).

Comme son nom l’indique, cette méthode fait appel a des matrices a éléments dans des

groupes abéliens finis, dites aux différences.

Définition 6.1

Soient G un groupe abélien fini d’ordre q et D une matrice d’ordre \qxd a éléments
dans G. On dit que D est une matrice aux différences de force t, I< t<d sur G si dans
tout bloc constitué de t colonnes de D, les classes latérales du sous-groupe
H={(g,....2),Vgc G}cG' sont représentées \ fois chacune. On note D)(G d,t) toute

matrice aux différences de force t sur G a d colonnes et d’index M.

Remarque : Avec cette notation, 1'ensemble dans lequel nous construisons nos plans est G.1

d
ne faut pas confondre avec les notations utilisées précédemment, ou G désignait ,>_<1(Z / qi) .

Rappelons que la différence entre tableau orthogonal et tableau orthogonal linéaire, vient de
la structure de sous-espace vectoriel de ce dernier, ce qui impose de se placer dans le cas ou G
est le groupe additif d'un corps de Galois, GF(p) avec ici p premier. Cependant, tous les
résultats présentés dans ce chapitre ne nécessitent pas la linéarité, notamment ceux concernant
les tableaux orthogonaux et les matrices aux différences. Dans ce cas G est un groupe abélien
fini quelconque.

Remarque : Pour la construction de tableaux orthogonaux de force 2, seules les matrices aux

différences de force 2 sont nécessaires. La définition devient alors : la matrice D=(d;;) est aux

différences de force 2 sur G lorsque pour tout couple (h,j) de colonnes de D, on obtient A fois
chaque élément de G quand on forme les différences

dij-dih i=1,...,7\.q.
C’est la définition proposée par Bose et Bush (1952), elle est généralisée ici au cas t
quelconque.

Notons @ la somme de Kronecker de matrices, c’est-a-dire I’opération qui a tout couple de
matrices A=(a;;) d’ordre nxd et B d’ordre n’xd’ a éléments dans G, associe la matrice d’ordre

(nn’)x(dd’) a éléments dans G, telle que
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A®B=(a;+B | i=1,...n et j=1,...d)
ou ajj+B veut dire que 1’on ajoute a;j a chaque élément de B.
Soient par exemple A='(a;, a;) et B d’ordre quelconque alors

a, +B
A®B= .
a,+B

Proposition 6.2

La somme de Kronecker de deux matrices aux différences sur un méme groupe est

une matrice aux différences sur ce groupe.

La méthode aux différences est fondée sur la propriété suivante, dont on trouvera une
démonstration dans Collombier (1996). 1l s’agit en fait d’une généralisation d’un résultat de
Bose et Bush (1952).

Proposition 6.3

Soient deux groupes abéliens, G = G/"x..XG! et G’. Soient B et B’ deux tableaux

orthogonaux de force 2 sur G et G’ respectivement, tels que

1) B=(B,| ...| By) d’ordre Nxd o d=%d;
2) B’ d’ordre N’xc
et D=(D; | | Dy), d’ordre N’xd’, tel que D; soit une matrice aux différences de force 2
sur Gj, j=1,...,k.
Alors le tableau
T=B®D | 0®B’)
ou B(-BD:(B](-DD1| ] Bi®Dk) et Oy est le vecteur colonne formé de N répliques de

I’élément neutre d’un groupe donné, est orthogonal de force 2 sur GXG’.

Corollaire 6.4

La proposition reste vraie quand on remplace B ou/et B’ par un vecteur colonne a
éléments dans G ou/et G’, a condition que ces éléments y figurent un méme nombre
de fois.

La méthode des différences permet de construire des tableaux orthogonaux uniquement de
force 2, de plus, ces tableaux ne sont pas nécessairement linéaires. Seuls quelques cas tres
particuliers garantissent la linéarité. Par exemple, si on utilise le corollaire avec D la table de
multiplication sur le corps de Galois GF(p) et B et B’ vecteurs colonnes choisis parmi les
colonnes non nulles de D, alors on obtient un tableau orthogonal de force 2 linéaire.
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Exemple 6.5 : Si p=3 alors

0 0O
D=0 1 2
0 2 1
On choisit B=B’='(0,1,2) et on obtient le tableau orthogonal linéaire de force 2 suivant
t ‘00 Of1 1 1|2 2 2
B®D O 1 21 2 0|2 0 1
= "o 2 1102|210
0,®B' 0O 1 2{0 1 2|10 1 2

Nous allons maintenant voir comment généraliser cette technique afin de construire des
tableaux orthogonaux de force t supérieure ou égale a 2 et linéaires. Citons pour références
Hedayat et al. (1996) et Collombier (cours de DEA, Université de Pau, 1997/98).
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6.2. Construction d'un tableau orthogonal linéaire de
force t

Le plan de cette partie est le suivant. Dans un premier temps, nous allons présenter
quelques propriétés des matrices aux différences ainsi que la notion de matrices associables.
Cette notion nous permettra de généraliser la méthode des différences a la construction d’un
tableau orthogonal de force t. Nous établirons ensuite le lien entre matrice aux différences et
tableau orthogonal linéaire. En dernier lieu nous déterminerons quelles conditions imposer
aux matrices associables afin que le tableau orthogonal de force t soit linéaire.

6.2.1. Propriétés des matrices aux différences
Propriétés 6.6

Si D=(d;j) est une matrice Nxd aux différences de force t sur le sous-groupe abélien G
d’ordre q, alors on a les propriétés suivantes.

1) A=N/q *! entier non nul.

2) Toute matrice déduite de D par permutation des lignes et/ou des colonnes est une
matrice aux différences de force t sur G.

3) D est une matrice aux différences de force u, ¥ 1<u<t.

4) Pour he{l,...,d} fixé, la matrice D= dij* ), ol dij*=dij-dih, est aux différences de force
t sur G. De plus le bloc formé des colonnes de D hormis la colonne h est un
tableau orthogonal de force t-1

5) En ajoutant aux éléments de D un élément fixé g de G, on obtient une matrice,
notée g+D, aux différences de force t sur G.

6) Si Dy,...,D, sont des matrices aux différences de force t sur G, alors la matrice D
Juxtaposition verticale des matrices Dy,...,.D, est une matrice aux différences de
Jorce t sur G.

Démonstration : 11 s’agit ici de propriétés classiques des matrices aux différences. Nous

limitons donc notre démonstration a la propriété 4 2™ partie. D’apres la 1 partie de cette
propriété 4, on peut supposer sans perte de généralité que la matrice aux différences D peut

s’écrire sous la forme

D=|..|T
0

ou T est a la fois une matrice aux différences de force t et un tableau orthogonal de force t-1.

En effet, T est une matrice aux différences de force t d’aprés la 1°™ partie de la propriété 4, et
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T est un tableau orthogonal de force t-1 car si on choisit t colonnes dans D, la premiere et t-1
dans T, alors chaque classe latérale de H={(g,...,g), ge G}cG', ie. x+H, ot xeG', est
représentée A fois, et les représentants sont de la forme (0,xy,...,X.1) pour tout (Xi,...,X;.1)€ G"

1, donc dans tout bloc de t-1 colonnes de T, tout élément de G-l est représenté A fois.
Proposition 6.7
Si D est une matrice aux différences de force t,
+D
T=|2%
Vg eG

est un tableau orthogonal de force t et réciproquement.

Démonstration : Dans tout bloc de t colonnes de T chaque classe latérale du sous-groupe H,
i.e. x+H avec xe G', est représentée A fois. Or d’apres le 5) de la propriété 6.6, si D est une
matrice aux différences de force t, g+D avec ge G, I’est aussi, donc quand on ajoute g aux A
représentants de la classe latérale x+H, on obtient A autres représentants de cette classe. Fn
faisant cela pour tout ge G, on obtient tous les représentants de la classe et ceci A fois chacun.
Autrement dit, les éléments de G' sont tous représentés A fois chacun. La réciproque est

triviale, il suffit de choisir A représentants de chaque classe de G' pour construire D. []

Dans le cas ou la force est égale a 2, nous avons vu que I’on pouvait ajouter par la méthode
des différences une ou plusieurs colonnes a D. Malheureusement, lorsque la force est
supérieure a 2 cela n’est pas toujours possible. Il nous faut donc introduire la notion de

matrices associables.

Définition 6.8

Soient G un groupe abélien fini d’ordre q et les entiers positifs A, di, d», t<d;+d,, r=\q
1 On note de plus,

1) D=(d;) une matrice aux différences de force t sur G", a r lignes,
2) B=(b;j) un tableau orthogonal de force min(t,d;) sur G*, de taille r.
Pour tout entier non nul v, tel que <min(t-1,d;), considérons Jc{1,...,d,} tel que

| Jy | =y, ze€ G' et le bloc suivant de D

D, .=Wdict,y, . a k=1..d)

ouly,,. = {i € {1,...,r}; (b,.j|j € Jv)zz}.
On dit que B et D sont associables (pour construire un tableau orthogonal de force t
sur G'"*) s’il existe une matrice de permutation S telle que, quel que soit v, un entier

non nul tel que v<min(t-1,d,), J,c{1,...,d>} : |Jv| =v, et z=2G’, D, est une matrice

s [1,)*

aux différences de force t-v sur G .
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t-v J

_ _q - ' _d,
(byj, j€Jy)
D= Drapnye I Lop. B= (by, jEJ)=2
L —Ir L I
>
\"

Théoreme 6.9 (Généralisation de la méthode des différences)
Si B et D sont deux matrices associables alors
+D | M
r_[8 |
VgeG
ou M=SB avec S la matrice définie précédemment, est un tableau orthogonal de force
t sur G, d=d;+d>.

Démonstration : Soit Q un bloc de t colonnes de T. Supposons que v, 0O<v<min(t-1,d,)
colonnes de Q sont choisies parmi les d, dernieres colonnes de T et t-v autres parmi les d;
premieres colonnes de T.

Si v=0 alors d’apres la proposition 6.7, il est clair que tout élément de G' apparait A fois dans
Q.
Si v#0, on note (H,J),

H | =t-v et | J | =v, I’ensemble des index des colonnes de Q
d d

1 2
P>

T=
(S
H J

Soit z=(z,...,z,)€ G', par définition, les lignes de D, RE sont les lignes de D telles que les

lignes correspondantes de M=SB sont égales a z. On note D" le bloc de DIM[] ® formé

[M[Jv]’Z
des colonnes indexées par les éléments de H.
B est un tableau orthogonal de force supérieure a v donc z apparait r/q" fois dans M=SB. Soit

alors pour ge G, le bloc d’ordre r/q"xt

Q,,=|g+D;
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11 apparait que Q est la juxtaposition verticale des q**' blocs de Q.. pour z= G" puis ge G. B et

D sont associables donc D" est une matrice aux différences de force tv. D’apres la

IM[JV],Z
+D
T _ g IM[JV]’Z
‘ VegeG

est un tableau orthogonal de force t-v et d’index A sur G™. Or Q est la juxtaposition verticale

proposition 6.7, la matrice

des q" blocs T, pour ze G'. Par conséquent tout élément de G' apparait A fois dans Q. [

Remarque : Il est souvent tres difficile de trouver D et B associables. Nous pouvons tout de

méme remarquer que si B est un vecteur colonne dans lequel tous les éléments de G sont

répétés Aq' fois et si D est une matrice aux différences de force t d’ordre  Aq''xd alors D et
B sont associables pour construire un tableau orthogonal de force t a d+1 colonnes. En effet,

dans ce cas B est bien un tableau orthogonal de force 1 sur G de taille Aq'”', v est

obligatoirement égal a 1, donc Vze G,

card(1y, 1, ={ie{l...s"'}; b, =2z})=Aq2,

B[I, ]z

autrement dit DIB[J correspond 2 Aq'? lignes de D. D est une matrice aux différences de

vlz
force t donc elle est aussi de force t-1, ¢’est-a-dire que dans tout bloc de t-1 colonnes de D les
q'? classes latérales de H.1={(g.....g), g€ }<G""' sont représentées Aq fois chacune. Il est alors

possible de choisir un bloc de Aq"? lignes de D, DIB[J , de fagon a ce que dans tout bloc de t-

],z

1 colonnes de DIB[, | les ¢ classes latérales soient représentées A fois chacune, ce qui veut

dire que DIB[J , estune matrice aux différences de force 1.

Exemple 6.10 : Soient G le groupe cyclique d’ordre 3, D la matrice aux différences de force 3
d’index 1 sur G’ suivante

(o 1 1
D=0 2 0
0 0 2
et B le vecteur colonne, B='(0,0,0,1,1,1,2,2,2).
Alors le tableau

est orthogonal de force 3 a 4 facteurs.
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6.2.2. Lien entre tableaux orthogonaux linéaires de force t-1 et
matrices aux différences de force t

La construction d’un tableau orthogonal de force t envisagée ici suppose qu’il existe
une matrice aux différences de force t. Nous allons donc nous intéresser a la construction de
ces dernieres et pour cela nous allons exploiter le 4) de la propriété 6.6. C’est-a-dire que nous
allons établir les conditions a imposer a la matrice T pour que celle-ci soit a la fois un tableau
orthogonal linéaire de force t-1 et une matrice aux différences de force t.

Il est nécessaire ici de se placer dans le cas d'un corps de Galois que I'on note K=GF(p),
pour obtenir la linéarité des tableaux orthogonaux, i.e leur imposer une structure de sous-

espace vectoriel.

Théoréme 6.11

Soient P une matrice d’ordre rxd, de rang r, a éléments dans GF(p) et t un entier

compris entre 1 et d.

Considérons le tableau T d’ordre p®'xd dont les lignes sont les solutions de
I’équation Px=0.
Alors T est a la fois un tableau orthogonal linéaire de force t-1 et une matrice aux
différences de force t sur GF(p) (d’index A=p “"/p"') si et seulement si
1) wt(P)>t
2) pour tout y=(yi,...,.ya)c Im ‘P tel que wt(y)=t, on a yls0, o I est le vecteur
d’ordre d formé de 1.

Remarque : Pour déterminer le poids de la matrice P, il suffit d'utiliser les résultats du
chapitre précédent (5.15, 5.16, 5.16).

Exemple 6.12 : Reprenons 1'exemple des tableaux orthogonaux linéaires de force 1 définis

dans le chapitre 5 (§ 5.3). La matrice génératrice du dual P est d’ordre (d-1)xd, a éléments
dans GF(p), de la forme
-8
P=| .. |l
— 84
Nous savons déja que ces tableaux sont de force 1 donc la condition 1 du théoréme est
vérifiée pour t=2. Vérifions maintenant la condition 2.

Soit u=(w,...,ug) un vecteur non nul d’ordre 1x(d-1). Toute combinaison linéaire des lignes de
P s’écrit

d
uPz(—Zukgk,uz,...,udj.
k=2

Nous savons par définition du vecteur g que pour tout ke {2,...,d}
ug#0 (mod p), Vuxe GF(p)\{0}.
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Supposons, sans perte de généralité, que u=(w,0,...,0), w0, alors wt(uP)=2 et dans ce cas
(uP)1=w(2+1)#0 (mod p), sauf si g=p-1. Il faut donc vérifier que toutes les coordonnées de
g sont différentes de p-1.

Une autre possibilité pour avoir une combinaison linéaire des lignes de P de poids égal a 2 est
que u ait 2 coordonnées non nulles, par exemple w, et w3, mais telles que wg+uz g3=0. Dans ce
cas (UP)1=w+uw=0 (mod p) si et seulement si w=-uz (mod p), mais alors wZ+u3ZG=w (-
23)=0 d’ou @=g3 ce qui est impossible par définition de g.

La deuxieme condition du théoreme est donc vérifiée (si toutes les coordonnées de g sont
différentes de p-1), le tableau orthogonal lin€aire T de force 1 défini par P est aussi une
matrice aux différences de force 2 sur GF(p). D’apres la propriété 6.6, la matrice (0 | T) est
aussiune matrice aux différences de force 2 a d+1 colonnes. Il est possible ensuite, grace a la
remarque consécutive au théoreme 6.9 , de construire le tableau orthogonal de force 2 a (d+2)
parametres

g+T | B
'=|——— | ou B='(0,...,.p-1).
Vg € GF(p)
Par exemple, on choisit d=3, g=(1,2,4) et p=5 alors
0 0 0O 0
. 01 2 4 1
T|1+T |2+T |3+T|4+T
T= avec T=|0 2 4 3iet B=|2
B| B| B | B | B
0 3 1 2 3
0 4 3 1 4

est de force 2 a 5 parametres de taille 25.

Ceci n’est pas la meilleure facon de construire un tableau orthogonal de force 2. Par
exemple si on utilise la méthode des différences avec la table de multiplication de GF(5)
comme dans I’exemple 6.5, on peut construire un tableau orthogonal de force 2 a 6 parametres
chacun a 5 niveaux de taille 25.

Exemple 6.13 : Soit P la matrice d’ordre 1x6 dans le corps de Galois d’ordre 2,
P=[1,0,1,1,1,1].

Les conditions du théoréme sont trivialement vérifiées pout t=5. Le tableau T d’ordre 2°x6
dont les lignes sont les solutions de I’équation Px=0 est donc a la fois un tableau orthogonal
linéaire de force 4 et une matrice aux différences de force 5 (d’index 4). Il est de la forme

P, | B
P — 0 0
I)1 B1
ou Py (resp. P;) est la matrice d’ordre 32x4 formée des vecteurs de EA(24) dont la somme des

premiere, troisieme et quatrieme coordonnées est nulle (resp. égale a 1), et By (resp. By) est la

matrice d’ordre 32x2 dont les lignes sont formées des couples (0,0) et (1,1) (resp. (1,0) et
(0,1)) répétés 16 fois chacun.
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D’apres la propriété 6.6, si on ajoute une colonne de 0 a T, on garde une matrice aux
différences de force 5 a 7 parametres. Et en appliquant le théoreme 6.9 avec B vecteur
colonne d’ordre 64 dans lequel O et 1 apparaissent 32 fois chacun, on obtient un tableau
orthogonal de force 5 a 8 parametres de taille 64*2 de la forme

0 & E B
Tv_ Pl Bl
B PO BO
1= |—|B
P1 Bl

puisque Po+1=P;, Bo+1=By et B;+1=B;.

Le démonstration du théoreme 6.11 nécessite que 1’on établisse le lemme suivant dont on
peut trouver la démonstration dans Hedayat et al. (1996).

Lemme 6.14
Soit T un tableau orthogonal linéaire d’ordre p “"xd.

T est un tableau orthogonal linéaire de force t<d si et seulement si toute famille de t
colonnes de T est libre.

Démonstration du théoreme 6.11:
1) Montrons d’abord que T est tableau orthogonal de force t-1 si et seulement si wt(P)>t.

Condition nécessaire : Soient v un vecteur de K et w le poids de (vP). Par définition du
tableau, nous avons PT=0, donc (VP)'T=0, i.e qu’il existe une combinaison linéaire de w

colonnes de T qui est nulle. Mais par hypothese, T est un tableau orthogonal de force 1,

donc d’apres le lemme 6.14, w>t-1. Donc Vve K', wt(vP)>t, i.e wt(P)>t.

Condition suffisante : Soit yekerT\{0}, i.e T'y forme une combinaison linéaire nulle de

colonnes de T. Par construction kerT=ImP, d’oti par hypothése wt(y)=t. Donc toute famille de
t-1 colonnes de T est libre et d’apres le lemme cela implique que T est un tableau orthogonal
de force t-1.

2) D’apres la propriété 6.6, T=(t;) est une matrice aux différences de force t, si et seulement si
D=[0|tj]-tij |j=2,...,d] est aussi une matrice aux différences de force t, c’est-a-dire si et
seulement T’ =[t;;-t;; | j=2,...,d] est un tableau orthogonal de force t1. Or d’apres le lemme
6.14 ceci est vrai si et seulement si toute famille de t-1 colonnes de T est libre.

Il nous reste 2 montrer qu’il en est ainsi si et seulement si pour tout ye Im'P tel que wt(y)=t,
tyld?&().

Condition nécessaire : Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe ye Im'P tel que

wit(y)=t et 'yl14=0. Sans perte de généralité, on peut supposer que y=(y....,y:,0,...,0) avec y#0
i=1,...,t. Alors
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t

t t
(‘y1,=0 & vy, = —Zyj )= y=[—Zyj,yz,...,yt,O,...,O)zZijj
=2 j=2

j=2

J,i:2,...,t).

1

ol v; = (— 1|5
Etant donné que ye Im'P, on a
t t
S _ "o
Ty=0= J;ijth =0 o jg'ijj =0
ou T’; est la jeme colonne de T°. Autrement dit il existe £1 colonnes de T’ dépendantes

puisque y#0 1=2,...,t, et d’apres le lemme 6.14 ceci est impossible car T’ est un tableau

orthogonal de force t-1.

Condition suffisante : Raisonnons aussi par 1’absurde, c’est-a-dire supposons sans perte de
généralité que les t1 premicres colonnes de T’ sont dépendantes, i.e il existe des entiers de
GF(p) non tous nuls y,...,y; tels que

t

t
YyT=0, & Zzyj(tij—tﬂ):o Vi=1..,p""
=

=2

t t
= (— yj]til+2yjtij=0, Vi=0,..,p"" < T'y=0
=2 =2

t
avec y = (— Z yj,y2,...,yt,0,...,0j .
=2

D’otl ye Im'P, wt(y)<t et 'y14=0, ce qui est impossible par hypothese. [

Le théoreme 6.9 généralise la méthode des différences et permet de passer de la
construction des tableaux orthogonaux de force 2 a la construction des tableaux orthogonaux
de force quelconque. Malheureusement, cette technique n’est pas suffisante pour construire
des tableaux orthogonaux linéaires. Nous allons voir maintenant comment on peut choisir les

matrices associables D et B de facon a obtenir systématiquement un tableau orthogonal

linéaire.
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6.2.3. Construction d'un tableau orthogonal linéaire de force t

Théoréme 6.15

Soient P une matrice d’ordre rxd, de rang r, a éléments dans K et t un entier compris
entre 1 et d.

Considérons le tableau T d’ordre p “"xd dont les lignes sont les solutions de
I’équation Px=0.
Supposons les conditions du théoréme 6.11 vérifiées, i.e wt(y)> t et Vye Im 'P tel que
wit(y)=t = ‘y1 0.

Notons alors D=(0| T) la matrice aux différences de force t sur K*' obtenue a partir
des solutions de Px=0. Indexons les colonnes de D par 0,...,d.

Soient s vecteurs de K, vy,...,vy, et VJ{1,...,s}, la matrice d’ordre (r+ ‘ J | Xd,

B P
QJ_ vj,je.] *

Supposons vérifiées par les matrices Qjles conditions suivantes :

1) VJc(L,...,s}, I<| J| <min(t-1,s)

@) we(Qp)>t-| 1|

(ii)Vye Im'Q; tel que wt(y)=t-| J| = y1.£0
2) wt(Qy)=1 si s> t.

Considérons le tableau d’ordre p d"Xs, B=TV ou V=(v 1,...,tvs) (bii=(x; | vj), OUl X; est une
solution de I’équation Px=0), alors B est un tableau orthogonal de taille p ", de force

min(t,s) sur K°, associable a D.

Remarque : La condition 1 équivaut a dire que quelles que soient les lignes que 1’on ajoute a
P pour former Q, le tableau formé des lignes de ker () reste a la fois une matrice aux
différences de force t et un tableau orthogonal de force t-1.

Corollaire 6.16

On reprend les notations du théoréme précédent et on suppose que les conditions 1 et

2 sont vérifiées. Le tableau d’ordre p“™x(d+s+1) construit a partir des matrices
associables D et B est défini par sa matrice génératrice du dual

-PL|P]| O
P =
VL [V [-1,

Kd+s+1 .

et est orthogonal linéaire de force t sur
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Exemple 6.12 (suite) : Reprenons 1’exemple sur les tableaux orthogonaux de force 1, définis
par la matrice génératrice du dual

- &

P=| ... |1,

— &4
Nous avons vu que la matrice P vérifie les conditions du théoreme 6.11. Soit v='(1,0....,0) et
s=1, nécessairement J={1} et QJ=t(P|V). Etant donné que t=2, les conditions 1 et 2 du
théoréme 6.15 sont identiques a wt(Qj)=1 et elles sont trivialement vérifiées. Le vecteur
colonne B=Tv est alors associable a D=(0 ‘ T) ou T est la tableau orthogonal de force 1
engendré par le vecteur (1,2,...,24).

Le vecteur B est égal a (0,gy,...,(p-1)gs), i.e une permutation de O,...,p-1.
On peut ajouter ici que le tableau T’ ainsi formé

h+D|B
T= ,
Vhe K

est linéaire et sa matrice génératrice du dual est de la forme

g,-1|-g, 0

Pl: d-1
g,—1|—-gy 0
1 | 1 0 .. O | -1

Exemple 6.13 (suite): On ne peut pas appliquer le théoreme 6.15 et son corollaire a
I’exemple 6.13. En effet t=5, il faut donc trouver un vecteur v de poids supérieur ou égal a 4
tel que ‘(‘P | v) soit aussi de poids supérieur ou €gal a 4. Or il est facile de vérifier que si

wt(v)>4, alors th(tP| v)=2 ou 3.

Exemple 6.17 : Soient P la matrice 5x8 a éléments dans GF(3)

t

1 20 2 2
P=(s|Qou Q=1 1 1 0 1],

21 2 20
t=3 et V="v;='(0,0,0,0,0,1,1,1).
Montrons tout d’abord que P vérifie bien les conditions du théoréme 6.11.
Chaque ligne de Q est de poids supérieur ou égal a 2 et toute combinaison linéaire de 2 lignes
de Q est de poids supérieur ou égal a 1. D’apres le lemme 5.16, wt(P)>3. On vérifie de plus
que toute combinaison linéaire de lignes de P de poids égal a 3 n’a pas la somme de ses
coordonnées nulle. Les deux conditions du théoréme 6.11 sont bien vérifiées.
Vérifions maintenant les conditions du théoreme 6.15. Comme s=1, J={1} et Qj=t(P|V1).

D’apres le lemme 5.16, wt(Qy)=>t-1=2 puisque
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L

| s |0 02 1 1 21
21011|1QJ_
122 01 1

donc toute combinaison linéaire y des lignes de Qjy telle que wt(y)=2 vérifie ylg=2.

Soit H la matrice 27x3 qui a pour lignes les 3° vecteurs de GF(3)’. D’apres la proposition 5.15

on a
T=H(-'Q| 1),
d’ou
D=0|-'Q|15)
et
B=H1;

et d’apres le théoreme 6.15, B et D sont associables.

En appliquant le corollaire, on obtient le tableau orthogonal linéaire d’ordre 3*x10 de force 3
suivant

‘(D|1+D|2+Dj
T=
B| B | B

Sa matrice génératrice du dual est de la forme

o (“PL [P 0 (=P L] Q|0
v fvi-n) U o ol -1y

D’apres Seiden (1955) il n’existe pas de tableau orthogonal de taille 3* et de force 3 sur K¢

avec d>10 et méme plus généralement de tableau orthogonal a 3 symboles a plus de 10
parametres. On a donc trouvé le plus grand au sens nombre de parametres.

Exemple 6.18 : Soient P la matrice d’ordre 4x8 a éléments dans GF(3)

2
1 “rv.) ‘(0
1 v, 0,

2 0

O = =

1111 \
| 2 1 2)tE*

P=(I;|Q)ou Q=

- = N O
—_—N O =

La matrice P vérifie les conditions du théoreme 6.11 et les matrices Qy, J={1},{2} ou {1,2}
vérifient la condition du théoreme 6.15.

D’apres la proposition 5.15, si on note H la matrice d’ordre 81x4 dont les lignes sont les
vecteurs de GF(3)4, alors

T=H(-'Q| L),
d’ou, d’apres le théoreme 6.15, les matrices
D=(0]-'Q L)

et
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avec B tableau orthogonal de force 2 d’index 9, sont associables.
En appliquant ensuite le corollaire, on construit le tableau orthogonal linéaire de force 4 a 11
parametres de taille 3° de matrice génératrice du dual,

(_ P18 | P | O j 14 I4 Q OZXZ
P'= =2 0, 1111 22
~V1, |V [ -1,

0 0, 1212 22

Cette fois encore, nous avons trouvé le plus grand tableau orthogonal au sens du nombre de
parametres, cf. Rao (1947).

Démonstration du théoreme 6.15 : La démonstration se fait en deux parties. I faut montrer

premierement que B est bien le tableau souhaité et ensuite que B et D sont associables.

1) Pour montrer que B est un tableau orthogonal de force w=min(t,s), il faut montrer que dans
tout bloc de w colonnes de B tout élément de K¥ apparait p™" fois. Or étant donné que

B=((x; | vj))ij avec Px=0, cela revient a montrer que pour tout I={1,....}s tel que |J | =w, le

ol

Si w<t, alors ¢ | J| >1 et d’apres la condition 1 du théoreme wt(Qj)=1, de méme si w=t la

systeme

admet p*™ solutions pour tout z= K ™.

condition 2 du théoreme entraine que wt(Qj;)=1. Ce qui veut dire qu’aucune combinaison
linéaire des lignes de Qj n’est nulle, autrement dit, que toutes les lignes de Qj sont

d-r-w

indépendantes. Qy est d’ordre p™¥, le systtme admet donc p solutions.

2) D est la matrice d’ordre pd'rx(d+1), D=(0 ‘ T), sa ieme ligne s’écrit donc (O| xj) ou Px=0.
J | =v et Vz=(#,...,z)eK"’

Vv un entier non nul, v<¥min(t-1,s), VJc{1,...,s},

Ly, :{ie{l,...,pd-f}; x|V, =7 vie J}

et

ey, et k=0....d)

DIB[J],Z = (dik

Si on note D’;, le tableau des solutions de 1’équation
0

QJX =" )
z

Comme K|J |Smin(t-1,s), on a d’apres la condition 1 wt(Qy)=t- |J | et VyeIm'Qj tel que
wi(y)=t- |J| = y120.
Les conditions du théoreme 6.11 sont vérifiées donc D’;j, est une matrice aux différences de

alors DIBm,Z =(0 | D’5.).

force t- | J| eta fortiori DIBm,Z aussi. Donc B et D sont associables. [

Démonstration du corollaire 6.16 : En utilisant le théoréme 6.9 on construit a partir de B et
D associables le tableau
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[gl . g+D|BJ
T=|———
Vg e GHp)

ot D=(dy) avec (d; | j=1,....d)="x; et B=((x | v));j ot Px;=0.

Alors la matrice
P':(—Pld |P| 0O j

vérifie P’'T°=0 car P'T=0 et V'D='B.
Donc les lignes de T’ forment un sous-espace vectoriel de kerP’.

P| O
De plus P’ est d’ordre (r+s)x(1+d+s), or le bloc de P’ [ﬁilj est de rang (r+s) puisque le

rang de P est r donc rgP’=r+s.
En outre, T’ comporte pd'rJrl lignes distinctes car les lignes de D=(0 | T) sont distinctes étant

donné que T est linéaire. Donc les lignes de T’ sont les vecteurs de kerP’. [J

A partir d’'un tableau orthogonal linéaire T de force t-1 (ou d’une matrice aux
différences de force t), nous avons construit un tableau orthogonal linéaire de force t et cela en
augmentant le nombre de parametres. Nous allons maintenant nous intéresser a la construction
d’un tableau orthogonal linéaire ayant le méme nombre de parametres que le tableau de départ

T mais de force supérieure a t.
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6.3. Construction d'un tableau orthogonal linéaire de
force t+m, m>(

Ce paragraphe se décompose en deux sous-parties. La premiere correspond a la
généralisation a la force t+m du théoreme 6.11 et la deuxieme a la généralisation du théoreme
6.15.

6.3.1. Lien entre tableau orthogonal linéaire de force t+m et matrice
aux différences

Soit la matrice

el
T' =
Vg € GF(p)

nous allons regarder, dans un premier temps, quelles conditions imposer a T pour que T’ soit

linéaire et de force t+m, m>0. Nous obtenons ainsi une généralisation des résultats de
Adhikary et Das (1992).

Proposition 6.19

Soit T un tableau orthogonal linéaire de force t-1 sur K*=GF (p)* tel que rgT=d-r.

e g+T
~\VgeGF(p)

est orthogonal linéaire de force t+m, m>0 si la matrice M = (—] vérifie

Le tableau

t
d

1) rgM=d-r+1
2) toute famille de t+m colonnes de M est libre.

Démonstration : Tout vecteur ligne de T” appartient a Im(tT| 14). Si rgM=d-r, alors une ligne
de T est égale & '14 et T" est alors formé de p répétitions de T. Il faut donc  rgM=d-r+1 pour
que les lignes de T’ forment un sous-espace vectoriel de K.

Si t+m colonnes de M forment une famille libre alors les t+m colonnes de T’ correspondantes
sont aussi libres (attention la réciproque est fausse).

Les deux conditions de la proposition nous permettent donc d’appliquer le lemme 6.14 et d’en

déduire que T’ est un tableau orthogonal linéaire de force t+m. []

Le théoreme suivant nous permet d’établir, en quelque sorte, une réciproque de la

proposition 6.19 en modifiant la deuxieéme condition.
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Théoreme 6.20

On reprend les notations de la proposition 6.19.

Pour tout Jc{1,...,d}, notons Pj le projecteur orthogonal canonique de K sur ¥
(Py : x=(X1,0,xa)EK? — (x,~|j€ J)).

Soit par ailleurs €7 le sous-espace de K® formé des lignes de T.

Supposons rgM=d-r+1.

Pour que T’ soit un tableau orthogonal linéaire de force t+m, m>0, il faut et il suffit
que

VIcl,..d}, | J| =t+m

ou bien 1;.,,c ImPJ €, et les t+m colonnes de T indexées par J sont libres.

ou bien 1n¢ Im,, €, et les t+m colonnes de M indexées par J sont libres.

Démonstration : Comme rgM=d-r+1, €1, 1’espace vectoriel formé des lignes de T, est un
sous-espace vectoriel de K¢,

Pour tout Jc{1,...,d}, | 7] =t+m

Im, &, si 1, €lm, &;

Imp, & = {Impj €.®<1, > sinon

ou <v> désigne le sous-espace engendré par v.
Or d’apres le lemme 6.14, T” est un tableau orthogonal linéaire de force t+m si et seulement si

K' =Im, €.
Donc si 1ium€ Im,, €, alors K = Im, €;. Ce qui équivaut a dire que rg(Tj, je))=t+m ou T
est la jeme colonne de T, autrement dit, que les t+m colonnes de T indexées par J sont libres.
Si 1m€ Im, €, alors K'= Im, &,®<1,,, >=1Im, &,. Ce qui équivaut a dire que rg(M;
jeJ)=t+m ou T est la jeéme colonne de T, autrement dit, que les t+m colonnes de M indexées

par J sont libres. [

Remarque : Rappelons que si T’ est un tableau orthogonal de force t+m, alors T est une
matrice aux différences de force t+m.

On obtient un nouvel énoncé du théoreme 6.20 en faisant intervenir la matrice génératrice

du dual. Ce nouveau théoreme est en fait une généralisation du théoreme 6.11 a la force t+m.
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Théoréme 6.21

Soit P un matrice d’ordre r<d a éléments dans K=GF(q). Supposons rgP=r, soit alors
le tableau d’ordre p“"xd dont les lignes sont les solutions de Px=0. Soient de plus les
entiers t, 0< t<d et m, 0< m<d-t.

Pour tout J<{1....,d}, on note v; (P) le sous-espace de K’ formé des vecteurs de Im 'P
dont le support est contenu dans ],

vi(P)={ye Im'P ; supp(y) J}.
T est a la fois un tableau orthogonal linéaire de force t1 et une matrice aux
différences de force t+m si et seulement si

1) wt(P)> t
2) pour tout J<{1,...,d}, | J| =t+m ; soit vy(P)=D, soit dim v;(P)=1 et v;(P)

n’est pas orthogonal a 1.

Démonstration : Comme nous 1’avons déja vu, la condition 1 est nécessaire et suffisante pour

que le tableau linéaire T soit orthogonal de force t-1, reste a démontrer la condition 2.

Condition suffisante : Montrons par I’absurde que la condition est suffisante. Supposons que

T’ n’est pas un tableau de force t+m, i.e d’apres la remarque crdessus, que T n’est pas une

matrice aux différences de force t+m. Alors il existe Jc{1,...,d},

J | =t+m tel que les t+m

colonnes de T” indexées par J ne sont pas indépendantes. Soit T’; (resp. T;) la jeme colonne de

T’ (resp. T), on a alors ijT'j =0 avec Aj, je J non tous nuls, d’ou

jel

YA =0

jel

YAT=0

jel

Ainsi le vecteur y=(yi,...,ya)e K¢ défini par

yi=A; jel
y;=0 jel

vérifie supp(y)cJ et yeIm'P (car yekerT) donc yevy. Or ylg=0 avec y#0 donc y est

orthogonal a 14, 1a condition 2 n’est pas vérifiée.

Condition nécessaire : Montrons maintenant, toujours par 1’absurde que la condition est

nécessaire. Supposons que 1) soit dimV(P)>1, 2) soit dimVj(P)=1 et V;(P)L14 pour

Jcefl,...d},

Montrons dans un premier temps que V Jc{1,...,d},
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J | =t+m
1

Im,, &, =(Im, V,(P))



Par définition nous avons Vy(P)c 8# , donc (x‘ y)=0, Vxe Vy(P) et Vyeer. D’autre part, étant

donné que pour tout y de V;(P), supp(y) <J, nous avons (x| y)=(Py(y) | Py(x)). Donc Im, €,

L
est orthogonal a Im;, V;(P), autrement dit, Im, €, (ImPJ V; (P)) .

Regardons maintenant 1’inclusion inverse. Supposons sans perte de généralité que

J={1,..,t+m} et notons J={t+m+1,..,d}, 8% peut alors s’écrire sous la forme

V, (P) © V; (P) . Montrons que tout couple (x,y) de

[(my o) fim vicw) )

appartient aussi a €.
V(a,b) € s% , (a,b) =(v,0)+(0,s) ou (v,0) e V/(P) et (0,s) € V;(P), alors

((x,y) | (a,b)) = ((x,y) | [(V,O)+(O,S)]) = (x | V)+(y | s).

L t+m)
Or (v.0)eVyP) = velm, V,(P) et xe (ImPJ VJ(P)) K" done (x| v)=0, de méme

L1 (d—t-m
(0.5) € V;(P) = veIm, V;(P) etye (Im, V;(P)] **"" done (y|5)=0. Dot W(a,b) e,
((X,y) | (a,b)) =0, donc (x,y)e (8#)l = &, . Nous avons donc

) L @-tom) L
Im,, | (Im,, V,(P)) ,(ImP} VT(P)) = (fm,, V,(P)) < Im, e,.
D’ou I’égalité souhaitée.
Alors dans le cas 1) dimV;(P)>1 = dim( Im, €;)<t+m-1 et dans le cas 2) dimV(P)=1 et
Vy(P)L1¢ = dim(Im, €;)=t+m+1 et 1¢€ Im, €,. Par conséquent que 1) ou 2) soit vérifié,
nous avons
Im, €, =Im, &;+<1, >
qui est un sous-espace strict de K’ puisque | J | =t+m. Mais alors T’ ne peut pas étre un tableau
orthogonal de force t+m d’apres le lemme 6.14. 11 s’ensuit par construction de T" que T ne
peut pas étre une matrice aux différence de force t+m. [J
Remarques : 1) Si wt(P)>t alors Vye Im'P, | supp(y) | >t. Si de plus m=0, alors la condition 2
du théoréme entraine que pour yeIm'P tel que supp(y)<J avec |J | =t, supp(y)=J, i.e wt(y)=t
et yl#0. On retrouve la condition 2 du théoréeme 6.11.

2) Si deux vecteurs de Im'P ont méme support dans J sans étre colinéaires, alors ils admettent

une combinaison linéaire dont le support est strictement inclus dans J.
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6.3.2. Construction d'un tableau orthogonal linéaire de force t+m,
m>0 (généralisation du théoreme 6.15)

Comme pour le théoreme 6.15, nous allons utiliser la notion de matrices associables a
laquelle nous intégrerons les conditions imposées par le théoreme 6.21 afin que le tableau
construit soit de force t+m, m>0.

Théoreme 6.22

Soit P une matrice d’ordre 1xd a éléments dans le groupe additif de K=GF(p).
Supposons rgP=r, soit alors T le tableau d’ordre p“'xd dont les lignes sont les
solutions de Px=0. Soient de plus deux entiers t et m tels que 0< t<d et 0< m<d-t. Pour

tout Ic{1,...,d}, on note

Vi(P)={ye Im'P ; supp(y) <I}.
Supposons les conditions du théoréeme 6.21 vérifiées par P, on note D=(0| T)la

matrice aux différences de force t+m sur K.

Soient de plus s vecteurs de I(d, Vi,..eyVs, €t pour tout J{l,...,s}, la matrice d’ordre

r+| J| >d
B P
QJ_ VJ,jGJ :

Supposons vérifiées par les matrices Qj les conditions suivantes.
HVJc{,...,s} tel que 1< ‘ J| <min(t-1,s)
@) we(Q = t-| J|
GOVIC(L,...,d} tel que | T| =t+m-| J| ; soit V1 (Q))=2, soit dimV;(Q;)=1
et Vi(Qy) n’est pas orthogonal a 1.

VI (,...,s} tel que min(t-1,5)< | J| <min(t+m-1,s)
@) wH(Q )= t+m-| J |
(i))Vye Im'Q tel que wi(y)=t+m-

J| = ylez0
3) wt(Q j)>1 pour s> t+m.

Alors le tableau d’ordre p “"xs, B=TV ou V=(vi,...,'v;) est orthogonal de force
min(t+m,s) associable a D.

Remarque : Si m>t-1 alors la condition 2-(i) entraine la condition 1-(i).

Le corollaire 6.16 reste valable ici puisque sa démonstration repose sur la construction des
matrices D et B qui reste la méme. Nous pouvons donc dire que le tableau d’ordre p*

l(d+s+1) construit & partir des matrices associables B et D est orthogonal linéaire de force

t+m, de matrice génératrice du dual

(—Pld|P| Oj
p'= .
~-V1L, |V ]-L
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Démonstration :
1) Pour montrer que B est un tableau orthogonal de force w=min(t+m,s), on procede de la
méme facon que dans la démonstration du théoreme 6.15. C’est-a-dire qu’il faut montrer que

pour tout Jc{1,...,s } tel que | J | =w le systeme
0
QJX: -
z

Si w=s, alors |J | =s<t+m, donc |J | <min(t+m-1,s), alors soit ‘J ‘ <t et d’apres la condition 1-
(1) wt(Qy)=t- | J | >1, soit t< | J | <min(t+m-1,s) et d’apres la condition 2-(i) wt(Qy)=t+m- | J | >1.

Si maintenant w=t+m alors s>t+m et d’apres la condition 3 wt(Qj)=1. Donc VIJc{1,...,s} tel

admet p*™ solutions pour tout z= K ™.

que 7] =w, la matrice ( est de poids supérieur a 1, c’est-a-dire que toutes ses lignes sont

"¥xd le systeme

ol

admet donc p*™¥ solutions pour tout ze K.

indépendantes. Qj étant d’ordre p

2) D est une matrice d’ordre pd'rx(d+1), D=(0 | T), sa ieme ligne s’écrit donc (0 | xi) ou Px=0.
Vv un entier non nul, Kv<min(t+m-1,s), VJc{1,...,s} tel que |J|:V, Vz=(z,...,zy)eK", on

note

icly,, et k=0...d)

DIB[J],Z = (dlk

Otl IB[J],Z = {1 S {1,...,pd_r}; (X1|VJ) = ZJ vje J} .
Pour montrer que D et B sont associables, il faut montrer que DIB[J est une matrice aux

],Z

différences de force t+mr | J | .
Soit D’y , le tableau des solutions du systéme

QJX: - )
zZ

On a min(t-1,s)<min(t+m-1,s), on peut donc découper l’intervalle en deux. VJc{l,...,s},

alors DIBm,Z =(0 | D’5.).

1< | J | <min(t-1,s), d’apres la condition 1, Qy vérifie les conditions du théoréme 6.21 avec t
R

matrice aux différences de force t+m- | J | .

, donc D’j, est a la fois un tableau orthogonal linéaire de force ¢t ‘J‘ et surtout une

V]c{l,...,s}, min(t-1,5)< | J | <min(t+m-1,s), d’apres la condition 2, Q vérifie les conditions
du théoreme 6.21 avec t+m- | J | donc D’y est a la fois un tableau orthogonal linéaire de force
t+m- ‘J ‘ .

Donc VIc{1,...,s}, 1< | J | <min(t+m-1,s), D’y , est une matrice aux différences de force t+m-

| J | . D et B sont associables. [J

159



Exemple 6.23 : d=7, p=3, t=3, m=1 et s=1.

Soit P la matrice d’ordre 2x7 a éléments dans GF(3)

. 1212
P=(I, | M) o M:[(l) 500 0).

On peut alors vérifier que wt(P)=t=3 et que pour tout ensemble J de 4 coordonnées V;(P)
forme un espace de dimension 1 non orthogonal a 1.
Les conditions du théoreme 6.21 sont donc vérifiées. Soit alors D=(0 | T) ot 'T=kerP la
matrice aux différences de force 4 sur GF(3)8. Soit maintenant le vecteur

v=(1,1,1,1,0,0,1).
Etant donné que min(t+m-1,s)=min(t-1,s)=s=1 seule la condition 1 du théoreme est a vérifier.
On a nécessairement J={1} et on voit que Q='('P |tv) est de poids supérieur a t1=2. La
condition 1-(i) est vérifiée. Soit I={1,....7} tel que || =t+mr1=3,
si [={2,3,4} alors V1(Q)={(0,1,1,2,0,0,0),(0,2,2,1,0,0,0) },
st I={1,4,7} alors V1(Q)={(2,0,0,1,0,0,2),(1,0,0,2,0,0,1) },
si I={1,5,6} alors V1(Q)={(1,0,0,0,1,2,0),(2,0,0,0,2,1,0) },
dans les 3 cas dimVi(Q)=1 et Vi(Q) n’est pas orthogonal a 1. Pour les autres ensembles I de
cardinal 3 Vi(Q)=9, la condition]-(ii) est donc vérifiée.
Le tableau B=TV d’ordre 3°x2 est orthogonal de force 1 associable a D.
Si on note H la matrice dont les lignes sont les vecteurs de GF(3)5 , alors

T=H(-M|15),
d’ou
D=0 |-M| 1)
et
B=H(2, 1,2,1,0).

En appliquant le théoréme, on construit le tableau orthogonal linéaire de force 4 a 9
parametres de taille 3° défini par sa matrice génératrice du dual
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7.Construction de fractions régulieres dans

d
G= i>:<1(Z / p“‘)

Dans le chapitre précédent nous avons construit des tableaux orthogonaux linéaires,
c'est-2-dire des cas particuliers de fractions régulieres de GF(p)". Le fait de se placer dans un
corps de Galois d'ordre p, implique deux contraintes en ce qui concerne le découpage du

domaine d'échantillonnage.

1. Chaque aré€te du cube unité est découpée en un nombre p premier de segments.
2. Les arétes du cubes unité sont découpées en un méme nombre de segments, i.e que le

découpage est symétrique.

Ces contraintes sont trés astreignantes car, d'une part, le fait que le nombre de segments soit
premier ne laisse pas beaucoup de possibilités, p=2, 3, 5 ou 7, ensuite le nombre de cellules
augmentent considérablement. D'autre part, il peut étre souhaitable dans certains cas de
découper une aréte du cube unité plus finement que les autres parce que le facteur qu'elle

représente demande une meilleure répartition.

L'objectif de ce chapitre est donc de construire des fractions de
d
G=x(Z/q)
ou g est quelconque et représente le nombre de segments de la ieme aréte. Dans le cadre de
notre travail, on souhaite utiliser ces fractions en tant que plan d'échantillonnage pour

l'ajustement d'une régression trigonométrique. D'apres les résultats du chapitre 4, il est donc

nécessaire que

e les fractions soient régulieres, c'est-a-dire construites a partir de sous- groupes de G,

¢ le dual du sous-groupe soit connu afin de déterminer les effets confondus.

Nous savons d'apres Bailey (1985) et El Mossadeq et al. (1985) que la recherche du dual d'un
sous- groupe peut étre simplifiée en utilisant le fait que G est somme directe de ses p-sous-

groupes de Sylow que I'on appelle ses composantes primaires.

Proposition
On note q l'exposant de G, i.e q=PPCM(q;, i=1,...,d). Soient P l'ensemble des diviseurs
premiers de q, G=®{G,, pe P} est la décomposition primaire de G et S=®{S,, pe P} est un
sous-groupe de G, avec S,CG,, pour pe P.
Si pour tout pe P, S,* est le dual de S, dans G, alors

St=@(S,*, peP).
Ainsi la recherche du dual d'un sous-groupe de G peut étre fractionnée, le probleme a

résoudre étant celui de la construction du dual d'un sous-groupe d'un p-groupe. C'est-a-dire

que nous nous ramenons et limitons dans ce chapitre au cas ou
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d
G=x(Z/p")
avec p premier.

Dans le chapitre précédent?, nous avons vu que dans le cas ou G est le groupe additif
de GF(p), le passage d'un sous-groupe 2 son dual ne pose pas de probleme, puisqu'il
s'effectue a l'aide du noyau des matrices génératrices. En revanche, pour G défini comme ct
dessus, le calcul matriciel n'est plus envisageable puisque G n'est plus un espace vectoriel. On
utilise alors une technique de construction du dual tout a fait différente, proposée par El
Mossadeq et al. (1985). Nous remarquerons cependant a la fin de ce chapitre qu'une
généralisation de la méthode des noyaux au cas ou le découpage du domaine est symétrique a
été établie en théorie des codes.

La connaissance du dual du sous-groupe permet d'étudier 1'estimabilité des parametres
de la régression trigonométrique, mais aussi de déterminer la résolution de la fraction
réguliere. Nous allons imposer a ce niveau une contrainte a la méthode de construction. Nous
souhaitons déduire les fractions régulieres de G a partir des tableaux orthogonaux linéaires
construits au chapitre précédent, de fagcon a ce que les résolutions soient identiques. La

démarche que nous allons suivre est alors la suivante.

Soit P une matrice de poids R, génératrice du dual d'un tableau orthogonal linéaire a
éléments dans GF(p). Nous allons tout d'abord construire a partir de P, une matrice P' de poids
R dont les lignes appartiennent a G.

Cette matrice P' peut étre considérée comme la matrice génératrice du dual S™ d'un sous-
groupe S' de G. I suffit ensuite d'appliquer 2 S~ la méthode de construction du dual d'un
sous- groupe proposée par El Mossadeq et al. (1985) pour avoir une fraction réguliere S' de
résolution R. En effet

(S 'L)l =S' et wt(S")=R par construction.

GF(p) «—— » GFp* ______ , G —> G
chapitre 4
B : (d-r)xd P:rxd P':rxd B'
Résolution R wt(P)=R wt(P")=R Résolution R

ou B' est la matrice génératrice de la fraction régulicre S'. G n'étant pas un espace vectoriel, le
terme matrice génératrice, signifie que le sous-groupe est somme directe des sous-groupes

cycliques engendrés par les lignes de la matrice.
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7.1. Premiere étape

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment construire des matrices P de poids
R a éléments dans GF(p). Dans cette premiere étape, nous allons montrer comment passer de
P a une matrice P' dont les lignes appartiennent a G, de méme poids que P.

GFp)) — 5 G
Etape 1

N

P:rxd P':rxd

wt(P)=R wit(P")=R
On note k,....k les lignes de la matrice P, ou r est le rang de P.

Rappelons que la difficulté de cette construction réside dans le fait que 1'on passe d'un
espace vectoriel, GF(p)d, aun Z —module, G. Afin de contourner ce probleme on introduit un
espace intermédiaire

Gpy={xe G, px=0},
qui a pour caractéristique d'étre a la fois un sous-ensemble de G et d'avoir une structure de
GF(p)-espace vectoriel. Nous suivons ainsi la démarche de El Mossadeq (1996) qui consiste a
décomposer le passage de P a P' en trois sous-étapes.

Dans un premier temps, nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme d'espace vectoriel

® entre GF(p) et G, qui conserve le poids. C'est-a-dire qu' a tout sous-espace S de GF(p)® de
poids R, on peut associer un sous-groupe S, de G, de méme poids
®: GF(p' - G,
S;wt(S) =R — Sp ; wt(Sp) =R.
Ensuite, nous allons montrer que s'il existe un sous-groupe S' de G vérifiant une condition par

rapport a Sy, alors S' est aussi de poids R. Pour finir nous allons expliquer comment construire

les générateurs de ce sous-groupe S' a partir des générateurs du sous-groupe S, c'est-a-dire

N

comment construire la matrice P' a partir de P pour qu'elle soit de poids R.

Proposition 7.1

Soit ® l'application canonique

®: GF(p) - G,
x=(xl’""xd) e xp:(xlpnl—l’,..,xdpnd_l)

Soit S un sous-groupe de GF(p)°, de poids R, engendré par les vecteurs l,,...,1,. Alors
le sous-ensemble de G,

Sp=P(S),

est un sous-espace vectoriel de G, de poids R, engendré par les vecteurs ®(I;),...,P (1,).
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Exemple 7.2 : Soit P la matrice génératrice du dual d'une fraction réguliere de GF(3)*, de

10 21
P:(Olllj'

Examinons le cas ol le découpage du domaine et symétrique, par exemple G=(Z/9)*, i.e

résolution 3,

ni=...=m=2.
L'application P est alors définie par
D (x)=3x.
Le sous-espace vectoriel S est engendré par ®(1;)=(3,0,6,1) et ®(1)=(0,3,3,3). Il est de poids
3 comme P, et d'ordre 9 puisque P(l;) et (l) sont chacun d'ordre 3.

Exemple 7.3 : Soit P la matrice génératrice du dual d'une fraction réguliere de GF(2)’, de

P=(o 0 11 o)

Soit maintenant le cas non symétrique, par exemple nj=4, m=3 et m=m=ns=2, ie
G=(Z/16)X(Z/8)X(ZI4)X(Z/4)x(Z/4).

L'application ® est alors définie par

D (x)=(2°x1,2%%0,2%3,2X4,2X5).
Le sous-espace vectoriel S, est engendré par ®(11)=(8,0,2,2,2) et ®(1)=(0,4,2,2,0). 1l est de
poids 3 comme P, et d'ordre 4 puisque P(1;) et P(l) sont chacun d'ordre 2,
Sp={(0,0,0,0,0),(8,0,2,2,2),(0,4,2,2,0),(8,4,0,0,2) }.

résolution 3,

Démonstration : 1) Montrons tout d'abord que S, est un sous-espace vectoriel de G,
engendré par ®(1,),..., P(L).

Puisque S et G, sont des espaces vectoriels, il suffit de montrer que @ est un isomorphisme
d'espaces vectoriels.

® & est une application linéaire puisque Vxe GF(p)d, Vye GF(p)d et VAe GF(p),
Dx+y) =((x,+y)p" ., X+ Y )

= (XP" s XD P s Y™ = D) + ()
D(Ax) = (Ax,p" ..., Ax,p" ) = Mxp" ..., xpM ) = AD(X)
® & est une application injective car si ®(x)=0 alors xp"~"' =0 (modp") i=l,...,d, d'ou
xi=0p, oLe N, c'est-a-dire x=0 (mod p).
®  est une application surjective puisqu’a chaque X, = (le"I_l,. ..,xdp"“_l) € G, on associe

trivialement x=(xi,...,Xq)€ GF(p)d.
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2) Montrons maintenant que S et S, sont de méme poids.
Soit x=(xj,...,Xxq)€ S, X est de poids supérieur ou égal a R. Supposons sans perte de généralité
que %20 (mod p) i=1,..,R, alors x,p"~™" #0 (mod p"i) i=1,....R puisque 0<x<p. Donc ¢(x)
possede au moins R composantes non nulles. [
Proposition 7.4
Soit §=P(S) ou S est le sous-groupe de poids R de GF(p)d, engendré par 1,...,1,
Supposons qu’il existe un sous-groupe S’ de G tel que S’NG), soit un sous-groupe de
Sp, 1.e

S$’NG, < S,
Alors S’ est de poids R.

Exemple 7.3 (suite) : Soit S' le sous-groupe de G engendré par les vecteurs (4,0,1,1,1) et

(8,0,2,2,2). Alors on peut vérifier que S’MGp<S,,, donc que S' est de poids 3.

Démonstration : Soit x'e S', notons pk son ordre. Alors d'une part nous avons pk'lx'e S', et
d'autre part,

pkx'=0 = p(pk'lx')=0 = pk'lx'e Gy,
d'ou pk'lx'e S’MGp<S,,. Par conséquent p“'x" est de poids supérieur ou égal 4 R, puisque Qp est

de poids R. Donc nécessairement x' est de poids supérieur ou égal a R. [

Tout le probleme maintenant est de construire le sous-groupe S' vérifiant S’MG,<S,. Pour

cela nous avons besoin des définitions suivantes.

Définitions 7.5

Soientl,,...,1, les lignes d'une matrice P de rang r et de poids R, et G le groupe abélien

fini G=x(Z/q;) ou q;= p" Vi=L,...,d.

On note npip=min{n; | kesupp(l)}, puis pour m=I,...nmin Cn(l;) l'ensemble des
y=(y1,.--,yd) de G tels que

n; —m+1)

y;=Lp"™" (mod p si j € supp(l,)

y.:() (mod pnj—m+l)

; si j & supp(l,) et n,>2m.

y;=a; quelconque (mod p’) sijesupp(l) et n,<m

On définit alors le sous-ensemble de G,

ey =Jen).
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L'ensemble C(}) permet d'associer a un vecteur de GF(p)d (une ligne de P) plusieurs éléments
de G. Nous allons voir dans la proposition suivante comment construire le sous-groupe S' tel

que S’MG,<S,, a partir des ensembles C(}), i=1,...d, mais auparavant notons une particularité
des éléments de C(1).

Lemme 7.6

Soit I; une ligne de la matrice P, alors tout élément de C,(l;) est d'ordre p", pour

m=1,...,l,in.

Remarque : Dans le cas ou G est symétrique, i.e G=Xx(Z/p"), on a nécessairement y,=n.
Donc un élément de C(I;) peut étre au maximum d'ordre p".

Démonstration : Soit ye Cy,(I), Montrons alors que l'ordre de y divise p", i.e que p"y=0 &
p"y=0 (mod p") j=L....,d. Pour cela on utilise la définition de Ci(}),
Si jE Supp(]i), alors yj — lijpnj—m (mod pnj—m+1) — pnyj — lijpnj (mod pnj+1) -0 (mod pnj) )
Si je supp(x) et p=2m, alors y;=0 (mod pnj_mﬂ) = p"y;=0 (mod pnjH) =0 (modp").
Si jesupp(x) et m<m, alors y;=a, (modp"”) = p"y,=p" 'Xp'xa,=0 (modp”) car m-
n;>0.
Ainsi p"y=0. Pour montrer que y est exactement d'ordre p", il suffit de vérifier qu'il n'est pas
d'ordre p™'. Supposons le contraire, i.e p™'y=0, alors pour je supp(l), on a

p™'y;=1;p"" (mod p”) =0 (mod p"),
d'ot ;=0 (mod p). Or 1 est une ligne de P, donc l;e(Z/p). Nécessairement }=0, ce qui n'est
pas possible puisque je supp(l). [l
Exemple 7.3 (suite) : Rappelons que G=(Z/16)x(Z/8)x(Z/4)x(Z/4)x(Z/4). Nous allons
construire C(L) ou 1;=(1,0,1,1,1).

Supp(h)={1,3,4,5}, donc npin=2.

Pour m=1
Z/16 Z/8 Z/4 Z/4 Z/4
I 1 0 1 1 1
nj-m 3 2 1 1 1
Yi 2°(mod16) O0(mod8) 1(mod4) 1(mod4) 1 (mod4)

donc C(1)={(8,0,1,1,1)}. On remarque que le seul élément de C;(l;) est d'ordre p™=2.

168



Pour m=2

Z/16 Z/8 Z/4 Z/4 Z/4

I 1 0 1 1 1

nj-m 2 1 0 0 0
Vi 2°(mod8) O(mod4) 1(mod2) 1(mod2) 1 (mod?2)

donc Co(l)={(y1,¥2,¥3,¥4,¥5) | yi€ {4,12}, o€ {0,4}, y3,ys4 et ys€ {1,3}}. On remarque que tous
les éléments de C,(1;) sont d'ordre p™=4.

Finalement C(l;)=C;(l;) U Cy(l;), donc a la premicre ligne de P, on peut associer 2°+1
éléments de G.

Proposition 7.7

Soient yj,....,yr un ruplet de C(l)x..xC(l,) et S’ le sous-groupe de G engendré par
Yiyeesyr Alors S est tel que

S’NG,< S,.

Démonstration : 1) Supposons dans un premier temps que r=1, i.e que S’ est un groupe
cyclique engendré par ye C(ly).

y appartient a C(l;) donc il existe nfnyi, tel que y appartienne a Gy(l;). Alors d'apres le
lemme précédent, y est d'ordre p™. S'=<y>, donc les éléments d'ordre p de S' appartiennent au
sous- groupe cyclique engendré par p™'y, i.e S’NG,=<p™'y>.

Montrons maintenant que les éléments de ce sous-groupe appartiennent a Sy, i.e S’NGp=<p™
1y>SSp.

Si je supp(l), alors y;= lljpnj_m (mod pnj_mH) = pm_lyj = lljpn"_1 (mod p").

Si j& supp(x), alors 1;;=0 (mod p")

n;—m+l

si pzm alors y,=0 (modp™™"") = p™ 'y, =0 (modp”).

—n;

si n<n alors y;=a; (mod p) = pm_lyj =p" " Pl x a; =0 (mod p’) car mn-

1>0.
Ce qui peut encore s'écrire pm_lyj =1, jpn"_1 (mod p”) .
Ainsi p™'y est de la forme (1,p""...,1,p"7™", il appartient donc a S,. Par conséquent <p™
ly><S,,.

2) Supposons maintenant r quelconque. Pour i=1,...,r, on note my I’entier tel que ye Cmi @€).

D'une part nous savons d'apres le lemme précédent que y; est d'ordre p™ et d'autre part

d'apres ce qui précede, nous pouvons écrire

169



m; —1 _ n —1 ng -1
Py =ip™ e Tgp™ )
S' est le sous-groupe engendré par yi,...,y, donc tout élément s’ de S’ peut s’écrire
s'=o,y,+..+0y, ou O0<o, <p™i,i=l,..r.
On note m=max{m, i=1,...,r}, alors nous allons montrer ici aussi que les éléments d'ordre p

m-1_»

s'et que p™'s’

de S' sont de la forme p €Sp.

pUs'= ) pony, = Y oup" ™ (p™y,) =0.
il i=l

Donc les éléments de S’ d’ordre p sont de la forme p™'s” or

pm—ls| — Z OCipm—mi(pmi—lyi) — Z (Xipm_mi(lnpnl_l, s lidpnd_l)
i=1 i=1

= Z BP() avec 0P <p"
i=l

D'otr d'aprés la proposition 7.8 p™ s’

€S,. Par conséquent S’MG,<S,. [
Le théoreme suivant résulte immédiatement des propositions.
Théoreme 7.9

Soit P une matrice d'ordre rxd, de rang r, a éléments dans GF(p) de poids R. On note
l,...,1, les lignes de P.

Toute matrice P', dont les lignes forment un r-uplet de C(l;)x...xC(l,)cG est de poids
R.

N

Remarque : Donc 2 chaque fraction réguliere de GF(p)® de résolution R définie par sa
matrice génératrice du dual P, on associe plusieurs matrices P' de poids R, dont les lignes
appartiennent a G. Il n'y a que dans le cas ou nyip=1 pour toutes les lignes de P que la matrice

P' est unique.

Exemple 7.2 (suite) : Rappelons que P est la matrice a éléments dans GF(3), de poids 3,
1 0 21
P= (0 11 1)

et que G:(Z/9)4. Dans ce cas n=2, j=1,...,4, donc nécessairement nyij,=2 pour toutes les lignes
de P, d'ou

I supp() |  Ci(h) Ca(k)

(1,0.2,1) | {1,3,4} | 3,0,6,3) |y, et ys €{1,4,7}; y2€ {0,3,6}; y3€ {2,5.8}

(0’1’1,1) {2a3a4} (0937373) y1€ {0,3,6}, yz, y3 et y4. S { 1,4,7}
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Nous pouvons donc construire dans G, (3*+1)* matrices P' de poids 3 dont la matrice P elle-

méme.

Exemple 7.3 (suite) : Rappelons que P est la matrice a éléments dans GF(2), de poids 3,

1011 1
P:[01110J’

] supp(l) | Dmin Ci() Ca()

(L,0,1,1,1) | {1,3.4,5} | 2 | (8,0,2,2,2) vie{4,12}; y2€{0,4}; v, ya et ys € {1,3}

(O,1,1,1,0) | {2,34} | 2 | (04,22,0) y1€{0,8}; y€{2,6}; s et 4 €{1,3};
ys€{0,2}

et que G=(Z/16)x(Z/8)x(ZI4)x (ZI4)x(Z/4).

Nous pouvons donc construire dans G, (2°+1)* matrices P' de poids 3.
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7.2. Passage de P' a B' dans G

Dans h premiere étape nous avons construit une matrice P' de poids R dont les lignes
appartiennent 2 G. On peut alors définir le dual S* d'une fraction réguliére de G de résolution
R, comme somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par les lignes de P'. Le
probléeme maintenant est de savoir comment reconstruire la fraction réguliere S a partir de son
dual S*.

G — > G
Etapes 2 et 3

/ \

P':rxd B'
wt(P)=R Résolution R

ou B' est la matrice génératrice de S, i.e que la fraction régulicre est somme directe des sous-

groupes cycliques engendrés par les lignes de B'.

Dans le cas ou G est un corps de Galois, nous avons vu dans le chapitre 5 que le passage de
I'un a l'autre est simple a l'aide du noyau des matrices génératrices (proposition 5.15). En
revanche dans le contexte de ce chapitre, le calcul matriciel n'est plus envisageable puisque
nous sommes dans le cas d'un anneau qui n'est pas integre. Dans un article de 1985, El
Mossadeq et al. proposent une méthode pour construire le dual d'un ensemble engendré par
X1,....X éléments de G. Nous allons présenter ici cette technique et I'appliquer aux lignes de P'.

On obtient alors une fraction réguliere de G de résolution R puisque
1

SZ(SL)l :(<xl,...,xr >) .

Rappelons que S est défini par {ye G; (y | x)=0 xe G} ol (y| X) = Z‘xiyiq/qi (mod q) .

Contrairement a l'article de El Mossadeq et al. (1985), les générateurs x,...,x que nous
utilisons ne sont pas quelconques puisqu'ils représentent les lignes d'une matrice P' construite
a I'étape 1. Nous allons donc nous intéresser aux conséquences de cette particularité sur la
taille de la fraction réguliere S.

La construction de S 2 partir de S* se décompose en deux étapes. Pour la premiére, nous

supposons que ST est engendré par un seul élément x de G.
7.2.1. Deuxiéme étape : Construction de <x>"

Dans cette deuxieme étape, nous allons construire le dual de <x> dans G. x représente
une ligne de P' construit a 1'étape 1, or nous avons vu qu'il existe plusieurs choix possibles
pour cet élément. Nous allons montrer comment choisir x pour que <x>* soit de taille

minimale.
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Soit x=(xj,...,Xq)€ G et 01,...,04 les ordres respectifs des composantes de x. Supposons
sans perte de généralité que x s'écrit sous la forme

x=hd 1<k et  x=0, k<i<d,
avec la suite 0y,...,0x ordonnée par valeurs décroissantes.
Théoréme 7.10

On note les vecteurs e=(0; | j=I,...,.d) avec d; le symbole de Kronecker. Soit I

l'ensemble formé des indices 1 et ic {2,...,k} tels que

pour j<i.

Alors <x> 1 est somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par y,....ya,
définis par

Y11= 0,€

m-m

ho, :
Y, :hjei—o—i’ej 2<i<k,

yi=¢ i>k

p"i p"j
2>
ou m=maxfi, ic I} et j<i est l'indice tel que | 0;  0;

sitel

jprécedeidans I siicl

La démonstration de ce théoreme se trouve dans l'article de El Mossadeq et al. (1985) et ne
présente pas de difficulté particuliere, c'est pourquoi nous ne la reprenons pas ici.

Avant d'appliquer ce résultat a un exemple, intéressons nous tout d'abord a la taille N du

sous- groupe construit. Par définition, celle-ci est égale a | G | / | x |, or avec les notations ct
dessus o; est I'ordre de x, d'ou

d
1 n;
—X "
o<1 p
Donc le sous-groupe est de taille minimale si x est d'ordre maximal.
Proposition 7.11

Soient ic{l,...,r} tel que x C(l;) et nuin=min{n, ke supp(l;)} alors <x>* est d'ordre N
minimal si et seulement si xe C, (1) et alors
1 d
N = "min H p"i °
p i=1

Dans le cas symétrique, i.e G=x(Z[p"), <x>* est d'ordre minimal si et seulement si

xe Cy(1;) et alors

N =q"" ou q=p".
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Démonstration : xe G est construit a 1'étape 1, donc il existe i€ {1,...,r} et me {1,...,nyin } tels
que xe Cp(k). D'apres le lemme 7.6, x est alors d'ordre p™, donc pour que <x> soit de taille

minimale, il faut choisir xe C_ (1). Dans le cas ou G est symétrique, nous avons fait
remarquer que nécessairement nyi,=n, d'ou le résultat.

Exemple 7.12 : Dans cet exemple nous allons appliquer I'étape 1 ainsi que le théoreme 7.10
afin de construire une fraction réguliere de G de résolution 3, a partir de la matrice P de poids
3 a éléments dans GF(3),

P=(111).
Nous avons vu a 'étape 1 qu'il est possible de construire plusieurs matrices P' de poids 3 a

partir de P. Nous allons regarder comment se comporte la fraction construite suivant

différents choix pour P'. Celle-ci étant de résolution 3, nous allons nous intéresser aux

représentations des Fmarges ou | J |=2, c'est-a-dire aux projections en dimension 2 de la
fraction.

Cas symétrique

Appliquons 1'étape 1 a P afin d'obtenir des matrices P' de poids 3 dont les lignes appartiennent
a G:(Z/9)3. Puisque nj=ny=n3, nécessairement nyj,=2.

Pour m=1
Z/9 Z/9 Z/9
I 1 ! ! = Ci()={(3.3.3)}
nj-m 1 1 1
Xj 3 (mod 9) 3 (mod 9) 3 (mod 9)
Pour m=2
Z/9 Z/9 Z/9
Ii; 1 1 1
= C)={x, xe{1,4,7
- - - - 2)={x, x€ (14,7}})
X; 1 (mod 3) 1 (mod 3) 1 (mod 3)

Supposons que 1'on choisisse pour P' 1'élément de C(l;), P'= (3 3 3).
Pour i=1,...,3 les x; sont d'ordre 0;=3 et h=1, donc I={1}

y, =og, =300

Y2 = ez - e] = (_17170)

Y, =¢;—¢ = (-10,)
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D'apres le théoréme 7.10 la fraction régulidre de (Z/9)° de matrice génératrice du dual P, est
somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par y;, y, 3, c'est-a-dire qu'elle est
engendrée par la matrice

300 3
B=-110] 9.
-101) 9

Z/9 219 Z/9
Cette fraction est de taille 3x81, ce qui n'est pas la taille minimale puisque xe C(l;) alors que

n=2. x est donc uniquement d'ordre 3. La conséquence est que tous les couples de (Z/9)x(Z/9)
sont représentés 3 fois chacun. Cette répétition engendre un coiit supplémentaire qui n'est pas
nécessaire, méme dans le cas d’un échantillonnage a deux degrés.

Point du plan projeté sur la face 2x3

o e ] o] e Lo P | | oo | x)&
/ X x
X
/ X x X x
x X X
/ x X xxx | oxxx] x| oxxx|oxxx|oxxx] o oxxx| oxxx| xxx
x
x
x X X / x
/ x X xxx |oxax| oo oxxx o] oxxd o xxx]oxx | oxxx
X
C X
X x| o] oo oo x| oo oxxx] x| o
X / X X
X X X
/ x X X xxx | oxxx| xxx Xxx|
X / x X
x X X
/ x X oo | o] ] ] ] o] o] xe xx
x
x ¥ X /
/ x X Do | o] o] oxoc[oxad o o] ] xx
X
X X x
x X X :
/ x X XXX xxx| oxxx | oxxx | oxxx| o oxxf  oxxx] o oxxd  xxx] 12
X X / X x
x X X
/ - |
« X
. X

Point du plan projeté sur la face 1x3
Supposons maintenant que P' soit un élément x de Cy(1;), par exemple
P=(111).

Pour i=1,...,3 les x; sont d'ordre 0;=9 et h=1, donc I={1}

y,=0g, =900)=0 dansG

y, =¢,—¢, = (=110

y, =¢e;—¢, = (=101
D'apres le théoréme 7.10 la fraction régulidre de (Z/9)° de matrice génératrice du dual P', est

somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par yi, y, y3, c'est-a-dire qu'elle est
engendrée par la matrice

=
=
(=9
=
.

S (-110) 9
B=l_101] 9-
Z/19 Z/9 Z/9

Cette fois la fraction est bien de taille minimale N=81, puisque xeC,(l;), donc tous les
couples de (Z/9)x(Z/9) sont représentés une seule fois chacun.
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is Point du plan projeté sur la face 2x3

l,x, /

—1
—1
X
L

X

X
|
X

|
X
|

X

|

|
|

|

X
1
X

1

X
|

X

1 X
L

1
X L1
1
X

L~

X

L~

| W T N N P e W N N

ACACACAACACAATE

/

L EANEA A A A A A A A

A WA AT A EA

LN NP N N W WP NP WA
[ EAEAEAEA AR A A

i1

Point du plan projeté sur la face 1X3

Cas non symétrigque

Appliquons maintenant I'étape 1 afin d'obtenir une matrice P' de poids 3 dont les lignes cette

fois appartiennent a G=(Z/3)xX(Z/9)x(Z/9). Dans ce cas npin=1, d'ou

Z/3 Z/9 Z/9
Ly 1 1 1
- Nimin 0 1 1
X; 1 (mod 9) 3 (mod 9) 3 (mod 9)

Dans ce cas P' est unique et est formé de 1'élément (1,3,3) de G.
Pour i=1,...,3 les x sont d'ordre 0;=3 et h=1, donc I={1}
y,=0g, =300 =0 dansG
Y, =¢,—¢;=(210)
y, =e;—¢, = (20]))
D'apres le théoreme 7.10 la fraction réguliere de (Z/3)x(Z/9)x(Z/9) de matrice génératrice du

dual P', est somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par yi, y», ¥3, c'est-a-dire

qu'elle est engendrée par la matrice

ordre

(210 9
B=l201) o9-
Z/3 219 Z/9

Elle est de taille minimale 81, puisque x€ C, (1)) . Donc tous les couples de (Z/9)x(Z/9) sont

bien représentés une seule fois chacun, mais puisque G n'est pas symétrique, les couples de

(Z/3)x(Z/9) sont ici représentés trois fois chacun.
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Point du plan projeté sur la face 2x3

X X X X X x X X X
X
/X
X X X X X
/XX x| x| x X x x
x
xX/xX
x
/xxx x * * *
X/ X
Xx XX
/X x| * X * *
xx/x
X X
/x" x | x | x x x | x x| x x
x/xX
o X
x
/,(X x x x X X X X x x
x/xX
x
> x
x x
X X
. /X .
T ] x 2
XX/X
X L X
/x |
« X
A x

Point du plan projeté sur la face 1Xx3

7.2.2. Troisieme étape : Construction de <xj,...,x,>" dans G

L'étape 2 permet de construire une fraction réguliere de G a partir de sa matrice
génératrice du dual dans le cas ou celle-ci est de rang 1. Nous allons maintenant utiliser
I'étape 2 de fagon itérative afin de généraliser la construction au cas ou P' est de rang r
quelconque.

Soient Xi,...,X;, des éléments indépendants de G. On note nma.x=max{n;, i=1,....d},

I'exposant de G est donc égal a q = p™, soit alors D¢ la matrice diag (q/ ph,i= 1,...,d) .
Théoreme 7.13

Soit M; la matrice dont les colonnes sont constituées des vecteurs générateurs de <x;>
L. On définit par récurrence la suite de matrices

Mk+1=Mk Bk+1, k=1,...,r-1,
ot By.; est la matrice dont les colonnes sont les générateurs de <vi.;>>. vis est défini
par v,, =M ,x,,., avec M= D;''M, D, et Dy=diag(q/s;, j=1,...n) ou s; est l'ordre de
la jé”’e colonne de M.

Alors <xp,..x;> = est somme directe des sous-groupes cycliques engendrés par les
colonnes de M,..

Ce théoreme a aussi été démontré par El Mossadeq et al. (1985).

Si x,...,% représentent les lignes d'une matrice P' de rang r et de poids R, alors <x],...,xr>L

est une fraction réguliere de G de résolution R, engendrée par la matrice

B='M, .
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L'intérét de cette procédure de construction est que 1'on connait la matrice génératrice de la
fraction mais aussi celle de son dual P', ce qui permet d'ajuster une régression

trigonométrique.

La taille de cette fraction est égale a N=| G | / |<Xj,....xs> | . Si on note oy,...,0; les ordres
respectifs de x,...,X;, alors puisque <xi,...,X.> est somme directe des sous-groupes cycliques
engendrés par Xi,...,X, NOUS avons

La encore la fraction est de taille minimale si les x, i=1,...,r sont tous d'un ordre aussi élevé

que possible.

Soient P une matrice de rang r a éléments dans GF(p), et L,...,I: ses lignes. Par 1'étape 1, on

lui associe une matrice P' de rang r dont les lignes xi,...,x appartiennent a G, telles que
x, € C(l), 1=1,....,r.

Soit B' la matrice obtenue en appliquant le théoreme 7.13 a x,...,%.. Alors la fraction réguliere

engendrée par B' est de taille minimale si et seulement si pour tout i=1,...r, x €C, (),

Nin

d'apres le lemme 7.6. Dans le cadre de la simulation déterministe, nous nous intéressons plus
particulierement au cas ou G est symétrique. Nous pouvons alors énoncer la proposition

suivante.

Proposition 7.14

Dans le cas symétrique, i.e G=x(ZIp"), la fraction réguliére engendrée par B' est de

taille minimale si et seulement si xc Cy(l;) i=1,...,r et alors

N =4"" ou q=p".

Appliquons ce résultat aux exemples de la premiere étape.

Exemple 7.2 (suite) : Rappelons qu'a partir de la matrice P génératrice du dual d'une fraction

10 2 1
P:(0111)’

on cherche a construire une fraction réguliere S' de G=(Z/9)4 de résolution 3. A l'issue de

régulicre de GF(3)4 de résolution 3,

I'étape 1, on dispose de (3*+1)* matrices P' de poids 3, génératrices du dual de S'. A l'aide du
théoreme 7.13, nous allons construire plusieurs fractions régulieres de G afin de mettre en
évidence l'importance du choix des lignes de P'. Puisque la résolution est 3, nous allons nous

intéresser aux projections en dimension 2 de la fraction.
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Premier choix : Supposons tout d'abord que les deux lignes de P' appartiennent aux

(306 3
P—(03 33)-

On cherche a construire <x; ,xz>L ou x;=(3,0,6,3) et x,=(0,3,3,3). Il nous faut tout d'abord

ensembles C;,

déterminer <x;>* 2 I'aide de 1'étape 2. Pour cela on permute les 2™ et 4™ composantes de
X1, de facon a ce que les ordres de chacune d'elles soient ordonnés par valeurs décroissantes

X =(3,6,3,0).
ordre : 3 3 3 /
Par le théoreme 7.10, on obtient
yl oe, =(30,00) ¥, = 3,000
=he, — h,e, = (-11,00) ¥, = (—1,001)
Y13 =he;—he = (=2010) - Y13 = (=20,10) '
Vi =€, Yis = (0100)

D'ou la matrice M; avec l'ordre de chacune de ses colonnes
2/9 219 /9 Z/9

3-1-20
00 01
M=o 0 1 0l
01 0O
i 3 9 9 9

Par récurrence, on a M,=M;B,. La matrice B, est définie par les générateurs de v», avec
=D;"M,Dgx, ,

ou Dg=l4 puisque G est symétrique et Di=diag(9/s;, j=1,...,4)=diag(3,1,1,1). Donc

v, =(0,333) € G'=(Z/3)X(Z/9)X(Z/9)x(Z/9). On applique de nouveau l'étape 2 pour v» dans G'

et on trouve

1
cowo
o~ | o

o
coo—

Finalement

o
(=N
c
(¢

B=M,=(MB,)=| _, _;

0
-1 -10
1
3 00

oo —O
W \O \O W

est la matrice génératrice d'une fraction réguliere de (Z/9)* de résolution 3, de taille 9x81 et de

matrice génératrice du dual P'. Tous les couples de (Z/9)x(Z/9) sont représentés 9 fois chacun.
Deuxieme choix : Supposons maintenant que la premiere ligne de P' appartienne a C; et la

(306 3
P—(O 11 1)

Les matrices M;, Dg et D; sont les mémes que précédemment d'ou

deuxieme a C,. Soit par exemple
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Vo="Mx0=(-3,1,1,1)=(0,1,1,1)e G'=(Z/3)X(Z/9)X(Z/9)X(Z/9).
En appliquant de nouveau I'étape 2 a v, dans G, on obtient

Donc

ordre
t ~101-1) 9
B=M,=(MB,)=| 1 10 -1

3000 3

est la matrice génératrice d'une fraction réguliere de (Z/9)* de résolution 3, de taille 3x81 et de

matrice génératrice du dual P'. Il n'y a plus que 3 répétitions des couples de (Z/9) X(Z/9).

Troisieme choix : Supposons enfin que les deux lignes de P' appartiennent aux ensembles C,.

(10 21
P_(Olll)'

Soit par exemple

En appliquant I'étape 2 a x; on trouve

-2 -10
0 0 1
M=l 1 o o
0O 1 0
On a Dg=l, et Di=I3 donc w="M;x=(1,1,1)e (Z/9)3. On applique de nouveau 1'étape 2 a x, et
on obtient
-1 -1
B=1 0]
0 1
Finalement,

ordre
, t 10-11 9
B:th:(Mle):(z 1 -1 0) 9

est la matrice génératrice d'une fraction réguliere de (Z/9)* de résolution 3, de taille minimale

81 et de matrice génératrice du dual P'. Tous les couples de (Z/9) X(Z/9) sont représentés une
seule fois chacun.
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H 13

13

xx | oxxx o foxxx | oxxx | oo | oxoc |oxxx | oxxx | oxxx xxX | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx
x| ox xx | ¢ X X xxx | oxxx

xxx |oxxx [ e | oo oo | oxxx | oxxx [ oxx

XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX | xxx | xxx | xxx XXX XXX | XXX | XXX XXX
oo oo oo oo foooe |oooe oo oo o

XXX x| oxxx | oxxx foxxxe ] oxxx | oxxx | XXX xxx

xxx | oxxx [ oxxx | oxex ok | oxxx | oxxx | oxxx [ oxxx xxx | xxx | oxxx | xxx ] oxxx [ oxxx |oxxx | oxxx | xxx
xxx | |oooe oo foooc ] |oxax |oxxx | oxx

XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX

xxx | oxox oo o oo | oxx | oxxx | oxxx [ oxxx xxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx

oo Lo §oooe |oooe §oooe | oo | | oxxx |oxxx

xxx | oxxx [ o | oo | oxex | oxxx | oxxx [ oxxx XXX | xxx | XXX | xxx | xxx | xxx | xxx | XXX | Xxx
XXX 1o boxxx | oo foooe |oxooc oo oo o

x| XXX [ XXX [ xxx | xxx XXX | XXX | XXX [ XXX

xxx | oxxx | oxx | oxxx | xxx xxx | x| oxxx xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx | xxx
xxx | oxxx | oxx XXX xxx |oxxx | oo | oxx

XXX | XXX | xxx | xxx | xxx | XXX | XXX | XXX [ Xxx

XXX XXX XXX xxx | xxx XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX | xxx XXX XXX | XXx XXX XXX
x| oxxx oo | oo |

xxx | oxxx | o |oxxx [ |oxxx | oxxx | oxx | oxxx

xxx | xxx | oo | oxxx | oxxx xx | oxxx | oox | oxxx xxx | oxxx | oxxx | x| oxxx | oxxx | oxxx | oxxx | oxxx
oo oo oo b oo oo oo o | oxx | oxxx

XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX .

x| | o [rex | oo | oo | o | ke 12 x| oo | oo | oo | [ oo f oo | x| ke
xoc 1 oooc oo | oo oo | osooc ] oo | oo | oxx

i2

Premier choix . Deuxieéme choix
13
1

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

x X X X X X X X X

X X X X X X X X X 12

Troisiéme choix

Points des fractions régulieres construites projetés sur la face 2x3

Exemple 7.3 (suite) : Rappelons qu'a partir d'une matrice P génératrice du dual d'une
fraction réguliere de GF(2)5 de résolution 3,

1 0111
P:(o 11 oj’
on cherche a construire une fraction réguliere S' de G=(Z/16)X(Z/8)X(Z/4)X(Z/4)x(Z/4) de
résolution 3. A lissue de la premiere étape, on dispose de (2°+1)* matrice P' de poids 3,

génératrices du dual de S'. Nous allons choisir les deux lignes de P' dans les ensembles C, de

facon a ce que S' soit de taille minimale, par exemple
(4 01 11
P= (o 2 11 0]-
A T'aide du théoréme 7.13 on va construire <xl,xz>L ou x,=(4,0,1,1,1) et x,=(0,2,1,1,0). 1l

nous faut tout d'abord déterminer <x1>L a l'aide de l'étape 1 et on obtient
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gi . q/qi

-1 0 O 0) 16 1
O O 0 1| 8 2
M1: 1 -1 -1 0| 4 4
0 1 0O 0| 4 4
0O O 1 0) 4 4
i 16 4 4 8
qlsi 1 4 4 2

Dg=diag(1,2,4,4,4) et Di=diag(4,1,1,1,2) donc
v2=D; "M Dgxo=(4,0,-1,2)e G'=(Z/16)X(Z/4)X(Z/4)x(Z/8).
On applique de nouveau I'étape 2 pour déterminer <x,>* dans G' et on obtient

1 00
B =

o= O
SO

-1
-1

ordre
. -10 0 0 1 16

B=M,=(MB,)=[ 0 -1 1 0-1| 8

0 0 -1120 4

On obtient la matrice génératrice d'une fraction réguliere de (Z/16)X(Z/8)X(Z/4)xX(Z/4)x(Z/4)
de résolution 3 et de taille 4x16x8. Les couples de &/16)x(Z/8) sont représentés 4 fois

chacun.

Remarque dans le cas symétrique

Dans le chapitre 5 (proposition 5.15), nous avons vu que si la matrice P est a éléments
dans GF(p), on peut 1'écrire sous la forme P=(I; | Q) et alors le noyau de P, i.e la matrice
génératrice de la fraction réguliere s'écrit 'Q | Iy,). Zain et Rajan (1997), ont démontré que
I'on peut généraliser ce résultat a une matrice P' a éléments dans un groupe cyclique d'ordre
quelconque.

Cette généralisation peut s'appliquer ici dans le cas symétrique, i.e quand G est produit d'un
méme groupe cyclique d'ordre p", oll p est premier. Dans l'exemple 7.2 , G=(Z/9)* est

symétrique et nous avons en troisieme choix
(1 0]21

P'= [0 11 1)-
Elle s'écrit bien sous la forme P'=(I; | Q), donc par la méthode de Zain et Rajan, on obtient

. (-2 —-1|1 0

B —(—1 -1[0 1)-

A une combinaison des lignes pres, cette matrice est bien celle que nous avons trouvée a
l'issue de 1'étape3.

Cette technique est beaucoup plus simple a manipuler mais se restreint au cas ou G est

symétrique.
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8.Fractions semi-régulieres

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que les plans construits a partir d'un
structure de sous-groupes, présentent un avantage majeur pour l'ajustement d'une régression
trigonométrique. En effet, dans ce cas, soit les colonnes de la matrice du modele sont
orthogonales, soit elles sont identiques deux a deux. Cela simplifie les calculs et confere des
propriétés d'optimalité dans le cas d'un modele linéaire simple. Cependant cette particularité
peut devenir un inconvénient lorsqu'on souhaite analyser un grand nombre de fréquences. En
effet, nous avons vu que pour qu'l y ait estimabilité des parametres du modele avec une
fraction réguliere, il faut que les colonnes soient mutuellement orthogonales. Cette contrainte
est tres forte et laisse peu de possibilités sur le choix des fréquences a analyser.

Dans le cas ou le plan ne possede pas une structure de sous-groupe, 1'orthogonalité n'est pas
une condition nécessaire a l'estimabilité des parametres du modele. C'est pourquoi nous allons
étudier dans ce chapitre des plans d'une autre nature que 1'on appelle fractions semi-régulieres
ou bien en anglais 'parallel flats designs'. Ce nom est tres significatif et représente bien la

structure de ces plans qui sont construit en superposant un nombre fini de fractions régulieres.

~
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o >
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Superposition de 2 fractions régulieres

Les fractions semi-régulieres sont a éléments dans le groupe additif de GF(p") ou p est un
nombre premier. Ce qui correspond a un découpage symétrique du domaine
d'échantillonnage.

Dans un premier temps, nous allons revenir sur les conditions d'estimabilité des
parametres dans le cas d'un modele trigonométrique. Notamment, nous allons voir a l'aide

d'un exemple, que I'orthogonalité n'est pas une condition nécessaire.

Ensuite nous nous intéressons aux propriétés de projection des fractions semi-
régulieres, c'est-a-dire a la répartition uniforme et complete des points du plan sur les marges
de méme dimension R-1. Certaines distributions marginales d'ordre R-1 présentent réellement

un intérét, nous allons alors voir comment obtenir 1'uniformité pour ces seules marges.
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8.1. Définitions et généralités

Les fractions semi-régulieres forment une classe importante des plans utilisés en
planification d'expériences. Elles ont fait leur premiere apparition dans les travaux de Connor
et Young (1959) et John (1961-62) pour le cas des facteurs a 2 ou 3 niveaux. Elles ont ensuite
été étudiées par de nombreux auteurs, en particulier Srivastava (1965-84-87-90-96).

8.1.1. Définitions
Définition 8.1

Soit ¢ un nombre premier ou puissance d’un nombre premier. Soient P une matrice
d’ordre rxd et de rang r, a éléments dans le groupe additif de GF(q), et ck, k=L,...,f des

vecteurs distincts d’ordre rxI. On note C la matrice d'ordre rxf formée de ces
vecteurs. On appelle fraction semi-réguliere définie par le couple (P,C), le sous-
ensemble F de GF(q)’ formé des N=fq " solutions des équations sur GF(q)

Px =c,, k=1,...,f.

Notation : Soit une fraction semi-réguliere définie par un couple (P,C). On note T le tableau

d'ordre Nxd dont les lignes sont les éléments de la fraction et on 1'écrit sous la forme

oi Ty est la matrice d'ordre ¢""xd dont les lignes sont les solutions de 1'équation Px=c,
k=1,...f.

Le lien avec les fractions régulieres est immédiat puisque toute fraction semi-régulicre F est
une union finie de classes latérales d'un méme sous- groupe S de GF(q)*,

f
F=J(@z +9)=S+X
k=1

ot 2={z,...,z} cGF(q)".
Donc une fraction semi-réguliere est entierement déterminée par le couple (S,X) ou S s'appelle

la direction de la fraction et X est I'ensemble des solutions particulieres. Nous avons alors
les relations suivantes entre les deux définitions

S= {s e GF(@)’, Ps= O}
¢, =Pz, k=1...f

P est donc la matrice génératrice du dual de S.
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Remarque : Pour un vecteur ¢ fixé, il existe ¢ vecteurs z différents mais équivalents en ce
qui concerne la définition de la fraction semi-réguliere. C'est-a-dire que pour 7 tel que Pz=c
et z»#z; tel que Pz=c, on obtient la méme classe latérale de S, (z+S)=(z+S). En effet pour
x€ (z1+S), il existe €S tel que x=z+s=2+(z1-72+s), or P(z-2,)=c-c=0 donc z-ze€S. Etant
donné que S est un sous-groupe de G, on a s'=z-z+s qui appartient a S. Finalement, x peut

s'écrire sous la forme x=z+s'e (2+S).
8.1.2. Construction de T a partir de (P,C)

Supposons que la matrice P soit de la forme P=(I; | Q), ou r est le rang de P. Nous
avons vu dans les chapitres 5 (proposition 5.15) et 7 (derniére remarque) que dans GF(q)"
pour q premier ou puissance d'un nombre premier, S est engendré par les lignes de

B=(-'Q | L.
Si on note T le tableau d'ordre q*"xd dont les lignes sont les éléments de S, alors le tableau T
de la fraction semi-réguliere définie par le couple (P,C) est de la forme
T, +z,
T= ..
T +z
ol 7,...,7z sont des solutions particulieres de Px=ck, k=1,...,f. Pour obtenir simplement ces
solutions, il suffit de poser z=(z | z.ar) Ob z.€GF(Qq) et 7 q.€ GF(@*", k=1,...f et de
choisir

9

t
Z ;= G

z4,=0 .
Exemple 8.2 : Soient P et C les matrices d'ordre 2x3 a éléments dans GF(3),

101 0 1 1
P:(o 1 1)’(3:(0 2 1]-

Les lignes de To sont engendrées par le vecteur (2,2,1) et on choisit comme solution
particulieres z,=0, z=(1,2,0) et z=(1,1,0). Alors T le tableau défini par (P,C) est égal a

0O 2 111 0 21 2 0
=0 2 1|2 1 o|l1 0 2|
01201 2021

7 est solution de 1'équation Px=c;, on aurait pu choisir comme autre solution particulicre

7>=(0,0,1). On peut vérifier que (+S)=(z'2+S), en effet

000 110
T+z,=|2 2 1]|+(1 1 0)=[0 0 1
112 2 2 2
000 00 1
T+z,=[2 2 1]+(0 0 1)=|2 2 2.
112 110
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Exemple 8.3 : Soit P la matrice d'ordre 2x4, a éléments dans GF(9) de I'exemple 7.2, et soit la

1021 05 1
P:(o o1 J’C:(o 3 1)-

D'apres le chapitre précédent, les lignes de Ty sont engendrées par la matrice

2110
B:(—l -1 0 1)

On choisit comme solutions particulieres z=0, =(5,3,0,0) et z=(1,1,0,0), alors T est d'ordre

matrice C

3x81 et est de la forme
T=(T, | T,+ (5300 | T, + (1,100)).

Pour le reste du chapitre nous allons exclure le cas oll X est un sous-groupe de GF(q)".
En effet, d'apres le lemme qui suit, nous pouvons alors assimiler la fraction semi-réguliere

définie par le couple (S,X) a une fraction réguliere de direction (S+X).

Lemme 8.4

Si S et Y. sont des sous-groupes de GF(q)" alors S+X est un sous-groupe de GF(q)° et

(S+X) =Ss*Nx*.

Démonstration :

1) Pour tout €€ (S+X) et €'e(S+Y), il existe s€ S, s'eS, z=X et Z€X tels que €=s+z et €'=s"+7'.
Donc

e+e'=(s+s)+(z+z")=s"+z"€ (S+X),
puisque S et X sont des sous- groupes.
2) D'une part nous avons

zimsi={xeGF(q)d, (x|s)=(x|7)=0 vSes,vZez}
(S+3)" = {xcGR@", (x|s+2)=0 Vses vzex}

donc de facon triviale on obtient, £*NS* =(£NS)" . Et d'autre part on a
ScS+X = (S+¥) cst

= (S+X)‘'cxnNs-. O
YcS+YX = (S+Y)cxt
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8.2. Estimabilité

Le probleme de I'estimabilité avec les fractions semi-régulieres a été étudi€é notamment
par les auteurs cités précédemment, mais uniquement dans le cas d'un modele polynomial.
Seuls Kobilinsky et Monod (1995) se sont penchés sur I'utilisation des fractions semi-

régulieres pour des modeles complexes.

Dans un premier temps, nous allons établir des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une fraction semi-réguliere soit orthogonalement adaptée a un modele trigonométrique.
Ensuite nous verrons a l'aide d'un exemple que l'orthogonalité (Z Z=NI) n'est pas une
condition nécessaire a l'estimabilité des parametres du modele, contrairement aux fractions

régulieres.
Théoreme 8.5

Soit F la fraction semi-réguli¢re définie par le couple (S,L), ou S d'ordre " est la
direction de la fraction et X={z;,...,z7 est l'ensemble des solutions particuliéres. Soit

un modéle défini par son ensemble de fréquences AY. On note

A**:A*U{h—m,heA*,m ¢heA+}U{h+m,heA*,meA+}.

e Si f£\q alors la fraction semi-réguliére est orthogonale au modéle si et seulement
si les fréquences de A* sont mutuellement orthogonales par rapport a S (i.e
VheA™, he S5).

® Si f=\q alors la fraction semi-réguliére est orthogonale au modéle si et seulement

si pour tout he A**, soit kS, soit (h | zk)k:], = T(q) est une permutation de

0....,q-1.

Démonstration : On note f, i=1,...N un élément de la fraction semi-réguliere F, alors
dje {1,...,qd'r} et ke {1,...,f} tels que fi=sj+z. On a alors

d-r

Z X)) = t Z Xu(8;+2) = ZXh(Zk) X CZXh(Sj) .

i=1 j=1 k=1

Dans le chapitre 4 nous avons vu que

qd -r

Z Xi(s) =0 si et seulement si he S* puisque S est un sous-groupe
=1

f
th(zk) =0 si et seulement si (h| zk)

k=1

_, ,=Tq) est une permutation de 0....,g-1, ce

qui implique que f est un multiple de q

Le résultat est alors immédiat. [J
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Dans le cas ou le nombre de solutions particulieres f est un multiple de q, on remarque
que l'on peut analyser plus de fréquences avec la fraction semi-réguliere définie par le couple
(S,X) qu'avec une fraction réguliere de direction S, tout en conservant l'orthogonalité. Par

exemple, si on choisit la matrice P de lI'exemple 7.2 qui est d'ordre 2x4, a éléments dans
GF(3), génératrice du dual de S
1 011
P= (0 11 2]

alors la fréquence h=(1,0,1,1) et l'effet moyen ne peuvent pas €tre analysés a l'aide d'une

fraction réguliere de direction S puisque he S*. En effet, dans ce cas on a

» 9[6+3w”| 6+3w
Z7Z= 9 |6+3w’].
9

En revanche, si on pose z=0, 2=(1,0,0) et z3=(0,2,0) alors (h | z)k=123=(0,1,2), donc la
fraction semi-réguliere définie par (S,X) est orthogonalement adaptée a I'analyse de la
fréquence h et de I’effet moyen.

Dans le cas ou f n'est pas un multiple de g, il n'est pas possible d'analyser plus de
fréquences et pourtant la taille du plan est multipliée par f. Cependant, contrairement aux
fractions régulieres, 'orthogonalité n'est pas ici une condition nécessaire a l'estimabilité. En
effet, il est possible d'analyser deux fréquences a l'aide d'une fraction semi-réguliere sans que

les deux colonnes correspondantes dans la matrice du modele soient orthogonales. Prenons

par exemple le cas de la matrice P d'ordre 2x3 a éléments dans GF(3),

101
b= (0 1 1)-
Il est évident qu'une fraction régulicre S de matrice génératrice du dual P, ne permet
d'analyser qu'un seul effet simple en plus de I'effet moyen.

En revanche si on construit un fraction semi-réguliere de direction S avec par exemple z;=0
et 2=(1,0,0), alors on peut analyser deux effets simples en plus de l'effet moyen, sans pour
autant qu'll y ait orthogonalité. En effet, si on choisit les fréquences h=(1,0,0) et b=(0,0,1),
on obtient la matrice d'information

6|0 0] O 0

60l 0O -3w

77 = 6(-3w O
6 0

6

qui est inversible. On peut donc analyser ces deux fréquences avec une fraction semi-réguliere
de taille 6 définie par le couple (S,X) ou X={z;,2,}, sans qu'il y ait orthogonalité. Si on ajoute

a X z3=(0,1,0) alors on obtient la matrice d'information
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9] 0 0
0 0 6+3w"
ZZ=| |9, O 0  6+3w’|.
643w’ 643w’ 0
oL,

Elle aussi est inversible, on peut donc analyser les effets simples des trois facteurs avec cette
fois une fraction semi-réguliere de taille 9 sans qu'il y ait orthogonalité.
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8.3. Propriétés de projection

Nous avons défini la résolution d'une fraction réguliere de fagon restrictive comme la
répartition uniforme et complete des points du plan sur les marges de méme dimension. Cette
définition nous permet d'étendre la notion de résolution aux fractions semi-régulieres. Le
résultat de Bailey (1985) (proposition 5.5) qui consiste a déterminer la résolution de la
fraction en fonction du poids de son dual ne peut plus s'appliquer ici puisque son champ
d'application se limite aux sous-groupes. Il faut alors se référer aux travaux de Srivastava et
Throop (1990) pour trouver une condition nécessaire et suffisante permettant d'obtenir la
résolution d'une fraction semi-réguliere.

Dans un premier temps, nous allons présenter le résultat de Srivastava et Throop et établir
des conditions pour obtenir une fraction semi-réguliere de résolution maximale. Ensuite nous
allons proposer un théoréeme qui pour R fixé permet de déterminer quelles sont les marges de
dimension R-1 uniformément représentées par la fraction semi-réguliere, sans que celle-ci soit
pour autant de résolution R. Ce résultat peut s'avérer intéressant si 1'on désire privilégier la
répartition des points sur certains facteurs uniquement, ou bien lorsque la fraction semi-

réguliere de résolution R n'existe pas.

Srivastava et Throop ne s’intéressent aux fractions semi-régulieres qu’au travers la
construction de tableaux orthogonaux, ils se limitent donc a 1’étude de I’orthogonalité. Avec
le dernier paragraphe nous allons voir que I'intérét des fractions semi-régulieres réside dans le
fait qu’elles limitent le colit des plans au prix de défauts limités et parfaitement controlés
d’orthogonalité.

8.3.1. Répartition uniforme des marges de méme dimension :
résolution

Définition 8.6

Soient la fraction semi-réguliere définie par le couple (P,C) et T le tableau d’ordre
(fqd")xd correspondant. On dit que la fraction semi-réguliére est de résolution R si le
tableau T est orthogonal de force R-1.

Le tableau T est orthogonal mais pas linéaire, seul Ty est un tableau orthogonal linéaire.

Le théoreme suivant est de Srivastava et Throop (1990), il donne une condition nécessaire et

suffisante pour qu'une fraction semi-réguliere soit de résolution R.
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Théoréme 8.7

Soient la fraction semi-réguliere F définie par le couple (P,C) et T le tableau d’ordre

(fg “")xd correspondant. Alors T est de force R-1 (c’est-a-dire € est de résolution R) si
et seulement si

pour tout vecteur y deGF(q) " tel que yP#0 et wt(yP)<R-1, le vecteur d’ordre f, ‘(yC),

est un tableau orthogonal de force 1.

Deux cas se présentent alors.

Soit wt(P)=R, alors la condition du théoréeme est automatiquement vérifiée. De plus
comme nous l'avons vu dans le chapitre 6 sur la construction des tableaux orthogonaux
linéaires, Ty est un tableau de force R-1 (d'index 1) et T est un tableau de force R-1 d'index f.
Donc tous les éléments de GF(q)®' sont représentés f fois chacun dans tout bloc de R-1
colonnes de T.

Soit il existe y tel que O<wt(yP)<R-1, dans ce cas (yC) doit étre un tableau de force 1,
c'est-a-dire (yC) doit étre égal a une ou des permutations de 0,...,q-1. Or le vecteur (yC) est
d'ordre f, nous sommes donc obligés de supposer que f est un multiple de q. Etant donné que
T est de taille fq*", nous choisirons f=q pour garder une taille raisonnable. La condition du
théoreme s’écrit alors

Vae GF(q), wi(at'(yC))=F 1=qg-1.
Dans la plus part des cas nous choisirons q=3. Ce choix parait approprié si I’on veut conserver
une fraction semi-réguliere de petite taille bien qu’alors le découpage du domaine

d’échantillonnage soit assez grossier.

Exemple 8.8 : Soit P la matrice d'ordre 2X7, de rang 2, a éléments dans GF(5),

P 1 011111
“{001 01 2 3 4/
On cherche la matrice C d'ordre 2x5 telle que la fraction semi-réguliere définie par le couple
(P,C), i.e formée des solutions de Px=C, soit de résolution 6.

Seul le vecteur y=(0,1) est tel que wt(yP)<5, il faut donc choisir la matrice C avec pour
deuxieéme ligne une permutation de 0,...,4 et un premiere ligne quelconque, par exemple

00001
C:(01234)

On évitera cependant de choisir une premiere ligne avec des éléments tous égaux car alors X
est un sous-groupe et la fraction est réguliere. En effet, C est une partie de GF(5)* et dans ce
1ére

cas, tout ensemble de 5 éléments dont la coordonnées est nulle constitue un sous- groupe

cyclique.

Etant donné que nous avons choisi f=q, la fraction semi-réguliere cherchée est de taille q*

™! Soit n=d-r, au mieux s'agissant de h résolution, nous pouvons donc espérer avoir un
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tableau orthogonal de force n+l1 (et d’index 1) et donc une fraction semi-réguliere de
résolution n+2. Supposons les matrices P et C de la forme

P=(I;| Q) et C=(c; | ... | cg)
ou cie GF(q)" et cik#cik #j=1,...,q et k=1,....,r (c'est-a-dire les lignes de C sont des permutations
de 0....,g-1). Nous allons voir comment choisir la matrice Q et les vecteurs g, i=1,...,q de
facon a ce que le couple (P,C) définisse une fraction semi-réguliere de résolution n+2.

Notations : Soient M une matrice d’ordre mxn, v un vecteur d’ordre m. Pour Ic{1,...,m}, et

J{1,...,n}, on note M(1,]) la sous-matrice de M d’ordre | I | X | J | formée des lignes indexées
par I et des colonnes indexées par J, M(.,J) désigne le bloc formé des colonnes de M indexées

par J, et v(I) le vecteur d’ordre ‘ I| formé des éléments de v indexés par 1.
Théoreme 8.9

Soient les matrices P d'ordre r<d et C d'ordre rxq définies ci-dessus a éléments dans
GF(p). On note C I’ensemble des vecteurs d’ordre rx1 défini par

C"={crc;, I<i<j<q}.
La fraction semi-réguliére définie par le couple (P,C) est de force n+1 si et seulement
si pour tout m=2,...,min(r,n+1), VU,{l,...,r} : | Um| =m, VWnac{l,...,d-r} ;
| Wt | =m-1

1) rg (Q (Um, Wmfl)) =m-1

2) det ([Q(U,, W, )|a,)]) 20 vaeC.

Exemple 8.10 : Soient P la matrice d'ordre 2x4 de rang 2, a éléments dans GF(3) et C la

matrice d'ordre 2x3 suivantes
1 0 11 2 01 s (212
P:(o 10 1)’C:(0 2 1] = C :(1 2 1)-
Dans ce cas min(r,n+1)=2 et pour m=2, U,={1,2}.

Si Wi={1}, Q(U,,W)= ((l)j, si Wi={2}, Q(U,, W)= GJ Dans les deux cas on peut constater

que, tout vecteur de C" est indépendant de Q(U,,W;). Donc le couple (P,C) définie une
fraction semi-réguliere de taille 27 et de résolution maximale 4.

Exemple 8.11 : Soient P la matrice d'ordre 4x6, de rang 4, a éléments dans GF(5) et C la

matrice d'ordre 4x5 suivantes

[eRISRISE )
el S
[SSEE SN
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Dans ce cas n+1=3 et on peut vérifier que pour m=2,3 les conditions 1) et 2) du théoréme sont
satisfaites. Donc le couple (P,C) définie une fraction semi-réguliere de taille 5° et de
résolution maximale 3.

Exemple 8.12 : Soit P la matrice d'ordre 3x5, de rang 3, a éléments dans GF(3)

11
P=|L|1 1|
10

Dans ce cas, n+1=3 et pour m=2 les conditions du théoréme impose
(zij zal, 1<i<j<3 et (32] #* B((l)) ou o,pe GF(3) et a=(a;,az,a3)€ C.
j 3
On peut vérifier qu'il n'y a pas de solution a ce probleme, il n'existe pas de fraction semi-
réguliere de GF(3)° de résolution 4.

Ainsi l'exemple précédent prouve que pour d et N fixés, on ne peut pas toujours trouver un
couple (P,C) définissant une fraction semi-réguliere de résolution n+2, notamment dans le cas
ou g=3.

Dans le cas ou r est grand mais min(r,d-r+1)=d-r+1 est petit (2 ou 3), les conditions du
théoreme sont plus faciles a vérifiées que les conditions du théoréme de Srivastava et Throop
(1990). En effet, pour r grand il est difficile d’envisager toutes les combinaisons linéaires des
lignes de P.

Démonstration: On note Ty (resp. T;, i=l,...,q) le tableau d’ordre q"xd dont les lignes
représentent les solutions de 1’équation Pt=0 (resp. Pt=c;, i=1,...,q). Soit T le tableau dont les
lignes sont les éléments de la fraction semi-réguliere. Par définition T est orthogonal de force
n+1 et d’index 1, si et seulement si dans tout bloc de n+1 colonnes de T, les éléments de

GF(q)™"' sont représentés une seule fois chacun. Ce qui peut encore s écrire, T est un tableau
K | =n+1

orthogonal de force n+1 si et seulement si pour tout Kc{1,....d} ;
1) toutes les lignes de Ti(.,K) sont distinctes pour 1<i<q,
2) les lignes de Ti(.,K) sont distinctes des lignes de T;(.,K) pour tout 0<i<j<q.

1) Montrons tout d'abord que la condition 1) du théoreme est nécessaire et suffisante pour que
les q" lignes de Ty(.,K) soient distinctes.
Soit ye GF(q)" une ligne de Ty, alors y est de la forme

y=x(-'Q | 1)
avec X=(X+1,....X4)€ GF(q)" puisqu'ici n=d-r est le nombre de colonnes de Q. Nous remarquons
que toute ligne de Ty s’écrit en 2 parties, I’'une engendrée par -'Q et 1’autre par I,. Nous allons

alors décomposer K en 2 sous-ensembles d'index correspondants a chacune des ces parties.
Soit me {1,...,min(r,n+1)}, supposons que parmi les n+1 colonnes indexées par K, on
choisisse m correspondantes aux lignes de Ty engendrées par -'Q. On note U,c{1,...,r}; | Up

|=m, I'ensemble des indices de ces colonnes. Pour compléter I'ensemble K, il reste alors a
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choisir k=n+1-m colonnes de Ty parmi celles qui correspondent aux lignes engendrées par I,.
On note Jyc{1,...,d-r}; | Jx |=k, 'ensemble des indices de ces colonnes. Finalement, on a
K=U_UJ,, ol n+1=m+k et

)

y:X( -tQ | Id—r

——
= U, YU I

m

De plus on note ﬁm ={1,...,rT)\Uy et Tk ={1,...,d-r}\Jx=Wp.1.

Afin de simplifier les notations et sans perte de généralité supposons que

Un={1,....m}
et Ji={1,....k}.
Alors la matrice 'Q s'écrit en blocs sous la forme suivante
t [tQak, U,) tQ(Jk,‘Um)]
'Qd..U,) | 'Qd,.U,)

Or les lignes de Ty(.,K) sont identiques si et seulement si il existe une combinaison linéaire

non nulle, xe GF(q)", telle que

(x—Q1)) x)=0.
~'QUJ,.U,) } -Q(U,.U,) } I } 0 ]
-'QJ,.U,) ! -'Q(J,,U,) ! 0

= (-x00'Q0,, U,) —xT)' QT U ... [x0 | xTY)
xJ =0

-Ql1) =(x(y | x(Tk))(

In—k

Donc (x(—tQ ' In)) (K)=0 { o
x7)'Q0,.U.) =0

Si m=1 x(Jx)=x=0. Sinon, la matrice 'Q(J,,U,) est d'ordre (m-1)xm, donc ce systéme admet
une solution non nulle si et seulement si rg( ‘QJ,,U,))<m-1. Donc en notant W__, =17,
toutes les lignes de Ty(.,K) sont distinctes si et seulement si la condition 1) est vérifiée. Il en
va de méme pour les lignes de Ti(.,K) puisque Ti=To+z, i=1,...q.

2) Montrons maintenant que la condition 2) du théoreme est nécessaire et suffisante pour que
toute ligne T;(.,K) soit distinctes de toute ligne de T(.,K) Vj>i. Pour i=I,...,q, T=To+z, et
comme nous 1'avons vu plus haut, on peut toujours choisir z égal a (‘c; | 0), donc toute ligne y;
de T; s'écrit

v, =('c; x'Q]| x1,) ot xe GF(q)".

Soit de plus y; une ligne de T, y; =(t ¢, —x" X'In) ,X'eGF(q)". Alors y=y; &
(c(U)-x00'QU, U, = xT)'Q0T, U, |...[x0) [x@))

=(¢(Up) =X 00'QU,. U~ X )T, U |- [x 00 [x'F))
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(x=x){,) =0
Donc y(I)=y,(1) & B B .
(x=0F)'Q0F, U= (¢ —c U,

Si m=1 ce systeme n'admet pas de solution puisque cix#cjk k=1,....,r. Sinon le syst¢éme admet
une solution si et seulement si

det('QJ,, U,) | a(U,)) = det(Q(U,,T,) | a(U,)) =0 ot a=ci-cjeC". [

8.3.2. Répartition uniforme sur certaines marges de dimension R

Il n'existe pas toujours de fraction semi-réguliere de résolution R désirée pour g, r et d
fixés, ou bien, quand elles existent, elles engendrent des plans souvent cofiteux. Or certaines
distributions marginales d'ordre R-1 présentent réellement un intérét, il est donc souhaitable
d'obtenir I'uniformité sur ces seules marges. Nous allons voir comment étendre le résultat de
Srivastava et Throop pour établir sous quelles conditions une marge de dimension R1 est

complete et uniforme sans que la fraction semi-réguliere soit de résolution R

Soit F la fraction semi-réguliere de GF(q)* définie par le couple (P,C) o P est une matrice
d'ordre rxd, de rang r et C=(co | ... | c4.1) est une matrice d'ordre rXq. D'ou f=q, i.e N=q™"' ol
n=d-r.

Soient t un entier inférieur ou égal a n+1 et c{1,...,d} tel que | J; |=t.
Définition 8.13

On dit que le couple (P,C) vérifie la propriété R(J; ) si et seulement si pour tout

vecteur non nul y d’ordre Ixr

supp(yP)cJ: = (yC) est une permutation de 0,...,q-1.

Théoréme 8.14

On suppose que le rang de la matrice P, r, est inférieur ou égal a q.

Le couple (P,C) vérifie la propriété R(J;) si et seulement si les éléments de GF(q)' sont

représentés q "' fois chacun dans T(.,J;).

Ce résultat est une extension directe du théoréme de Srivastava et Throop.

Exemple 8.12 (suite) : Les matrices P d'ordre 53 et C d'ordre 3x3 a éléments dans GF(3)
sont définies par

11 11 2
P=|L|1 1|etC=[1 0 2.
10 10 2

Nous savons d'apres I'exemple 3, que le couple (P,C) ne définit pas une fraction réguliere de

résolution maximale 3. Cependant toutes les marges de dimension 3 sont représentées
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uniformément (sans répétition) sauf la marge définie par J3={2,3,5}. En effet, pour y=(0,1,2),
nous avons supp(yP)=J; et yC=0, donc le couple (P,C) ne vérifie pas R(J3).
Cette fraction, méme si elle n'est pas de résolution maximale, en est tres proche, et garde une

tres bonne répartition de ses points.

Exemple 8.15 : Dans cet exemple nous allons voir que le choix de la matrice P est important.

Soient les matrices a éléments dans GF(3)

11 01 2
P=|L |1 2|etC=|2 0 1].
2 1 1 20

Alors le couple (P,C) ne vérifie pas R(J3) pour J3={1,2,5}, car pour y=(1,2,0) supp(yP)=J3 et

yC=1, et pour J3={1,3,4}, car pour y=(1,0,1) supp(yP)=J3 et yC=2x1. On ne peut pas trouver
de meilleure matrice C, c'est-a-dire qu'il y a au minimum deux marges de dimension trois qui

ne sont pas représentées uniformément, ce qui est moins bien que dans 1'exemple c+dessus.

Exemple 8.16 : Soient P la matrice d'ordre 3x6, de rang 3 a éléments dans GF(3) et la matrice

C d'ordre 3x3
1 1 1 01 2
P=|L|1 1 OletC=|1 2 0.
1 0 1 0 2 1

Nous avons n+1=4, le couple (P,C) ne vérifie pas la relation R(J;) uniquement pour

J4={1,2,5,6}. En effet pour y=(1,2,0), nous avons supp(yP)=Js et yC=2x1. Donc une seule
marge fait défaut pour avoir la résolution 5.

Démonstration :
1) Dans un premier temps montrons I’implication : si les éléments de GF(q)' sont représentés
une et une seule fois dans T(.,J;) alors le couple (P,C) vérifie la propriété R(J,).

On suppose que pour y d’ordre 1xr, supp(yP)=J;, ce qui entraine que pour xe GF(q)d
(1) yPx =)0 ,x, ou 870 GF(q).

il
Pour 0.=0,...,g-1, on considere les équations (a t inconnues) yPx=o.. Chaque équation possede
q""! solutions et d’apres (1) chaque solution a son support égal a J;. Soit M, la matrice d'ordre
q'"'xt dont les lignes sont formées des solutions des équations yP,=0 restreintes 2 leur support.
On remarque alors la relation suivante . On note Ty (k=0,...,g-1) le tableau dont les lignes sont
les solutions de 1’équation Px=cy.
Toute ligne de Ti(.,J;) est une ligne de My, si et seulement si ycy=0.

En effet, si y est une ligne de T alors yPx=ycy donc x(J;) est une ligne de My, si et seulement
sl oL=yck.

(yO)=(yco,....ycq-1), on note L, k=0,...,q-1 le nombre de fois ou yck apparait dans (yC)

(remarque : ycx=ycx: n’entraine pas q=ci). Il existe donc Ux valeurs de € {0,...,q-1} pour

198



lesquelles les lignes de T; (qui vérifient Px=c;) vérifient yPx=ycy, c’est-a-dire pour lesquelles

les vecteurs de Ti(.,J;) sont aussi des vecteurs de M, . Ce qui veut dire que T(.J;) possede

exactement [xq" lignes de M, (puisque T est la superposition verticale des Tx). Or par

yCk
hypothese, tous les éléments de GF(q)" apparaissent q"*'* fois chacun dans T(.,J;), donc celui-

n+1-t _t-1

ci contient ¢ "q " =q" lignes de M, pour k=0.....,g-1. D’ou

q'=toq"=..=lq1q" & Mo=...=Ug1=1.
Les q éléments de (yC) apparaissent une seule fois chacun, donc (yC) est une permutation de
0,....g-1.

2) Montrons maintenant la réciproque. Nous savons par hypothése que : Vy#0e GF(q) ;
supp(yP)cJi = (yC)=my(q) ou 1y(q) est une permutation de 0,...,q-1. Et nous voulons montrer
que tous les éléments de GF(q)' sont représentés g™ * fois chacun dans T(.,J;).

Nous pouvons sans perte de généralité, supposer que J={1,....t}. En effet, si on note P
(resp. X ) la matrice (resp. le vecteur) obtenue en permutant les colonnes (resp. les éléments)
de P (resp. de x) indexées par % en premiere position, alors Px=P'x". Donc si T désigne le
tableau défini par le couple (P*,C), les blocs de T*(.,{l,...,t}) et T(.,J;) sont égaux a une
permutation pres.

Soit se GF(q)', on note A le nombre de fois ou s est une ligne de T(.,J;). A est en fait égal au
nombre de solutions des équations
&) Px’=cy, k=0,...,g-1,
avec X’='[s | x] ol xe GF(q)d't.

Si on écrit P=[P; | P,] ou P; est une matrice d’ordre rxt et P, est une matrice d’ordre rx(d-t),

alors (*) est équivalent a
Pox=(ck-Pys), k=0,...,g-1.

d-t+r n-t+1

Si rg(P>)=r, alors chaque équation possede q solutions, donc A=q

Si rg(P,2)=r-1. On décompose P de la fagon suivante

P — |:Pll Pl2:|
Pi | P2
avec P;; matrice d’ordre (r-1)xt P;, matrice d’ordre (r-1)x(d-t), p; vecteur d’ordre Ixt et p
vecteur d’ordre 1x(d-t). Alors il existe un vecteur y d’ordre 1X(r-1) tel que
yP12=p2.

Donc si on note q="[ck |ck,2] ou ¢, est un vecteur d’ordre (r-1)x1 et ¢ e GF(q), (*) est
équivalent au systeme

P,x=c¢ ,—P;s
yPL,x=c¢,,—p;s

Soit A la matrice carrée d’ordre r
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alors (*)

L 0 Cx2 ~PiS
o P;,x =A_1|:Ck,1 —P”S}
L 0 ) Cxo — P8
o {PIZX =Cyy —Pys (D
yc, =yP,—p;s (2)
ot y’=[yl-11.
Py, est une matrice d’ordre (r-1)x(d-t) et de rang (r-1) donc pour k fixé, I’équation (1) admet
q*t™! solutions.

Il reste donc a montrer qu’il existe un unique ke {0,...,q-1} tel que 1’équation (2) soit vérifiée.

On note (yP11-p1s)=h(s)e GF(q). supp(y’P)cJ; puisque

y'P=[y|-11P=[yP11-pi | yP12-paI=[ yP11-pi1 | O],
Alors par hypothese y’C est une permutation de 0,...,q-1, donc nécessairement, il existe un
unique ke {0,...,g-1} tel que y’C=h(s).

Montrons maintenant par 1’absurde que le rang de P, ne peut pas €tre inférieur strictement a
r-1. On suppose et on note m=r-rg(P,)>1. On cherche alors s’il existe une matrice C d’ordre
rxq telle que Vyz0eGF(q)" tel que supp(yP)cJ;, i.e yP»=0, yC=my(q). On remarque que si
yC=my(q) et y’=ay, ae GF(q) alors y’C=m,:(q), donc deux vecteurs linéairement dépendants
imposent la méme contrainte sur C. A contrario, si yC=my(q) et y'C=ny-(q) alors on n’a pas
nécessairement (y+y’)C=T(y+y(q). Donc le nombre de contraintes que I’on impose a la
matrice C est égal au nombre de vecteurs y d’ordre Ixr linéairement indépendants deux a

deux tels que yP,=0, c’est-a-dire

Nous obtenons alors un systeme a rq inconnues (les éléments de C) et q(q™-1)/(g-1) équations
(Ie nombre de contraintes sur C que multiplie le nombre de colonnes de C). Soit la différence

a=91-1

q-rq= qq"-rqg+r—1
q-1 '

rq q—l

Etant donné que r<q et m>2,

d> 21(r“‘—r2+r—1)2r—1

q
Si r>1 alors d>0 et si r=1, d=q(q™-q)/(q-1)>0, autrement dit, le nombre d’équations est

supérieur au nombre d’inconnues, le systeme n’admet pas de solution, i.e C n’existe pas.[]
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Conclusion

Dans la premiere partie du mémoire nous avons vu que les approches statistiques
existantes dans la bibliographie présentent quelques idées intéressantes pour traiter les
expériences simulées. L’approche par résidu aléatoire propose un modele qui permet de
prendre en compte le caractere déterministe du simulateur grice au processus résiduel en
introduisant une corrélation spatiale entre les réponses du simulateur. L’approche par
échantillon aléatoire, quant a elle, détermine des méthodes d’échantillonnage utilisant des
plans qui ont pour principale qualité de bien ‘remplir’ I’espace du domaine d’échantillonnage.

Cependant comme nous ’avons signalé, séparément chacune de ces deux approches
présentent aussi quelques faiblesses. D une part le prédicteur construit a partir du modele de
I’approche par résidu aléatoire est irrégulier et peu robuste aux variations du parametre de
corrélation. Ce qui est dii au rdle trop prépondérant du processus résiduel dans le modele.
D’autre part, les plans construits a partir de critere de qualité tels que I’entropie ou la distance
maximin, ne représentent pas de facon uniforme le domaine d’échantillonnage et laissent des
parties du cube unité non testées par les simulations. De plus ces plans dépendent entierement

du modele choisi, notamment du parametre de corrélation.

C’est pourquoi dans la deuxieme partie du mémoire nous avons proposé une nouvelle
approche statistique des expériences simulées qui permet d’intégrer les points forts des
approches de la premiere partie et qui a pour but d’en supprimer les inconvénients. Les
objectifs de cette nouvelle approche ont été atteints aussi bien au niveau du modele que des
plans d’échantillonnage.

En ce qui concerne le nouveau modele proposé pour la réponse du simulateur, nous

avons vu que celui-ci permet :

® D’une part de modérer le rdle joué par le processus résiduel de fagon a ce que toute
la prédiction ne repose pas sur 1’a priori que 1’on fait sur la fonction de corrélation,
comme cela était le cas dans 1’approche par résidu aléatoire.

e D’autre part, de prendre en compte I’effet du second degré de I’échantillonnage
puisque seul le premier degré est contrdlable par 1’utilisateur.
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Ce nouveau modele permet donc d’obtenir un prédicteur plus lisse que le prédicteur de

I’approche par résidu aléatoire et robuste aux variations de 0. C’est-a-dire que les deux points
faibles du modele du chapitre 1 sont maintenant supprimés.

Pour ce qui est des plans d’échantillonnage, ceux-ci remplissent bien les deux

principales fonctions qui leur sont demandées, i.e :

e Une bonne répartition des points d’échantillonnage dans le cube unité afin que toutes
les parties du domaine d’échantillonnage soient testées par les simulations,

o [’ajustement d’une régression linéaire trigonométrique.

Les techniques d’échantillonnage proposées permettent donc de construire des plans de bonne
qualité quel que soit le modele choisi et qui, de fait, sont robustes aux variations de ©.
L’utilisation de plans classiquement utilisés en plans d’expériences tels que les tableaux
orthogonaux linéaires ou les fractions régulieres est donc parfaitement appropriée et

performante dans le contexte des expériences simulées

La difficulté avec le type de plans que nous utilisons réside dans le fait que tres peu de
méthodes de construction de ces plans sont proposées dans la bibliographie. C’est pourquoi le
troisieme partie de ce mémoire est consacrée a la mise en place de techniques de construction
de tableaux orthogonaux linéaires et de fractions régulieres. Dans cette derniere partie nous
avons aussi vu qu’une nouvelle catégorie de plans, les fractions semi-régulieres, offre des
perspectives intéressantes dans le cadre de I’ajustement d’une régression trigonométrique. En
effet, cette structure de plans permet de s’affranchir de la contrainte d’orthogonalité quant a
I’estimabilité du parametre B de la régression trigonométrique. Ce qui permet d’ajouter des
fréquences a la régression et ainsi enrichir le modele en espérance. Or nous avons vu que,
lorsque 1’ajustement en moyenne est de bonne qualité, le prédicteur est plus robuste aux

variations du parametre de corrélation.

Le travail réalisé dans ce mémoire traite le probleme des expériences simulées de
facon généraliste. Il permet a la fois de faire une synthese de différentes approches envisagées
dans la bibliographie, et a la fois de proposer des outils bien fondés pour aborder les
expériences simulées. Ces outils sont a adapter et a développer suivant le type de simulateur
étudié, ce qui offre de nouvelles perspectives.
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Perspectives

L’étude exposée dans ce mémoire est un travail exploratoire qui aborde des domaines
aussi divers que par exemple, les méthodes d’intégration numérique, les processus spatiaux,
les plans d’expériences, efc ... Les perspectives de ce travail sont donc tres nombreuses et

variées, dont voici quelques exemples.

Application a un cas réel

L’approche statistique proposée dans ce mémoire aborde le probleme des expériences
simulées d’un point de vue généraliste. Il semble maintenant nécessaire d’appliquer cette

théorie a un cas réel de fagon a pouvoir aborder des questions circonstancielles telles que :

e L’influence et la sensibilité des différents parametres d’entrée du simulateur. C’est en
effet essentiellement pour débattre de cette question que ’utilisateur souhaite disposer
d’un modele résumant la réponse du simulateur.

e Le cofit de simulation suivant le type de simulateur étudié. Est-il effectivement préférable
d’utiliser un hypercube latin dans le cas ou le simulateur prend en compte beaucoup de
facteurs mais a un temps de calcul moyennement long, et un tableau orthogonal de force
plus élevée si le simulateur a peu de parametres d’entrée mais un temps de calcul tres

long ?

e Les bornes du domaine d’échantillonnage. Dans ce mémoire, nous avons réduit notre
étude au cube unité mais en pratique la délimitation du domaine d’échantillonnage pose
probleme. En effet, dans le cas des expériences réelles les valeurs entre lesquelles varient
les facteurs sont déterminées a la fois par des lois physiques, et a la fois par des
contraintes pratiques dues a ’expérimentation. Pour les expériences simulées seules les
lois physiques interviennent, ce qui laisse beaucoup de possibilités pour faire varier les
parametres d’entrée du simulateur. Déterminer le domaine d’échantillonnage devient alors

un probleme complexe.

Régression linéaire polynomiale

Dans ce travail, la régression linéaire envisagée pour la modélisation en espérance est

trigonométrique. Nous avons vu que ce type de modele est d’une part bien adapté aux
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fractions régulicres utilisées pour Iéchantillonnage, puisque I’'une comme I’autre s’exprime
simplement grace a la théorie des groupes finis. D’autre part, il est clair a I'issue des
illustrations numériques du chapitre 4 que le fait d’ajouter une régression trigonométrique
dans le modele permet de stabiliser le prédicteur et de le rendre robuste aux variations du
parametre de corrélation 0. Il serait intéressant de savoir si un modele plus couramment utilisé
telle qu’une régression polynomiale ou spline, aboutirait au méme résultat. Autrement dit, si
la stabilisation du prédicteur n’est pas due uniquement au fait que I’ajustement en moyenne
est plus riche. Et si cela est le cas, il faudrait aussi vérifier que les plans d’échantillonnage que
nous avons proposés restent de bonne qualité. Ces plans étant construits de facon
indépendante du modele, il semble a priori qu’il n’y ait aucune raison pour qu’ils ne restent
pas efficaces. C’est I’avantage et la raison pour lesquelles nous avons proposé ce type
d’échantillonnage.

Perspectives plus théoriqgues

De facon plus théorique, il faudrait certainement creuser des questions abordées dans
le mémoire telles que :

e Déterminer la fonction de discrépance d’un tableau orthogonal linéaire de facon a
démontrer, qu’effectivement, plus la force du tableau est élevée, plus la fonction de
répartition empirique des points du tableau est proche de la distribution uniforme, i.e
mieux les points répartis dans le domaine d’échantillonnage. Nous avons vu dans le
chapitre 5 que Fang et Mukerjee (2000) ont effectué¢ une premiere démarche en ce sens
mais ils se limitent aux tableaux a deux niveaux. Il reste donc a trouver la bonne fonction

de discrépance pour généraliser ce résultat a un nombre de niveaux quelconque.

e FEtudier plus en avant les propriétés d’estimabilité et d’optimalité des fractions semi-
régulieres dans le cadre d’une régression linéaire trigonométrique, ainsi que définir des

méthodes de construction pour ce type de plans.

e Envisager I'utilisation des nets ou des séquences pour I’échantillonnage dans le cas d’un
découpage du cube unité sélectif, c’est-a-dire un maillage plus ou moins fin a certains
endroits du domaine d’échantillonnage suivant le comportement de la réponse du

simulateur.

Ainsi s’acheve ce travail de these qui, comme nous pouvons le constater, est une premiere
approche des expériences simulées, qui a pour ambition de répertorier les différents outils qui
sont a notre disposition pour traiter cette question, et répondre a quelques problemes soulevés
dans la bibliographie grace a la nouvelle approche statistique que nous avons proposée.
L’étude des expériences simulées ne fait en fait que commencer.
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