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Résumé

Ce travail concerne la modélisation du processus de synthése (construction) de supports
de catalyseurs obtenus par réaction silice-alumine. La synthése est caractérisée par 5 variables
d’entrée et 2 variables de sortie (la surface spécifique et le volume mésoporeux du support
de catalyseur). Chaque combinaison des valeurs de sortie ayant une application potentielle, on
voudrait savoir en synthétiser le plus grand nombre, c’est-a-dire connaitre les variables d’entrée
permettant de construire un catalyseur ayant une surface et un volume donnés quelconques. Les
limites atteignables des deux sorties du systéme sont inconnues.

Ne disposant pas de suffisamment d’essais pour pouvoir espérer construire un modéle fiable
sur I’ensemble du domaine de variation des variables d’entrée, nous choisissons une approche
par plans d’expérience séquentiels avec modélisation par krigeage, permettant d’éviter une trop
grande dispersion des variables d’entrée tout en assurant une exploration du domaine accessible
pour les variables de sortie. Les essais sont choisis séquentiellement en se servant de I'information
apportée par les essais précédents et traitée par le modéle de krigeage. Cette fagon de procéder
est a priori plus efficace que celle consistant & utiliser un plan d’expériences fixé au départ et
comprenant la totalité des essais disponibles.

Des critéres d’ajout séquentiel de points d’expérimentation (définissant les valeurs des
variables d’entrée) sont proposés, qui favorisent une forte dispersion des sorties correspondantes
et prennent en compte les incertitudes associées aux prédictions par krigeage. Enfin, les critéres
retenus, 'un & base de distance et ’autre a base d’entropie, sont testés sur des données simulées
afin de vérifier la bonne répartition finale des valeurs des réponses.

Des rappels sur la modélisation par processus gaussien, la régression/interpolation par
krigeage et ses liens avec les méthodes de type splines et SVM, ainsi que la planification
d’expériences sont présentés en essayant de concilier rigueur et clarté.

Mots-clés : planification d’expériences, krigeage, entropie de Tsallis.



Abstract

This work deals with the modeling of the synthesis process for catalyst supports obtained by
a chemical reaction involving silica and alumina. The process is characterized by 5 inputs and 2
outputs (specific surface and mesoporous volume of the support). Each pair of output values has
a potential application and the ultimate objective is to be able to find input values associated
with the synthesis of a catalyst having any given output characteristics (surface, volume). The
ranges of the two outputs are unknown.

The quantity of runs available is too small to build a satisfactory model over the whole input
domain. We thus combine design of experiments and kriging modeling in a way that ensures both
a limited dispersion of the input factors and a good exploration of the reachable output domain.
The runs are designed sequentially, using the information provided by former runs through their
associated kriging model. This sequential construction seems more efficient than the design of a
non-sequential experiment containing the total amount of available runs.

Several criteria are proposed for sequential design which favor a high dispersion of the
corresponding outputs and take the uncertainties associated with the kriging model into account.
The two most appealing are tested on simulated data in order to check the dispersion of outputs;
one is based on minimax distance and the other on entropy.

Basic properties of Gaussian processes, regression/interpolation by kriging and links with
other methods such as splines and SVMs are reminded, together with standard methods for
designing experiments, with the objective of combining rigor and clarity.

Keywords: design of experiments, kriging, Tsallis entropy.
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Introduction et motivation

Contexte

L’TFP développe des procédés de raffinage utilisant des catalyseurs solides. Ces catalyseurs
sont composés d'un support sur lequel sont déposées des substances actives (métaux) qui
permettent d’accélérer une réaction chimique. Selon son utilisation, un support peut exister
principalement sous la forme de spheére ou de cylindre dont la taille varie de ’ordre du millimétre
au centimeétre.

Les catalyseurs sont poreux pour que la surface de contact avec le fluide réactif (liquide ou
gaz) soit aussi grande que possible (50 & 500 m? /g sont des valeurs courantes). On s’intéresse ici
aux supports silice-alumine avant leur mise en forme. Le support est synthétisé (construit) par
précipitation en faisant réagir une solution de silice et une solution d’alumine.

Un support de catalyseur est caractérisé par deux grandeurs importantes :

— sa surface spécifique (notée Syt ), la surface (par gramme) du support qui sera en contact

avec le fluide réactif ;

— son volume mésoporeux (noté V;), qui est le volume (par gramme) formé par les « trous »

du support.

Le probléme posé dans la synthése de supports de catalyseurs est d’obtenir des supports ayant
une porosité et une surface spécifique bien définies. La valeur précise de chacune de ces propriétés
dépend de D'application qui est faite du support. Chaque combinaison (Spet,V}) ayant une
application potentielle, il est souhaitable de savoir en synthétiser le plus grand nombre possible.
Notons que ces deux grandeurs ne sont généralement pas reliées entre elles : par exemple, il a
été observé qu’'une multitude de petites cavités dans le support peut donner lieu & une grande
surface spécifique, alors que le volume mésoporeux est petit.

La synthése de support est caractérisée par 5 variables d’entrée et 2 variables de sortie (Spet
et V). Les 5 variables d’entrée ayant une influence sur la réaction chimique produisant le support
de catalyseur, ainsi que leur domaine de variation ont été déterminés par des essais préliminaires.
Ce sont :

— le pH, maintenu constant (régulé) au cours de la réaction ;

— la durée d’ajout des réactifs ;
la température (régulée pendant toute la durée de la réaction) ;

— la concentration, notée Si+Al, de silice et d’alumine a la fin de la réaction (ou, & un facteur

prés, le nombre de moles de réactifs ajoutés au cours de la réaction) ;

— le rapport Si/Al du nombre de moles de silice par le nombre de moles d’alumine ajoutés

lors de la syntheése.
Le pH est maintenu constant au cours de la réaction par ajout de solutions d’acide et de base.
La température est maintenue constante par circulation d’eau dans une double enveloppe.

La synthése d’un support de catalyseur est un processus complexe généralement mal connu : il

n’existe pas actuellement de modéle complet permettant de prédire les propriétés du catalyseur
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& partir des conditions de la synthése. Les méthodes traditionnelles permettent de construire
quelques dizaines de catalyseurs par an. Pour accélérer ce processus, 'IFP met en place des
outils d’expérimentation a haut débit (EHD) qui permettront de synthétiser plusieurs centaines
de catalyseurs par an (de cinq cent a mille). Le gain en débit est obtenu par une automatisation
partielle de la procédure et par la réalisation de plusieurs synthéses en paralléle. Cette
augmentation du débit permet d’élargir le domaine des conditions de synthése habituellement
considéré. Elle n’est toutefois pas suffisante pour en faire une exploration systématique en
raison du nombre élevé de mesures que cela impliquerait. Il est donc souhaitable d’associer aux
nouveaux outils de construction des techniques mathématiques d’aide au choix des conditions
expérimentales.

Dans la littérature consacrée & '’'EHD, les méthodes employées pour la synthése de supports ou
de matériaux relévent soit des plans d’expériences, soit de I'optimisation stochastique. Plusieurs
articles écrits par des chercheurs du domaine sont regroupés dans [24]. Deux grandes familles de
méthodes y sont proposées : plans d’expériences et algorithmes d’optimisation stochastique.

— Les applications proposées des plans d’expériences consistent généralement & couvrir

I’espace d’étude de facon aussi uniforme que possible, puis & raffiner les zones intéressantes.

Une telle approche n’est toutefois viable que pour des espaces de petite dimension, sauf

a disposer d’un nombre d’essais trés grand (les exemples illustrant ces méthodes sont de

dimension au plus quatre). Les plans d’expériences séquentiels associés a du krigeage sont

également cités, ils seront présentés au chapitre 3 avec 'optimisation statistique.

— L’autre grande famille de méthodes proposées est constituée des algorithmes d’optimisation

stochastique, comme les algorithmes génétiques et les méthodes de Monte Carlo.

— Concernant les algorithmes génétiques, seuls des résultats de simulation sont présentés.
Les auteurs insistent sur la nécessité de configurer correctement ces algorithmes a I'aide
d’essais préalables (codage des variables et choix des paramétres), sans quoi le meilleur
catalyseur obtenu peut étre loin de 'optimum. Ils ont été testés a I'IFP pour la synthése
de supports de catalyseurs [168|. Les tests ont également été réalisés en simulation. Ils
confirment la nécessité de régler correctement les algorithmes, et montrent la variabilité
des résultats obtenus (en raison du caractére stochastique de ces algorithmes) : un réglage
donné de ’algorithme peut conduire a de plus ou moins bons résultats.

— Une approche par Monte Carlo est également proposée. Des modifications de I'algorithme
de Metropolis standard sont proposées pour diminuer le nombre d’essais nécessaires. Mais
ce dernier, de 'ordre de cent mille dans les exemples présentés, reste trop important pour
que ces algorithmes puissent étre appliqués a I'IFP dans le contexte actuel.

L’objectif de I’étude a la base de ce travail de thése consiste & pouvoir étre capable d’associer
a toute valeur « cible » T définie par un couple (surface spécifique Sget, volume poreux VpT)
réalisable une combinaison xt des facteurs d’entrée permettant cette réalisation (ou du moins
telle que les deux réponses en xr soient « proches » de leurs valeurs cibles T'). En ce sens, il s’agit
d’inverser le systéme. Le probléme est donc notablement différent de celui consistant & construire
un modéle précis sur 'ensemble du domaine d’étude : en effet, nous souhaitons que le modéle
soit précis uniquement pour des valeurs T permettant de recouvrer ’ensemble des valeurs cibles
T. La dimension de l'espace des facteurs (5) étant supérieure a celle de I'espace des sorties (2)
on congoit qu’il est possible (en théorie) de définir un sous-espace de l’espace des facteurs (une
variété de dimension 2) qui soit en bijection par le systéme avec ’ensemble des valeurs cibles,
sur lequel il suffirait d’observer. Ainsi, il est souhaitable que les observations ne soient pas trop
dispersées dans I'espace des facteurs, mais concentrées en des zones qui permettent de synthétiser
I’ensemble des valeurs cibles afin d’obtenir un modéle localement le plus précis possible dans cette
zone. Le plan d’expériences doit alors poursuivre les deux objectifs suivants :
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1. assurer que les réponses associées soient aussi dispersées que possible dans ’espace des
sorties ;

2. assurer que les points demeurent concentrés dans l’espace des entrées.

Une fagon de respecter ces deux objectifs consiste a construire un modéle, puis optimiser un
critére qui tienne compte de la répartition des sorties d’'une part, et d’autre part de 'incertitude
sur les prédictions faites par le modéle quand les points du plan d’expérience sont éloignés les
uns des autres. C’est cette construction qui est au coeur de ce travail de these.

Approche proposée

L’approche que nous proposons est séquentielle, 'ensemble des observations étant enrichi
petit & petit. A chaque étape, un modéle est construit par krigeage a 'aide des points du plan
courant (qui ont été échantillonnés et pour lesquels les sorties sont connues). Pour choisir le (ou
les) nouveau(x) point(s), un critére quantifiant la « diversité » des sorties du nouveau plan (le
plan précédent auquel est ajouté le ou les points candidats) est maximisé. Mais comme les valeurs
des réponses au point candidat sont inconnues, le modéle de krigeage est utilisé, et 'incertitude
de prédiction est prise en compte dans I’évaluation de la « diversité ». Cette fagon de procéder
est a priori plus efficace que de mettre au point dés le départ un plan d’expériences global et de
fixer la totalité des essais expérimentaux sans connaissance plus fine du systéme.

Un algorithme d’optimisation sera présenté dans la suite, prenant en compte les
caractéristiques de I’étude résumées ci-dessous.

— L’objectif est de constituer une bibliothéque de supports aussi divers que possible pour un

systéme a 5 entrées et 2 sorties.

— Le budget de mesures disponibles est de I'ordre de 500 a 1000.

— Les essais sont réalisés par séries d’un nombre fixe (a priori 6). L’algorithme d’optimisation
devra donc travailler par blocs.

— L’erreur de mesure inhérente a tout systéme physique devra étre traitée par le modéle.

— Un retard dans la disponibilité des mesures devra étre pris en compte : en effet, la mise
en forme du support obtenu demandant du temps il a été décidé, afin d’accélérer le
processus, de lancer chaque série d’essais avant d’avoir le résultat des mesures de la série
immédiatement précédente.

Les tests des méthodes proposées sont réalisés en simulation a l’aide d’un modéle développé a
cet effet. La méthode la plus prometteuse sera mise en ceuvre sur 'outil expérimental.

Notons que la planification séquentielle d’expériences avec modélisation par krigeage a déja
été utilisée & 'IFP pour la modélisation de réservoirs pétroliers [148], ainsi qu’au CEA sur un
code de calcul modélisant un comportement hydrogéologique [116].

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé de la fagon suivante.

— Le chapitre 1 est une mise en perspective dans un cadre général des méthodes de
modélisation parmi les plus couramment utilisées. Nous écrivons de facon détaillée
I’équivalence, sous certaines conditions, des méthodes de splines, krigeage, SVM (Support
Vector Machines) et ondelettes. Ces résultats d’équivalence sont bien connus mais n’ont, a
notre connaissance, jamais été rassemblés et explicités aussi clairement dans la littérature.

— Nous présentons au chapitre 2 la théorie des processus gaussiens et du krigeage, qui sera
utilisé pour modéliser le systéme. Des propriétés asymptotiques ou a échantillon fini sont
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rappelées, qui permettent de se familiariser avec la méthode et de se faire une idée des
précautions & prendre en pratique. L’importance du choix de la fonction de covariance
apparait réguliérement au cours de la lecture.

— Le chapitre 3 se veut une introduction trés succinte aux plans d’expériences. Des plans
remplissant l'espace utilisés au stade initial de la procédure d’ajout sont présentés, ainsi
que des éléments de théorie des plans optimaux. Enfin, nous rappelons des critéres de
construction séquentielle de plans d’expériences permettant d’optimiser une fonction.

— Nous introduisons au chapitre 4 plusieurs fagons de mesurer la « diversité » d’un ensemble
de points, et examinons sur des cas simples si ces méthodes s’adaptent dans le cas séquentiel
ou 'on souhaite effectuer les mesures petit a petit. Nous retenons finalement deux critéres
d’ajout : I'un est basé sur une mesure de distance, ’autre utilise ’entropie de Tsallis.
L’approche proposée prend en compte I'’ensemble des contraintes du probléme rappelées
ci-dessus.

— Nous testons de maniére plus approfondie au chapitre 5 les deux critéres de « diversité »
retenus. Nous détaillons la mise en ceuvre de l'algorithme d’optimisation, et comparons
les critéres d’ajout dans le cas simple de 2 facteurs d’entrée et 1 sortie dans un premier
temps, puis dans les mémes dimensions que le probléme réel (5 entrées et 2 sorties). Les
résultats obtenus semblent montrer que la méthode est applicable au probléme pratique.
Des soucis techniques n’ont cependant pas permis d’effectuer des phases d’expérimentation
sur le systéme réel pendant la durée de la these.

De nombreux points expliqués dans la suite sont longtemps restés obscurs pour moi avant de
trouver les bonnes références bibliographiques. J’ai donc tenté, entre autre, d’écrire clairement les
liens existant entre les méthodes de modélisation usuelles (splines, krigeage, SVM), de rappeler
de fagon concise les propriétés théoriques du krigeage, et de présenter le cokrigeage et le krigeage
intrinséque de la méme maniére que le krigeage usuel afin que le rapport entre ces méthodes soit
bien mis en relief. La partie théorique de ce document a ainsi été rédigée de facon a rassembler
des informations éparses, et a donner les arguments qui expliquent des faits souvent donnés sans
justification dans la littérature. En un mot, j’ai voulu écrire le document que j’aurais souhaité
avoir entre les mains au moment de débuter cette thése.



Chapitre 1

Méthodes a noyaux

Les méthodes & noyaux les plus communément utilisées sont présentées dans ce chapitre.
Aprés une bréve introduction a 'apprentissage statistique, nous faisons quelques rappels sur les
espaces de Hilbert a noyau reproduisant et leur utilisation en apprentissage. Finalement, ce cadre
permet d’observer les liens existant entre les méthodes exposées.

1.1 Cadre général de la théorie de 'apprentissage statistique

Le probléme de I’apprentissage est de construire une fonction (appelée machine) qui établit
une dépendance entre des quantités x (les entrées) et y (les sorties), a partir d’'un nombre fini
d’observations {(x;, y;) }i=1..n appelé ensemble d’entrainement. La fonction obtenue doit avoir de
bonnes capacités de généralisation, c’est-a-dire qu’elle doit permettre de bien prédire les valeurs
de y pour les & non observés. Les applications potentielles de telles machines sont nombreuses
[128, 177).

1.1.1 Un exemple classique

Considérons le cas trés classique [55] ou les sorties (scalaires) sont supposées reliées aux
entrées par la relation

y =m(z) +e,
avec £ € X C R? m : X — R une fonction déterministe inconnue et € une variable aléatoire
centrée de carré intégrable, indépendante de x. On suppose que x est déterministe et peut étre
choisi comme on l'entend. L’ensemble d’entrainement D = {(z1,41),..., (s, yn)} étant donné,
et pour un z fixé, on recherche un prédicteur de y noté fn(x) Une fagon naturelle de mesurer la
qualité du prédicteur en = est donnée par 'erreur quadratique moyenne,

Ely~Fa@] = Ely—m@) +m@) - Fulo)]’

= Ely—m@) +E[m() - @) +2 [m() - Fu@)] Ely ~ m(a)]

2
= Ee&4 [m(x) - fn(:c)] .
~ 2
On observe ainsi que le terme [m(x) — f,(x)] mesure la qualité du prédicteur (plus il est petit,
meilleur est le prédicteur au sens de lerreur quadratique moyenne).
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Remarque 1.1.1 Le meilleur prédicteur de y en x au sens de ’erreur quadratique moyenne est
donc

fu(x) =m(z) = E(y),
la fonction de régression. Mais, la fonction m(-) étant supposée inconnue, il faut construire un
autre prédicteur.

1.1.2 Le compromis biais-variance

On s’intéresse ici & U'influence du choix de I'échantillon sur la qualité du prédicteur : il se
peut, d’une part, que le prédicteur ﬁ(m) de y en z que l'on a construit varie notablement si ’on
fait varier les données D (on parle alors de variance du prédicteur) ; d’autre part, il est possible
quen moyenne (sur tous les D possibles) f,(x) soit éloigné de m(x) (on parle alors d'un biais du
prédicteur) [55].

Supposons qu'une loi de probabilité existe sur I’ensemble des ensembles d’entrainement & n
observations D. Par un calcul similaire & celui du paragraphe précédent, on peut alors calculer la
moyenne par rapport & 'ensemble d’entrainement (notée Ep) de la quantité mesurant la qualité
du prédicteur ﬁl(x),

2 ~ ~ ~ 2
Ep|fu(@) ~m(@)] = Ep|fu@) ~ Ep [Ju(x)] + Ep [fu(@)| - m(»)]
= Ep (ﬁz(x) —Ep {J?n(%)])2 +Ep (ED [J?n(w)} - m(x))2

~

) (ED [fn(x)} - m(m)) Ep (ﬁL(SC) —Ep [ﬁL(x)D

=0
= (B0 [7u@)] - m@) "+ Ep(Fule) ~ B [@)]) "
biais UaT;;nce

Si f,(x) est différent en moyenne de m(z), alors f,(z) est dit un estimateur biaisé de m(z). Un
estimateur sans biais peut cependant avoir une grande erreur quadratique moyenne si la variance
(la sensibilité aux données) est grande. Le biais et la variance sont donc deux facteurs pouvant
donner lieu & un mauvais prédicteur. En pratique, ne pouvant pas obtenir un estimateur a la
fois sans biais et de variance nulle, on cherche un compromis entre la contribution du biais et
de la variance : la variance du prédicteur est réduite par un lissage de la fonction qui diminue
la sensibilité aux données, mais alors un biais est introduit car on a perdu l'information donnée
par les valeurs des observations (voir la figure 2.5 page 71).

Exemple 1.1.2 Supposons que l’on souhaite estimer m(x) a partir des n observations bruitées
yi =m(x;) +e,i=1,...,n. R
— Un premier estimateur possible pourrait étre un interpolateur, ie. f,(x;) = y; Vi. Cet
estimateur est sans biais auxr x; car

Ep | ful@s)| = Elm(w:) + i) = m(z).
Cependant,
Ep (Fale) ~ Ep [Fu(en)] ) = Epln(ai) + < — m(z) =Ee,

Ainsi, la contribution de la variance & l’erreur quadratique moyenne est grande.
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— A Uautre extréme, on pourrait prendre fn(:c) = f(x), avec f(-) une fonction indépendante
des données. La variance est alors nulle aux observations (le prédicteur est insensible aux
données), mais la présence d’un biais est trés probable car il n’est pas tenu compte des
observations dans la construction du prédicteur.

Une fagon de prendre en compte & la fois la contribution du biais et de la variance dans la
construction du prédicteur est présentée au paragraphe suivant.

1.1.3 Reégression régularisée

Si 'on souhaite construire un prédicteur ayant un biais et une variance réduits, on peut
considérer la solution du probléme de minimisation suivant. Soit H un espace abstrait de solutions
(pour le moment), appelé espace d’hypothéses. On y recherche un prédicteur de la forme

~

n
Jalw) = argmin > c(ys, f(x:)) + p(f),
fen 4
ou
— la fonction de codt, ou fonction de perte, c(y;, f(x;)) mesure 'adéquation du prédicteur
aux donnée (le biais). La plus connue est la fonction de cott quadratique
N "2
cy,y)=W—-y),
et nous en verrons d’autres au §1.4.4.
— la pénalisation p(f) controle la régularité du prédicteur (la variance). Dans le cas des splines
plaque mince univariées (§1.4.2), la pénalisation utilisée est

o(h) = [ () ax

pour un entier [ > 1 fixé et v > 0 qui peut étre choisi a priori ou estimé a partir des
données. Ce dernier terme détermine le niveau du compromis biais-variance : de petites
valeurs de y privilégieront un petit biais alors que de grandes valeurs de v donneront une
petite variance.
La solution obtenue est & la fois proche des données et pourvue d’une certaine régularité. On dit
qu’on fait de la régression régularisée.

Exemple 1.1.3 Quand on fait de la régression classique, [’espace d’hypothéses est souvent formé
des fonctions du type f(z) = 'm(x)B, avec m(x) un vecteur de fonctions connues (en général des
polynomes : f(z) = Bo + frx + -+ + Bp_12P~ L sid = 1), et B € RP un vecteur de paramétres
inconnus que [’on cherche a estimer. La méthode des moindres carrés est un cas particulier du
probléeme de minimisation du risque empirique (I’erreur commise aux points d’observation) : on
cherche

1 2
argmin — » (y; — f(xi))
min Z; i — f(w
(remarquons qu’ici il n’y pas de terme de pénalisation, seul le biais du prédicteur est minimisé).
Suivant le choix de 'espace d’hypothéses, ce probléme de minimisation est en général mal posé
[63] (notamment, la solution n’est pas unique, ou est numériqguement instable). Dans le cas ou
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H = {'m(x)B, B € RP}, et en supposant la matrice "M M inversible, on sait que la solution du
probléme des moindres carrés est

B=(MM)"MY™,

avec M =t(m(x1)...m(xy,)) et Y™ =(y1...yn) [86]. Un grand nombre de parametres p induit
des problemes de conditionnement [58, 74/ de la matrice "M M : le probléme est théoriquement
bien posé (l'inverse d’une matrice inversible, aussi mal conditionnée soit-elle, est bien défini),
mais d’un point de wvue algorithmique le probléeme est considéré comme mal posé car on est
confronté a des instabilités numériques lors du calcul de ’inverse.

Une solution possible est de régulariser [167] : dans le cas de 'espace d’hypothéses ci-dessus,

cela revient & chercher
n

. 1 t 2 2
argmin — » (y; — ‘m(z;)B3)" + 76"
i3 )
La constante de régularisation v > 0 pénalise les grandes valeurs de B, et donc les grandes
vartations de la solution : la variance du prédicteur est ainsi diminuée. Nous verrons en 1.2.8
des exemples de régression régularisée dans une classe d’espaces d’hypothéses plus générale.

Pour plus de détails sur la théorie de l'apprentissage statistique, on pourra consulter par
exemple [36, 70, 136, 176, 177].

1.2 Apprentissage par méthodes & noyaux

Les espaces de Hilbert a noyau reproduisant (Reproducing Kernel Hilbert Spaces, RKHS)
forment un cadre théorique approprié a la résolution de problémes de régression régularisée. Parmi
les méthodes & noyaux qui en sont issues, on trouve les fonctions a base radiale (Radial Basis
Functions, RBF), le krigeage (kriging), les splines, les ondelettes (wavelets) et la régression par
vecteurs de support (Support Vector Regression, SVR). Nous allons tout d’abord faire quelques
rappels sur les espaces de Hilbert, puis présenterons les principales propriétés des RKHS, et
finalement leur application & la régression régularisée avec les méthodes & noyaux. Dans toute la
suite, nous nous intéressons au cas de fonctions a valeurs réelles.

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Nous rappelons ici quelques définitions et propriétés essentielles des espaces de Hilbert. On
notera £ un espace vectoriel sur R.

Définition 1.2.1 Une fonction (-,-) : & x & — R est un produit scalaire sur € si (-,-) est
— bilinéaire : y — (z,y) et x — (x,y) sont linéaires ;
- symétrique : (z,y) = (y,z) Vz,y € & ;
— positive : (z,x) >0 Vx € & ;
— définie : (z,2) =0<=2=0 (z € ¢).

La norme associée au produit scalaire (-,-) est || - || = /(-, ).
Définition 1.2.2 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Théoréme 1.2.3 (Cauchy—Schwarz) Soit P un espace préhilbertien. Alors, ¥V x,y € P,
[(x, )| < ||lz||lly]|, avec égalité si, et seulement si, x ety sont proportionnels.
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Remarque 1.2.4 L’inégalité de Cauchy—Schwarz s’applique aussi quand la fonction (-,-) n’est
pas définie (au sens de la définition 1.2.1) : on dit alors que c’est un semi produit scalaire, et la
fonction || - || associée est appelée semi norme.

Définition 1.2.5 Un espace préhilbertien H est un espace de Hilbert si [l’espace métrique
(H, |l - |I) est complet.

On rappelle qu'un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E converge
dans F pour la distance d. Voici quelques exemples d’espaces de Hilbert classiques.

Exemple 1.2.6
- R4, muni du produit scalaire (x,y) = ‘ry (z,y € R?Y) ;

- 1L2[0,1] = {f :[0,1] — R, f A\-mesurable, /de)\ < oo} muni de la relation d’équivalence
« fr~g si f =g A-presque partout »,

et du produit scalaire (f,g) = /fg d\, ot A désigne la mesure de Lebesgue (f,g € L2[0,1]) ;
- l2 = {II) € RNaZ{I;? < OO}; <.’L',y> = szyz (xvy € l2)

1.2.2 Espaces de Hilbert a noyau reproduisant
Les RKHS ainsi que leur lien avec les fonctions semi-définies positives sont présentés dans ce

paragraphe.

Définition 1.2.7 Une fonction symétrique k(-,-) : X x X — R est dite semi-définie positive si

!
VIEN Vo, .., € X,V A, , N ER, > Njk(z,z;) > 0.

1,j=1

Remarque 1.2.8 La fonction k(-,-) est dite définie positive si l'inégalité est stricte quand
au moins un des A; est non nul. On prendra garde auzx traductions anglo-saxonnes, « positive
definite » (semi-défini positif) et « strictly positive definite » (défini positif ).

Définition 1.2.9 Un RKHS est un espace de Hilbert H de fonctions définies sur X a valeurs
réelles, tel que

Ve X,3M, €R, |f(x) < M| flly, Ve (L)

En d’autres termes, la fonction d’évaluation L, : H — R, f +— f(z) est une forme linéaire
continue. D’aprés le théoréme de Riesz, il existe donc un unique élément k, de H vérifiant

Lof = (ke, f)gy = fz) VfeH. (1.2)

Exemple 1.2.10 [181/ L2[0, 1] n’est pas un RKHS, car ses éléments ne sont pas définis point
par point (ce sont des classes d’équivalence de fonctions).

Définition 1.2.11 La fonction k(-,-) définie par k(z,2') = k,(2") s’appelle noyau reproduisant
de l’espace hilbertien H.
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Remarque 1.2.12 [l est aussi possible de définir, de fagon équivalente, les noyauz reproduisants
en partant de la relation (1.2) : la relation (1.1) en est alors une conséquence.

Proposition 1.2.13 Soit k(-,-) un noyau reproduisant d’un espace hilbertien H de fonctions
définies sur X a valeurs réelles, alors

- k(z,2') = k(2',z) Vz,2' € X (symétrie) ;

— k(-,-) est semi-définie positive ;

— (k(z, ), k(') = (ke kar)qy = k(x,2")  (propriété de reproduction,).
Preuve La démonstration utilise (1.2) en remplacant f par le noyau :

— k(x,2") = ko (@) = (kar, ka)gy = (ko kar)qy = ko (2) = k(2 2) ;

— nous venons de voir que k(-,-) est symétrique. Soit f = 22:1 Aikz, € H, avec \; € R, z; €

X. Alors
et Nidk(@i 25) = iy Ay (ke ke ), = 1113 2 0;
— la troisieme assertion a déja été démontrée dans le premier item. U

Théoréme 1.2.14 (Moore-Aronszajn)[181] A tout RKHS correspond un unique noyau repro-
duisant. Inversement, si k(-,-) est une fonction semi-définie positive et symétrique sur X x X,
on peut construire un unique RKHS de fonctions a valeurs réelles ayant k(-,-) pour noyau repro-
duisant.

Preuve (esquisse) Pour démontrer la premiére assertion, il suffit d’observer que k(x,x’) =
(ks kar)y Vo, o' € X, ce qui définit le noyau de maniére unique. Pour la deuziéme, le RKHS
est défini comme suit :

— on construit l’espace préhilbertien P, formé des combinaisons linéaires finies de la
forme 37, aiky, avec ky = k(z,-), et muni du produit scalaire (3, ks, ; Bjk:tj>7) =
> i Qi (kay, key)p = Y2 iBjk(wi,t). Le seul point délicat est de vérifier que (-,-)p est
défini, i.e. V€ P, (f, f)p =0 <= f =0, en observant que Vx € X, f(z)? = <k:x,f>% <
(kzy ki) p(f, [)p (par Uinégalité de Cauchy-Schwarz, voir la remarque 1.2.4) ;

— apres avoir remarqué, en écrivant |fi(x) — f(x)| = [(fi = f, k) p| < |\ fi = fllpllkzllp pour
{(fi)iero» f} € P, que la convergence en norme dans P entraine la convergence ponctuelle,

on complete P en lui ajoutant toutes les limites de ses suites de Cauchy pour la norme || - || »
(définies point par point comme limites de suites de Cauchy de R). L’espace de Hilbert ainsi
obtenu est un RKHS, de noyau reproduisant k(-,-). O

Donnons un exemple de construction explicite d'un noyau reproduisant. Soit {¢;},_; n un
ensemble de fonctions définies sur X' & valeurs dans R. Pour tout z € X, soit ® : X — RY définie

par
O(z) = (¢1(2),..., on(2)).

Considérons la fonction
N
k(z,a') = (B(x), d()) =Y di(w)gi(’),
i=1

oit (-,-) désigne le produit scalaire usuel de RY. Par définition, k est symétrique. De plus,
le‘,jzl Nidjk(zi, ) = (le‘:1 )\i@(mi),ZLl Ai®(x;)), ce qui montre que k est semi-définie
positive.

Définition 1.2.15 [129] La fonction ® est appelée fonction des caractéristiques (feature map)

et l’ensemble F = {®(z),z € X'} espace des caractéristiques (feature space) associés au noyau
k.
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Le noyau reproduisant k ainsi construit peut donc étre vu comme un produit scalaire dans
I’espace des caractéristiques de dimension N.

Exemple 1.2.16 [129] Soit X C R,z = (x4, ...,q).
— Noyau polynomial homogéne : k(z,a') = (z,2') (1 € N). On peut vérifier que

(z) = {xq\/all}\q\:z’

ot pour ¢ = (q1,---,44), lq] = Zle q; et Cf] =U/(q1!...qn!). L'espace des caractéristiques
est donc constitué de I’ensemble des monomes de R? de degré | (donc N = (d—1+1)!/(d —
nin).

~ Noyau polynémial non-homogene : k(z,2') = (a+ (z,2'))' (@ > 0,1 € N). Il s’agit du
noyau polynémial homogeéne appliqué o (v/a,z) € RI*L. Lespace des caractéristiques est
formé de 'ensemble des monomes de R® de degré au plus l. Par exemple, sid=1=2, on

a
O(x) = (\/5, V2axy,V2axs, 13, 23, \/§$1$2)

(en faisant a = 0, on obtient ’espace des caractéristiques du noyau polyndémial homogéne).
Nous allons voir dans la suite que pour certains noyaux il y a une infinité de caractéristiques.

Définition 1.2.17 [129] Une fonction continue k : X x X — R est appelée noyau de Mercer si
k(-,-) est semi-définie positive et symétrique.

Un noyau k(-,-) étant donné, il est souvent difficile de vérifier si il est semi-défini positif. Un
moyen pratique est donné dans la proposition suivante.

Définition 1.2.18 [36] Une fonction f : [0,00[— R est complétement monotone si f est C* et
si, pour tout t > 0 et € N, (=1)' fD(2) > 0.

Proposition 1.2.19 /36] Soit X C RY, f : [0,00[— R et k : X x X — R définis par
k(z,2') = f(|lx — 2'||*). Alors k est semi-définie positive si, et seulement si, f est completement
monotone.

Exemple 1.2.20 [36/

742
le—z"]]

~ k(z,2')=e 2 (noyau gaussien) ;
~ k(wa) = (P + ]z =)™ (a>0).

Le théoréme suivant généralise le principe de diagonalisation d’une matrice semi-définie positive
aux fonctions semi-définies positives, et permet d’introduire le concept de représentation. Nous
nous restreignons a un compact X C R¢ pour simplifier les hypothéses, c’est de toute facon le
type d’espace qui sera utilisé en pratique.

Théoréme 1.2.21 (Mercer-Hilbert-Schmidt)[36, 129, 181] Soit X un compact de R? et k(-,-)
un noyau de Mercer sur X x X. Alors il existe une famille orthonormale de fonctions propres
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continues {®;},cy de carré intégrable sur X' par rapport a la mesure de Lebesgue, et de valeurs
propres A1 > Ao > -+ >0, telles que

/k:(:c,:c')@i(:c')dx' = N®;(x), i=1,2,...;
X
E*(z,2")deds’ = M < oo;
Jofpeanar = 3
k(z,a) = > N®i()®i(a).
i=1

Dans cette derniére égalité, la convergence est absolue (Vx,x' € X) et uniforme (sur X x X). Le
nombre de valeurs propres A; non nulles s’appelle dimension du noyau k(-,). C’est la dimension
de l’espace des caractéristiques associé au noyau k.

Sous certaines hypothéses, le noyau reproduisant d’un RKHS H de fonctions & valeurs réelles
définies sur X' admet donc la représentation k(z,z') = Y 72 \i®;(2)®;(2"), out {®;},;cy est une

famille orthonormale pour le produit scalaire de £2,,(X) (espace des fonctions continues sur X

de carré intégrable). Sous ces conditions, on obtient une caractérisation simple du RKHS.

Proposition 1.2.22 [181] On se place sous les hypothéses et notations du théoréeme 1.2.21. Soit
f: X =R, et

a; = / f(z)®;(x)dx.
X
Alors f € H si, et seulement si,
i a_? < 00
i A
et dans ce cas

00 a2

71 =30 5
; )
=1

Le RKHS H admet alors la représentation simple [70, 181]

H:{fzzaz‘@z‘vaHg{:Zi <OO}7 (1.3)
i=1 i=1 "

avec le produit scalaire (Y ;= a;®;(x), > 72 bi®i(x)),, = D272, aibi/ i
Nous allons maintenant voir comment la théorie des RKHS s’applique aux problémes
d’apprentissage.

1.2.3 RKHS et apprentissage

Les RKHS peuvent étre utilisés de fagcon naturelle comme espaces d’hypothéses quand on fait
de 'apprentissage. Reprenons le probléme de régression régularisée présenté en 1.1.3, en prenant
un RKHS pour espace d’hypothéses ce qui va garantir de bonnes propriétés de la solution. Le
théoréme suivant, cas particulier du théoréme de réprésentation, permet de comprendre en quoi
I’ajout d'un terme de pénalisation permet de passer a un probléme bien posé numériquement.

12
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Théoréme 1.2.23 (du représentant, cas particulier) [87, 128, 182] Soit H un RKHS de
fonctions a valeurs réelles définies sur un ensemble X, de nmoyau reproduisant k(-,-). Soit
(@i, ¥i);—1_,, Uensemble d’entrainement, avec x; € X et y; € R. Alors, pour v > 0 donné,

argmin — 3 (yi — F(2:))> + 1 fI2 (1.4)

n
fer o

est unique et s’écrit sous la forme
n
FO) =" k().
i=1

Le vecteur des coefficients o = Yo, ..., ) est solution du probléme numériquement bien posé
(nylp, + K)a=Y", (1.5)

avec I, la matrice identité de taille n, K la matrice de taille n xn (k(xi,x;))i<ij<n €t
Yyn = t(yla s ayn)

Preuve Pour résoudre (1.4), on cherche les zéros de la dérivée de la fonctionnelle

n

1

frro Z; (i = F (@) + 2 £ 13
qui s’écrit 7
g~ —% Zn: (yi = f(i))g(xi) + 27(f, 9)3-
On cherche done & résoudre a
%zn;(yz‘ — f(xi)g(wi) =(f,9)3 = 0. (1.6)

L’équation (1.6) doit étre verifiée pour tout g € H, et en particulier pour g = k.. En utilisant la
relation (f,k,) = f(x), on obtient

1
fla) = — > (yi — fa) b (2)
v i=1
= Zaik(xl,x),
i=1
avec oy = Lf(xl) On a donc nya; + f(x;) = y; Vi, c’est-a-dire
nry

n
nyo; + Zajk(xi,xj) =vy; Vi,
j=1

ce qui est exactement (1.5). O
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C’est le terme n~vI, qui rend le probléme bien posé : plus grand est ny, meilleur est le
conditionnement de la matrice nyIl, + K.

Le terme (y; — f(x;))? dans Péquation (1.4) peut étre remplacé par une autre fonction de
perte (ou fonction de cotit) que la fonction quadratique. L’équation (1.5) est alors non-linéaire
en général [128|, et doit étre résolue numériquement par une méthode itérative de descente [9],
alors que dans le cas quadratique on a obtenu un systéme linéaire qui se résout analytiquement
simplement en inversant une matrice.

Voici maintenant une version plus générale du théoréme de représentation, dans le cadre de la
régression semi-paramétrique : la fonction f s’écrit maintenant comme la somme d’une fonction
appartenant au RKHS, et d’'une combinaison linéaire de fonctions de base qui sont déterminées
par notre connaissance a priori du probléme.

Théoréme 1.2.24 (du représentant)[182] Soit H un RKHS de fonctions a valeurs réelles
définies sur un ensemble X, de noyau reproduisant k(-,-). Soit {(xi,yi)};—y , [ensemble
d’entrainement, avec x; € X et y; € R. Soient {m;};=1.p des fonctions définies sur X ayant la
propriété que la matrice M = (m; (SCZ))J 11 P est de rang p (on note M [’espace vectoriel engendré
par les m;). Soit ¢;(yi, f) une fonctwnnelle qui ne dépend de f qu’au travers de f; = f(x;), i.e.
ci(yi, [) = ci(ys, fi). Alors, pour v > 0 donné,

n

. 1 2
argmin - — > ¢i(yi, f) + Il (1.7)
F=fm+fueM+H T ; o "

s’écrit sous la forme
p n
= Zijj(')JFZOéik(xz‘r)- (1.8)
j=1 i=1

Une version encore plus générale du théoréme de représentation est donnée dans [149].

Remarque 1.2.25 [182]
— Pour que la matrice M soit de rang plein, il faut que le nombre de données d’apprentissage
n soit au moins égal 4 p ;

— la norme étant évaluée uniquement pour la fonction fy, la partie paramétriqgue faq du
modele n’est pas régularisée, ce qui signifie que les coefficients vj peuvent étre arbitrairement
grands ;

— si ¢ est dérivable par rapport o f; et si la matrice K = (k(x;, xj))1<i7j<n est de rang plein,
on peut montrer que le vecteur o = Yy, ..., ap) vérifie '"Ma =0 _(on retrouvera cette
propriété au théoreme 1.2.26) ;

— lunicité de la solution est garantie st K est de rang plein et si les ¢; sont strictement
convezes par rapport & f; ;

— finalement, pour s’assurer que la matrice K est de rang plein, on peut aussi supposer que
la fonction k(-,-) est définie positive et que les données d’observation sont distinctes.

Pour le choix de la constante de régularisation v, on pourra consulter [35]. Ce sont les fonctions
ci(-), mj(+) et k(-,-) qui déterminent quel type de méthode a noyaux on utilise.

Voici finalement la forme explicite de la solution quand la fonction de coiit est quadratique,
dans le cas de la régression tout d’abord (la courbe de f est proche des données d’observation,
tout en satisfaisant une certaine condition de régularité), puis de U'interpolation (la courbe de
la fonction f passe par les points observés). Ce cadre correspond exactement a la théorie du
krigeage.
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Théoréme 1.2.26 (du représentant, cas quadratique)[182] Soit H un RKHS de fonctions a
valeurs réelles définies sur un ensemble X, de noyau reproduisant k(-,-). Soit {(zi,yi)},—1 .
Uensemble d’entrainement, avec z; € X et Y™ = Yyi,...,yn) € R". Soient {m;};=1., des
fonctions définies sur X ayant la propriété que la matrice M = (m; (xl))g 11 P est de rang p, et
soit M ’espace vectoriel engendré par les m;. Alors, pour v > 0 donné,
1 n
argmin  — " (y; — f(2:))* + [l (1.9)

f=fMm+fueM+H T i=1

est donné par
p n
)= wm() + D ik, ),
j=1 i=1

ot les vecteurs des coefficients v = Yv1,...,1p) et o =aq,...,ay) sont solutions du systéme
(o 0) ()= ()
M o0)\v) \0)’
awee K' = K +nvyI = (k(x;, ;) + nY0ij)1<; j<n €t sont donnés par
vo= (MK M) MK YT
a = KNI - M(ME M) MK Y)Y
Preuve On peut écrire la solution de (1.9) sous la forme

f=fu+ fu —Zu]mﬁZamws,

= =1

avec § € H,§ L kyy,. .. ke, (donc &(z;) = (€, kz;)5 = 0 Vi). On cherche donc le minimum de
Y = (Ko + M)+ (faka+ €1,

Il est alors évident que HEHH = 0. On recherche donc

argmin Y(a, v),
a€R™ vERP
avec

1
Y(a,v) = EHY" — (Ka+ Mv)|5 +~aKa.

On résout le systéeme

g—g(a,y):o PN —2IK(Y" — Kao— Mv) + 2yKa =0
%—E(a,y)— —20 (Y™ — Ka — Mv) =0

Y" - Ka— Mv)
tM Y" Ka—Mv)=0

Y" - Ka— Mv)
tMa—O
Kao+My=Y"
‘Ma =0



Chapitre 1~ Méthodes a noyaux 16

et on retrouve (1.2.26). On vérifie finalement que
v = (MK M) ME Y
_ _ -1 _
a = K7} (I—M(tMK’ MY MK 1) yn

sont les solutions du systéme. O

Intéressons-nous finalement au probléme de I’interpolation : en I'absence d’erreur de mesure, on
souhaite trouver une fonction f qui vérifie f(x;) = y; Vi. Sous certaines hypothéses, on obtient
une solution ayant la méme forme que dans le cas de la régression.

Théoréme 1.2.27 (du représentant pour linterpolation, cas quadratique) Soit H un RKHS
de fonctions a valeurs réelles définies sur un ensemble X, de noyau reproduisant k(-,-). Soit

Ti i) b lensemble d’entrainement, avec z; € X et Y™ = Yy1,...,y,) € R™. Soient
Yi)si=1..n Y Y

{m;}j=1.p des fonctions définies sur X ayant la propriété que la matrice M = (m](xl))f;lﬁ

est de rang p, et soit M [’espace vectoriel engendré par les m;. On suppose aussi que la matrice
K = (k(xi,2})),<; j<, est inversible. Alors,

argmin | fll3;
f=fmtfneM+H (1.10)
est donné par

FOY = vmi() + ) aik(zi, ), (1.11)
j=1 i=1

ou les vecteurs des coefficients v ="v1,...,v,) et a =Yay,...,ap) sont solutions du systéme
K M)\ [« yn"
(3 3)()=(0): 12

v = (MK M) "MKy
a = K (I - M(tMK_lM)_ltMK_l) y".

et donnés par

Preuve On peut écrire la solution de (1.10) sous la forme

p n
F=Im+f=> vimi+> aiks, +¢,

j=1 i=1
avec § € H,§ L kyy,. .. ke, (donc &(x;) = (€, kz;)5 = 0 Vi). On cherche donc

argmin ‘aKao + H§||3_L ;
a€R? EeH

Il est alors évident que HfH% =0, car la fonction & n’intervient pas dans la condition f(x;) = y; Vi
puisque &(x;) = 0 Vi. On recherche donc
argmin ‘aKo;
aER”™ vERP
Ka+ Mv=Y"
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On utilise la technique des multiplicateurs de Lagrange [13] en cherchant (o, v, \) € R"TPT gy
minimaisent
T(o,v,\) ="aKa+ 2AY" - Ka — Mv).

Le systeme a résoudre est

9L (o, v,\) =0 2Ka —2KXA =0
%—f(a,l/,A)zo — (Y"-Ka—-Mv=0
%(a,y,)\) =0 "Ma =0
a= A\
<= Y"=Ka+ Mv
IMA=0
a=A\
<= Y"=Ka+ Mv
Ma=0

et on retrouve (1.12). On vérifie finalement que
v = (MK M) "MKY";
a = K (I - M(tMK—lM)’ltMK*) yn

sont les solutions du systéme. O

1.3 RKHS construit a partir d’un noyau conditionnellement semi-
défini positif

Une extension des modéles précédents existe, ot ’espace d’hypothéses est construit a partir
d’un noyau conditionnellement semi-défini positif. L’analogue du théoréme du représentant dans
ce nouveau cas est rappelé, et permet d’observer que les solutions s’écrivent sous la méme
forme que dans le cas semi-défini positif. La théorie présentée dans ce paragraphe est a la base
notamment des splines plaque mince et du krigeage intrinséque. Nous nous restreignons dans
toute la suite au cas de fonctions & valeurs réelles (une généralisation au cas complexe est donnée
dans [107, 111]).

1.3.1 Fonctions conditionnellement semi-définies positives

Soit IP’fIl I'espace des polynomes de degré au plus ¢ définis sur un ensemble X C R?, et
{u1,...,un} un ensemble de points de X.

Définition 1.3.1 /99, 107] L’ensemble {uy,...,un} est dit unisolvant (ou non-dégénéré), par
rapport a ]P’Z st,
pour m(-) G]P’g, m(u;) =0 Vi=1,...,N = m=0.

Autrement dit, les polynomes de IP’fIl sont uniquement déterminés par leurs valeurs en
{ui,...,un}.

Un ensemble unisolvant de X sera utilisé pour construire I’espace d’hypothéses dans la définition
1.3.13. L’ensemble d’apprentissage {z1,...,z,} sera supposé unisolvant afin d’assurer 'unicité
de la solution du probléme de minimisation.
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Exemple 1.3.2

- Sid=2etq=1:un polynome de degré 1 sur R? s’écrit m(t) = m(ty,t2) = a1t +asts+ao.
L’équation m(t) = 0 définit une droite de R? si (a1,a2) # (0,0). Les équations m(u;) =
0Vi=1,...,N entrainent donc la nullité des coefficients si, et seulement si, les u; ne sont
pas situés sur une méme droite. Autrement dit, tout ensemble de points de R? non alignés
est un ensemble unisolvant si ¢ = 1 (il faut donc n > 3 = dimP?) ;

~sid = 2ce q = 2 : un polynome de degré 2 sur R? sécrit m(t) = m(ty,t2) =
ant% + aggt% + aatity + a1ty + asta + ag. L’équation m(t) = 0 définit donc une conique
de R? si (a11,a12,a22) # (0,0,0), ou une droite si (ay,as) # (0,0). Comme précédemment,
on en déduit que tout ensemble de points de R? non situés sur une méme conique est un
ensemble unisolvant si ¢ = 2 (il faut donc n > 6 = dimP3).

La classe de mesures présentée maintenant va nous permettre de construire I’espace d’hypothéses.
Considérons la mesure discréte sur R?

N

A=Y N,

i=1

ot N est un entier naturel quelconque, \; € R, z; € R et 6, désigne la mesure de Dirac au point
x € R%. On peut définir une action de X sur une fonction f de R? par

N
A f= /f(z))\(dz) = ZAif(Zi)-
i=1

Définition 1.3.3 La mesure discrete A est admissible d’ordre q si
A-m=0 VmeP]

L’ensemble des mesures discrétes admissibles d’ordre q est noté Ag. On appelle combinaison
linéaire admissible d’ordre ¢, ou incrément généralisé d’ordre ¢, toute expression de la forme

N
A f =) Nif(z),
i=1

cwec)\eAg et f:RY = R.

Exemple 1.3.4

- Siqg=0/26] : \-f=f(z1)+ f(z2) + f(z3) + f(z4) — 4f(25) est une combinaison linéaire
admissible d’ordre 0, mais pas d’ordre 1. On peut remarquer qu’il faut imposer la condition
n >1=dim ]P’g pour qu’il existe des mesures admissibles d’ordre 0 non triviales, quel que
soit l’espace X considéré, la plus simple étant obtenue pour A\ = §,, — 6§, € Ag, qui donne
la combinaison linéaire admissible (d’ordre 0) X - f = f(z1) — f(22) ;

~ sid=1 :un polynéme de degré q sur R s’écrivant m(z) = ag + arx + agw?® + --- + agx?,
la mesure A\ = Zf\il Xidz, est admissible d’ordre q si, et seulement si,

1 2 23 ... 2
1 2o 22 ... 2
M| T T P =0e= a0

2 q
I 2y 2y -0 2y
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On en déduit que les mesures admissibles d’ordre q non triviales sur R exzistent et sont
portées par au moins N > q+ 1 points. En effet, si ¢ > N — 1, on reconnait une matrice de
type Vandermonde qui est de rang > N : le systéme n’admet donc que la solution triviale
A=0; et siqg< N—1, le systeme n’est pas de rang plein et admet donc au moins une
solution non triviale. Remarquons que la condition d’existence peut s’écrire N > dim IP’}I ;

— si d est quelconque, on déduit de méme [’existence de mesures admissibles non triviales car
la condition N > dim Pg conduit a résoudre un systéeme linéaire singulier.

Remarque 1.3.5 [26]
— Clairement, AZH - Afll ;
— le choix des fonctions polynémiales dans la définition d’une mesure admissible est le plus
classique. Pour une définition utilisant une classe de fonctions plus générale, on pourra
consulter [146].

Il est maintenant possible de définir les fonctions conditionnellement semi-définies positives.

Définition 1.3.6 Une fonction symétrique k(-,-) est dite conditionnellement semi-définie
positive (c.s-d.p.) d’ordre q sur X si

N N
VA=Y N, € AL T NiNjk(zi ) > 0.
i=1 1,j=1

Remarque 1.3.7

— Par convention, on dira qu’une fonction semi-définie positive est d’ordre ¢ = —1 ;

— la fonction k(-,-) est dite conditionnellement définie positive d’ordre q si l'inégalité est
stricte pour tout A € A2\ {0} ;

— on prendra garde au fait que Pg est parfois défini comme [’ensemble des polynémes d’ordre
au plus q (I'ordre d’un polynéme étant égal a son degré plus 1). Dans ce cas, une fonction
c.s-d.p. sera d’ordre plus élevé de un par rapport & la définition 1.53.6, que mous avons
choisie par souci de clarté.

Dans le cas ou la fonction k(-,-) est radiale, i.e. k(z,z") = k(||x — 2'||), un critére pratique pour
déterminer si celle-ci est conditionnellement semi-définie positive est donné par la proposition
suivante (qui étend la proposition 1.2.19).

Définition 1.3.8 [158] Une fonction f : [0, 00— R est complétement monotone d’ordre q si f
est C*° et si, pour tout t >0 et l € N,[ > ¢, (—1)lf(l)(t) > 0.

Remarque 1.3.9 Nous avons imposé la condition | > q au liew de | > q pour avoir le
résultat simple de la proposition suivante. Les fonction complétement monotones d’ordre —1
correspondent aux fonctions complétement monotones de la définition 1.2.18.

Proposition 1.3.10 /111, 158] Soit X C R?, f : [0,00[— R et k : X x X — R définis par
k(z,2') = f(|z —2'||%). Alors k est c.s-d.p. d’ordre q si, et seulement si, f est completement
monotone d’ordre q.
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Exemple 1.3.11 [111, 158, 187/

|lx—=

k(x,2') = e (noyau gaussien, ¢ = —1);
k(z,2) = —\/|lz—a'|*+ (multiquadrique, ¢ = 0);
1
k(xz,2') = (multiquadrique inverse, ¢ = —1);
N

(=1)" [l —a|[*" . . g=n-—1

k(z,z') = spline plaque mince, ,neN]|.
o {<—1>”+1Hw—w'u2nlogux—x'u rer q=n

Remarque 1.3.12 Si k(-,-) est radiale, on entre dans le cadre des fonctions a base radiale
(Radial Basis Functions, RBF).
1.3.2 Construction de I’espace d’hypothéses
Soit k(+,-) une fonction conditionnellement semi-définie positive d’ordre ¢. Alors I'application
<"'>Ag: AngfIl — R
Aop) = X 00 Nmk (=i, ),

pour A = ZZ]\L 1 Aidz, et po= Z]]Vil ot , est un semi produit scalaire. On peut alors définir
I’espace préhilbertien

(Ag/Na <'a '>Ag> )
avec N = {\ € AL, (A, )‘>Af} = 0}, que 'on compléte en un espace de Hilbert A_g. On note
IT: Ag — A_g
A — AN

la projection canonique. Cet espace de Hilbert permet de construire le RKHS & l'intérieur duquel
on cherchera la solution du probléme de minimisation.

L’espace d’hypothéses analogue a I’espace des solutions M+H du théoréme 1.2.26 est présenté
maintenant. La construction est plus abstraite, car on ne peut pas définir ici une fonction f a
partir d’une mesure A € Ag en écrivant simplement f(z) = (A, 5I>Af}7 puisque 6, ¢ Ag. On utilise

donc une mesure alternative 5(90) qui appartient a Ag.

Définition 1.3.13 [107] Soient (m1,...,my) une base de Pg et 2 ={C1,..., Gy} un ensemble
untsolvant de X tels que m;((;) = 05 Vi, j =1,...,p . Introduisons la mesure

2 =0q —Zmz )¢, -

Puisque §(5) € Afll (Ogy-m; =0 Vj=1,...,p"), on peut définir I’espace de Hilbert

Fe={£0) = (M1 )57 1 € A7)
muni de la norme issue du produit scalaire
(€., = Dot
avec Cy(+) = ()\,H5(.)>@ et Cu(-) = <”’H5(')>/Tg
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(g +d)!
q'd!

Remarque 1.3.14 [111] On a p/ = dim P} =

On peut vérifier par exemple que dimP? = 3 et dimP% = 6 (exemple 1.3.2).
Théoréme 1.3.15 [1/6] L’espace Fj, est un RKHS de noyau reproduisant
\I/(IE, .’E/) = (H(S(x), Hé(z/)>A_g

Le noyau ¥(-,-) est appelé normalisation de k(-,-). Il s’écrit

/ /

U(z,a) = k(z, ') = ma(@)k(G,a') = > ma(a )k, G) + Y ma(a)my(@)k(G, ¢)- (1.13)
i=1 i=1 i,j=1

Preuve Soit f € Fy, il existe A € Ad tel que f(-) = <)\ 5. >— Donc
o)z = (O Hé()>Ag,<H6(m),H6(.)>@>f = (A () g = F(2). La fonction W(-,-) est
k

alors le RKHS de Fi. d’aprés la remarque 1.2.12, et son expression est
\I/(.%',.%',) = <H(5(x),H(5(x/)>A—g
= <5(x)’6(1/)>Ad

= <5 —Zmz )¢, 8y Zml 5<Z>
A

p/ p/ p/
= k(z,2') - Zmi@)k(% G) — Zmz’(xl)k‘(@,?ﬂ/) + Z m(z)m;(2)k(G, ¢). O
i=1 i=1 i,j=1
On définit alors I'espace d’hypothéses
Ck=Pla F. (1.14)

La somme est directe car si f € Pfll N Fi,3X € AL, f(-) = (N, T16()5z Or on vérifie facilement
q
que O,y =0 Vi = 1,...,p/,donc f({;) =0Vi=1,...,p/, et puisque f € ]P’g, f=0.

Remarque 1.3.16 [111, 146]
- Siqg=—1, alors k(-,-) est le noyau reproduisant de l’espace Cy, ;
— on peut montrer que l'espace Ci et la norme sur Fj, sont indépendants de l’ensemble
unisolvant = choisi dans la définition 1.3.13.

En utilisant la base de ]P’Z construite & la définition 1.3.13, on peut définir un opérateur de
projection Tlpg : Cp — Pg en écrivant [146]

P
:Z f(&) Vf€EC.

Puisque f — Hpg(f) s’annule sur =, l'opérateur IIr, = Id — Hpg projette les fonctions de Cj sur
Fi. On a donc

Vf€Ck [=foat [r €PG®Fy <= fpa =pa(f) et fr, =z (f). (1.15)
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1.3.3 Apprentissage

Enoncons maintenant ’analogue du théoréme 1.2.26. Dans la suite, ’ensemble d’apprentissage
sera supposé unisolvant : cette condition, visant & assurer 'unicité de la solution du probléme de
minimisation, n’est pas trés contraignante en pratique [146] (revoir 'exemple 1.3.2).

Théoréme 1.3.17 (du représentant, cas quadratique, avec un noyau conditionnellement semi-
défini positif) Soit k(-,-) une fonction conditionnellement semi-définie positive d’ordre q sur
X x X. Soit {(xi,yi)};—q ,, Uensemble d’entrainement, avec x; € X et Y™ =Yy1,...,yn) € R™.
Soit 2 = {(1,...,(y} un ensemble Pg—unisolvant de X, et my,...,my une base de IP’;[ vérifiant

j=l..p'
i=1...n

m;i((j) = 0ij. On suppose que Z C {x1,...,x,}, et on note M = (m;(x;))
d’hypotheéses défini comme en (1.14). Alors, pour v > 0 donné,

. Soit Cy, lespace

n

axgmin ~ 3 (yi — f(we))? + 7 fI%, (1.16)

fee. M4

est donné par

p n
f) = Zyjmj(') + Zazk(xz, )
]:1 =1
avec les vecteurs des coefficients v = vy, . .., Vy) et o = Yar,...,an), solutions du systéme

( 0) ()= (),

vo= (MK M) MK T Y
a = K7 (I . M(tMK’*lM)*ltMK’*l) y"

qui sont donnés par

K' = K+l = (k(zi, ;) + n70ij) 1< jp-

Preuve Quitte & renuméroter, on peut tout d’abord supposer que x; = (Vi = 1,...,p.
Remarquons ensuite que la matrice M est de rang p' car 2 C {x1,...,2,}. Les hypotheses
du théoreme 1.2.26 étant vérifiées, la solution de (1.16) s’écrit

p n
F=Ynmi+ Y BV,
j=1 i=1

avec les vecteurs des coefficients n="ni,...,ny) et B ="p1,...,Bn), solutions du systeme
o M\ (B (Y™
n oo )\n) = \o)

et C' = (V(xi, ;) + nY0ij) 1< j<p- D'apres (1.15),

O = K+ (S0 s (G Go) = S0y ()b (Gor25) — S0y ) (0, Go) )

1<ij<n

(1.17)
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et
n n n P’ n p’
S Bie, = Bike,— > Bi Y mylw)ke, — Z@Zk i, ()my + Zﬂz Z m (i) k(G G )m
i=1 i=1 i=1  j=1 i=1  ji=1
n p n p
= > Biks, — Z Zﬂzmg Vhe, = Y Bikai, Gmy + > > k(G @)Zﬁ@-mxx@-)m
i=1 J=1i=1 Jj=111=1 Jj=11=1 i=1
=0 car *MpB=0 =0 car *MpB=0
= Zﬁz T; _ZZBZ xza(]
J=11=1
Ainsi,
P’ n
f <77] Zﬁzk xZ)C] ) m; + Zﬁz x5
j=1 =1
p/
= vjm; + Zaz - (1.18)
J:
Or, d’apres (1.17) et (1.18),
n P’ P’ P’
(C"=ENB), = D Bi| D mslw)me(m;)k(Cs, ) = > ma(@i)k(Corws) — > mia(w) ki, Cs)
j=1 s,t=1 s=1 s=1
p/ / n p/ n
= > ma(@)k(Cs, G) Zﬁ]mt () st(mZﬁjk(c&xj) = k(i,6)> Bims(;)
s,t=1 s=1 =1 s=1 =
=0 =0
p/
= Z(Vs Ms)ms ()
s=1
donc
Clﬁ — Klﬁ—i‘(C,—K,)ﬁ
K'B+ M(v—n).
Les vecteurs o = Yo, ... ,an) =B etv="v,..., vy) sont donc solution du systéme
K' M\ (o) (Y7
‘M0 v) 0 )"
Les valeurs des coefficients o et v ont été données dans le théoreme 1.2.26. U

Remarque 1.3.18 Observons les différences avec le cas semi-défini positif (théoréme 1.2.26) :
— dans le cas conditionnellement semi-défini positif, la partie paramétrique est fixée, c’est une
base de Pg. On perd donc en généralité par rapport au cas semi-défini positif ;
— par contre, la classe de fonctions k(-,-) utilisable est plus générale, on y gagne donc en
généralité ;
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— enfin, puisque n > p' = (¢+d)!/(¢!d!), le nombre de données d’apprentissage est
généralement plus conséquent que dans le cas semi-défini positif, ot n > p et p est
relativement petit.

On trouvera parfois dans la littérature [111] que pour un noyau conditionnellement semi-défini
positif, la solution est obtenue par minimisation d’une semi-norme (remarque 1.2.4). La norme
apparaissant dans (1.16) correspond en effet a une semi-norme sur Cy, ||f|l¢, = [[ILz, || 7, , dont
le noyau est Pg.

Voici finalement, sans démonstration, ’analogue du théoréme précédent dans le cas de
I'interpolation.

Théoréme 1.3.19 (du représentant, cas quadratique, avec un noyau conditionnellement semi-
défini positif, pour linterpolation) Soit k(-,-) une fonction conditionnellement semi-définie
positive d’ordre q sur X x X. Soit {(x;,y;)};—y ,, Uensemble d’entrainement, avec x; € X
et Y" = Hyi,...,yn) € R™ Soit = = {(1,...,(y} un ensemble Pg—unisolvant de X, et
mi,...,my une base de ]P’Z vérifiant m;((j) = 0i;. On suppose que = C {z1,...,xn}, et on
note M = (m](:cl))gzllg/ Soit Cy, 'espace d’hypothéses défini comme en (1.14). On suppose que

la matrice K = (k(x:“x])) est inversible. Alors,

1<i j<n

argumin [|ILz, £ %,

feCy
est donné par
P’ n
FO) = vimi() + ) aik(@i,o),
]:1 =1
avec les vecteurs des coefficients v ="vq,...,vp) et a =Yaq,...,ap), solutions du systéme

qui sont donnés par

v = (MK M) "MKy
a = K (I - M(tMK_lM)_ltMK_l) y".
Remarque 1.3.20 Dans le théoréme 1.3.17 et le théoréme 1.3.19, la base de polynomes

{mi(),...,my ()} deP? peut étre choisie quelconque du moment que Uensemble d’observation
{z1,..., 2} est Pg—umsolvant En effet, on sait [86] que

M(MEM) MK

est le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par les colonnes de M, pour le produit
scalaire sur R™

(T, y) g1 = t:cK_ly.
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De plus, l’ensemble {x1, ... ,x,} étant Pg—umsolvant, le vecteur des coefficients v est uniquement

/
déterminé par les valeurs prises par la fonction Z?Zl vim;(-) en x1,...,xy,, rassemblées dans le
vecteur

p/
S vimg(a:) = M("MK'M) "MK Y™, (1.19)
j=1 i=1,...n
La conclusion s’obtient en remarquant que l’espace vectoriel engendré par les colonnes de M ne
dépend pas de la base de polynomes choisie, le vecteur (1.19) est donc indépendant de la base de

/
]P’g choisie et il en est également ainsi de la fonction Z?Zl vim;(-). Un argument similaire assure
que Uexpression du vecteur de coefficients o ne dépend pas non plus de M.

Les théorémes précédents donnent les solutions obtenues par la méthode du krigeage intrinséque
(§1.4.1 et annexe E) ou des splines plaque mince (§1.4.2), qui sont donc des méthodes
équivalentes. La différence est que dans le cas des splines, l'opérateur (de régularisation) IIz,
est défini a priori et correspond & des contraintes physiques de régularité de la fonction f (la
fonction k(-,-) est alors déterminée par l'opérateur de régularisation). Dans le krigeage, on part
de la fonction k(-,-) qui détermine la régularité du processus utilisé pour la modélisation ; le
terme de pénalisation ny correspond a la variance du bruit de mesure. Un probléme vu d’une
des deux perspectives peut étre cependant difficile & interpréter de l'autre [26, 31, 158].

Pour beaucoup plus de détails concernant les espaces précités, on pourra consulter [106, 107,
111, 112, 146, 147, 187|. Une borne de l'erreur commise dans le cas de 'interpolation est donnée
dans 99, 108, 111, 190].

1.4 Exemples de méthodes a noyaux

1.4.1 Krigeage

Le krigeage est une méthode de modélisation issue de la géostatitique, introduite par
Iingénieur minier sud-africain D.G. Krige dans les années 1950 et formalisée ensuite par G.
Matheron & I'Ecole des Mines de Paris [59]. Nous présentons ici briévement le krigeage et ses
liens avec la régression régularisée. Une présentation plus détaillée de la méthode sera faite au
chapitre 2.

Le krigeage est une méthode apportant un point de vue probabiliste sur ’apprentissage dans
les RKHS. La relation entrées-sortie est modélisée par

f@) ="m(z)B + Z(x) (1.20)
dans le cas non bruité (f(z;) =vy; Vi=1,...,n), et
f(@) ="m(2)B + Z(z) + &() (1.21)

dans le cas bruité, avec x € X € R?, m(x) un vecteur de fonctions de base connues, § un vecteur
de coefficients inconnus, Z(-) un processus gaussien de moyenne nulle et fonction de covariance
k(-,-) connue, et £(-) une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0,02), indépendantes de

Z(+), de variance o2 connue.

Définition 1.4.1 Le prédicteur de krigeage en x est le meilleur prédicteur linéaire sans biais de
f(x) obtenu a partir des observations {(x;,y;),i =1,...,n}.
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Avant d’établir le lien avec la régression régularisée, observons la relation entre les processus
gaussiens de moyenne nulle et les RKHS. En effet, en tant que fonction semi-définie positive,
k(-,-) peut étre vue comme une fonction de covariance (théoréme 2.1.11).

Proposition 1.4.2 [181] Si k(-,-) est une fonction semi-définie positive, on peut définir une
famille {Z(x),x € X} de variables aléatoires gaussiennes centrées de fonction de covariance
k(-,-), ie. E[Z(x)Z ()] = k(x,2").

Le théoréme suivant compléte la proposition 1.4.2.

Théoréme 1.4.3 (Théoreme de l'isomorphisme isométrique, Parzen)[182] A tout RKHS H de
noyau reproduisant k(-,-) correspond un processus gaussien {Z(x),x € X} de moyenne nulle et
fonction de covariance k(-,-). Il y a un isomorphisme isométrique entre Z, l’espace de Hilbert
engendré par le processus aléatoire Z(-), et H, ot la variable aléatoire Z(x) € Z correspond au
représentant k, € H.

Le produit scalaire de Z est donc conservé dans H d’aprés la proposition 1.4.2. Reprenons les
hypotheéses et notations du théoréme 1.2.26 et du théoréme 1.2.27.

Théoréme 1.4.4
— Le prédicteur de krigeage sans bruit (1.20) correspond a

argmin | 13,
F=fm+FreM+H (1.22)

— Le prédicteur de krigeage avec bruit de mesure (1.21) correspond &

n

. 1 o2
argmin =3 (g — f(x)? + Z| 112 (1.23)
f=Im+fueEM+H n i=1 n

Preuve Les expressions des prédicteurs de krigeage sans et avec bruit de mesure seront rappelées
au chapitre 2, ou l'on constatera qu’elles correspondent aux solutions respectives de (1.22) et
(1.23), données respectivement par le théoreme 1.2.27 et le théoréme 1.2.26 avec y = o2 /n. O

On verra plus loin que le krigeage bruité et & moyenne constante m(x) = 1 est un cas particulier
de la SVR (Support Vector Regression, §1.4.4), avec une fonction de cott quadratique. La
transformation ® correspond & un processus aléatoire de moyenne nulle Z(-), et 'espace des
caractéristiques est Z muni du produit scalaire (71, Z) = E [Z1 Z5]. Le krigeage bruité a moyenne
quelconque est un cas particulier de la SVR semi-paramétrique évoquée a la remarque 1.4.25.

Remarque 1.4.5 [181, 182] Soit Z(-) un processus gaussien de moyenne nulle, dont la fonction
de covariance k(x,x') = E[Z(x)Z(x")] vérifie les conditions de Mercer-Hilbert-Schmidt (théoréme
1.2.21). Si le noyau k(-,-) est de dimension infinie (théoréme 1.2.21), alors les trajectoires de Z
n’appartiennent pas, avec probabilité 1, a H. On peut donc dans ce cas se poser la question de
la pertinence de la modélisation par krigeage, car le prédicteur obtenu appartient, lui, a H. Pour
plus de détails concernant les trajectoires de processus aléatoires & valeurs dans un RKHS, on
pourra consulter [109].

Krigeage intrinséque

Le krigeage intrinséque correspond aux problémes (1.20) et (1.21), a la différence que :
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— la fonction k(-,-) est une covariance généralisée d’ordre g pour un certain ¢ (ou de fagon
équivalente, une fonction conditionnellement semi-définie positive d’ordre ¢), ce qui signifie
que

var [Z )\Zf(xz)] = Z )\Z)\]k?(SC@,:C])
i=1 5,j=1

n’est définie que pour 7" | A\idy, € AZ (car une variance est positive) ;
— le vecteur ‘m(x) est constitué de la base canonique de Pg.

Définition 1.4.6 Le prédicteur de krigeage intrinséque en x est le meilleur prédicteur linéaire
de f(z) obtenu a partir des observations {(z;,vy;),i =1,...,n}.

Du fait que la covariance est généralisée, la combinaison linéaire des observations formant le
prédicteur Y " | A;f(x;) n’est pas quelconque : en effet, pour pouvoir évaluer

f@) = Aifm)] = var [f(w) - Aifm-)] ,

il faut que 8, — > iy Nidy, € Ag afin de garantir une variance positive. En utilisant les résultats
du paragraphe 1.3, on obtient le théoréme suivant.

E

Théoréme 1.4.7
— Le prédicteur de krigeage intrinséque non bruité correspond a

. 2
argomin [T, /]
gec, T (1.24)

— Le prédicteur de krigeage intrinséque avec bruit de mesure correspond a

n

. 1 2 O'? 2
argmin — v — f(x)” + —=||x fll% - 1.25
min 3 (= £(a0)* + S0 1B, (1.2

Preuve Les expressions des prédicteurs de krigeage intrinséque sans et avec bruit de mesure
seront données dans l'annexe E, ot [’on constatera qu’elles correspondent aux solutions respectives
de (1.24) et (1.25), données respectivement par le théoréeme 1.3.19 et le théoréme 1.3.17 (en tenant
compte de la remarque 1.5.20), avec v = o2 /n. O

1.4.2 Splines plaque mince

Apreés avoir rappelé la définition des splines polynoémiales naturelles univariées, qui sont tout
simplement des fonctions polynoémiales par morceaux sur un intervalle de R, le probléme spécial
de régression régularisée dans R est présenté, dont la solution est une spline polynémiale naturelle
univariée.

Définition 1.4.8 [181] Soit [a,b] un intervalle de R, (éventuellement |—o0,b], [a,o0] ou R tout
entier), et x1,...,x, des réels appelés noeuds vérifiant a < r1 < --- < z, < b. On appelle spline
naturelle de degré | une fonction réelle s(-) sur [a,b] ayant les propriétés suivantes :

- s(+) € Pj_y sur [a,z1] et [zy,b] ;

27
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- s(-) € Py sur [z, x41], 1 =1,...,n —1;

a 8() S CQliQ(R)f
ou P, désigne l'ensemble de polynomes de degré au plus | sur R, et C' I’ensemble des fonctions
fois continiment dérivables.

On a la propriété d’unicité suivante.

Proposition 1.4.9 [181] Il existe une unique spline de degré m qui est un interpolateur pour
Uensemble d’entrainement {(z;,y;),i =1,...,n}.

L’intérét de 'interpolation par spline par rapport a l'interpolatation polynoémiale est que 1’on évite
le phénomene de Runge (1'équivalent du phénomeéne de Gibbs pour les fonctions trigonométriques
[204]) : I'utilisation d’un polynéme interpolateur peut donner lieu & de fortes oscillations, il peut
méme arriver que l'erreur d’approximation tende vers 'infini alors que I’ensemble d’entrainement
devient de plus en plus grand (voir la figure 2.5 page 71 pour se faire une idée du phénoméne).
Afin de montrer le lien existant entre les splines et les RKHS, nous nous restreignons dans la
suite & X = [0, 1] pour simplifier la présentation. Rappelons tout d’abord une formule classique.

Proposition 1.4.10 (Théoréme de Taylor avec reste intégral)[181] Soit f une fonction & valeurs
réelles définie sur [0,1], q fois contindment dérivable, telle que ft1) e £2[0,1]. Alors

1
0

s =3 500+ [ e, (1.26)
i—0 &

avec (x)4 =29 six >0, (x)§ =0 sinon.

On peut alors définir un RKHS de fonctions définies sur [0, 1] comme la somme de deux RKHS,
chacun associé a un des termes de la somme dans (1.26).

Pour le premier terme, notons m;(t) = t'/i!, i = 0,...,q, alors les m; forment une base de
I'espace vectoriel Py.

Proposition 1.4.11 [181] L’espace Py, muni de la norme

113 =32 [0 0]

=0
est un espace de Hilbert dont mo, ..., mq est une base orthonormale, et aussi un RKHS de noyau
reproduisant
q
ko(s,t) = mi(s)mi(t).
=0

On notera Hy ce RKHS.

Pour le RKHS associé au deuxiéme terme de (1.26), notons B4 la classe de fonctions
satisfaisant les hypothéses de la proposition 1.4.10 et les conditions de bord f@) (0) = 0,i =
0,1,...,q. Si f € Byy1 alors, d’aprés la proposition 1.4.10,

1 —Uq
o = [ “q—!)*ﬂﬁ”(u)du

1
N / Gop1(tw) f9 () du,
0

(t—u)

q
avec Ggi1(t,u) = ' * . On peut alors définir un RKHS inclus dans By1.
q!
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Proposition 1.4.12 [181] Soit

W(?_H = {f € By+1, 9 absolument continue pour i =0,1,...,q, f(q+1) € £2} .

WP, est un espace de Hilbert de norme IF1? = fol (f(q+1)(t))2dt, et un RKHS de noyau

reproduisant
1
ki(s,t) = / Ggt1(t, w)Ggi1(s, u) du.
0
On notera H1 ce RKHS.

On peut maintenant définir 'espace d’hypothéses W1 (qui est aussi un espace de Sobolev
[7], car notamment la norme fait intervenir des dérivées).

Théoréme 1.4.13 [181] Soit
Wos1 = {f :[0,1] - R, f(i) absolument continue pour i = 0,1, ... ,q,f(q“) € EQ} )

Muni de la norme || - ||%/Vq+1 = || |l5+ 1 |I?, Wys1 est un espace de Hilbert et

1
Woi1 = Ho @ Hi.
De plus, W41 est un RKHS de noyau reproduisant
E(s,t) = ko(s,t) + ki(s,t).

Remarque 1.4.14 [181]
— On peut montrer en toute généralité que le noyau reproduisant de la somme directe de deux
sous-espaces orthogonaux est la somme de leurs noyaux reproduisants ;
— la norme sur H; Hf”% = fol (f(q+1)(t))2dt peut se réécrire ||f||? = ||P1fH%/Vq+1 = lefH?-Ll;
ou Py désigne la projection orthogonale sur Hi dans Wy,1. C’est cette norme (semi-norme
sur Wyi1) qui sera utilisée pour la pénalisation.

On peut maintenant énoncer le probléme spécial de régression régularisée par des splines (il existe
aussi un probléme général, pour lequel nous renvoyons a [181]). On recherche

n

argmins > (g — f(2:)? + | PLfIE,,- (127)

feEWe i

On est ramené dans le cadre du § 1.3. Avec les notations du théoréme 1.3.17, cela revient & prendre
X =[0,1], ]P’é = Mo, Fi = Hi1,11x, = Pi. Si 'on suppose la matrice M = (mj(xz))f:?g de
rang ¢’ = ¢+ 1, alors le théoréme du représentant avec la remarque 1.3.20 donne I’expression de
la solution.

Remarque 1.4.15 On peut aussi écrire le probléme d’interpolation associé comme dans le
théoreme 1.5.19, qui donne alors l'expression de la solution.

La solution du probléme (1.27), ou de son équivalent dans le cas de I'interpolation, s’appelle une
spline plaque mince (thin plate spline). Physiquement, on peut voir la solution comme une plaque
de métal mince et flexible ajustée de facon a étre proche des points d’observation tout en étant
de courbure minimale (la norme peut étre vue comme une énergie de flexion). On a finalement
le résultat annoncé.
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Théoréme 1.4.16 [181] Si la matrice M est de rang q+1, la solution du probléme spécial (1.27)
est une spline naturelle de degré q + 2.

Pour la définition des splines plaque mince sur R%, ainsi que le choix de la constante de
pénalisation 7 a 'aide de la validation croisée, on consultera [181, 182]. On pourra aussi voir
[136].

La méthode des splines plaque mince est donc équivalente au krigeage intrinseque. Dans le
cas des splines, on commence par se donner un opérateur de régularisation P, alors que dans le
krigeage on part d’une fonction de covariance généralisée pour construire ’espace d’hypothéses.
Passer d’un cadre a 'autre n’est pas toujours évident [158].

1.4.3 Ondelettes

Les ondelettes, introduites par Haar au début du XX¢ siécle afin de trouver une base de
fonctions pour laquelle la série de Fourier ne diverge jamais, ont été utilisées ensuite pour faire
de l'analyse de signal et du codage. Une application célébre est le format de compression de
données bien connu JPEG 2000.

L’idée est de décomposer un signal en fonctions translatées et mises a ’échelle d’une fonction
de base 1¥(-) (continue, intégrable, de carré intégrable) appelée ondelette meére. La courbe de
I’ondelette mére peut étre vue comme une bréve oscillation, semblable aux enregistrements d’un
moniteur cardiaque. Dans le cas ou la variable ¢ est réelle, on demande souvent a la fonction
de vérifier les conditions de moments

+oo
/ thap(t) dt = 0, i=0,1,...,1—1,

pour un certain [. L’ondelette mére génére ensuite une famille d’ondelettes

1 —b
w(a,b)(t):%¢<ta >, a>0, beR,

par changement d’échelle et translation en temps. La fonction ¢ étant en général centrée en 0,
les fonctions 9, p) sont centrées en b et d’échelle a par rapport a . On dit alors que l'on fait de
I’analyse temps-échelle, car en faisant un balayage des grandes aux petites échelles on arrive & une
représentation de plus en plus précise d’un signal donné. Des bases orthonormales d’ondelettes
seront de la forme
Pii(t) =222 — j),  i,j €L

Notons qu’il est également possible de faire de 'analyse temps-fréquence en utilisant des bases
de Fourier (voir |76] pour une mise en perspective historique de la théorie des ondelettes).

La régression & base d’ondelettes consiste a utiliser une famille orthonormale compléte, puis &
ne garder que les termes dont le coefficient est suffisamment grand, ce que 'on appelle contraction
(shrinkage). On obtient alors une représentation creuse (sparse représentation) de la solution, ce
qui est utile en pratique pour stocker un signal de fagon économique (par exemple, les empreintes
digitales des américains ont été codées puis compressées sur ce principe, puis mises en bibliothéque
par le FBI). L’intérét des ondelettes est de pouvoir représenter a la fois des fonctions réguliéres
et des fonction ayant des « pics » localisés.

Afin de savoir si la famille de fonctions considérée permet de construire un RKHS, on peut
utiliser la théorie des frames.

30
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Définition 1.4.17 [135]. Soit H un espace de Hilbert. Un ensemble de vecteurs {¢;};cr est une
frame, ou structure oblique de H s’il existe deux constantes A et B, 0 < A < B < o0, telles que

AlFIG < ST 605> < BIfIZ, Ve

el

Si A = B, la frame est dite tendue (tight).
L’opérateur de frame U est défini par

U : H — I?
f — {<f’¢z>’}-[}lel"

Pour pouvoir écrire la fonction f comme combinaison linéaire de frames, on définit les frames
duales a partir de 'opérateur U* adjoint de U (qui existe et est unique puisque H est un espace
de Hilbert et U est continu),

ur 12 — H
{citier — iercidi
Si {¢i }ier est une frame sur H, alors 'opérateur U*U est inversible [38] et permet de définir la
frame duale.

Définition 1.4.18 [135/ On appelle frame duale de ¢; la frame
& = (U*U) .

On a alors la relation suivante :

1 — 2 1
S5 <D Wbl < FIfI5  VieH,
el
avec les coefficients A et B de la définition 1.4.17.
Si la frame est tendue, alors ¢; = %qbl

Théoréme 1.4.19 [1385] Soit ¢; une frame de H, et ¢; sa frame duale. Pour tout f de H,

F=Y_(fdipsi =D (f.¢1)yi (1.28)

i€l el

Remarque 1.4.20 [135]

— Une base orthonormale d’un espace de Hilbert séparable H est un cas particulier de frame
ot A=B=1;

— on n’a pas précisé si l’ensemble d’indices I' est fini ou infini : si I' est infini, il faut utiliser
le théoréme 1.4.21 et si I est fini, le théoréme 1.4.22 pour savoir si l’espace engendré par
les {¢i};cr est un RKHS. Dans ce dernier cas, les hypothéses sont plus simples car un
ensemble fini de fonctions {¢;} est une frame de ’espace qu’il engendre quel que soit le
produit scalaire considéré (ce qui est faur en dimension infinie).

Le théoréme suivant permet d’utiliser les frames pour savoir si un espace de Hilbert est un RKHS
et obtenir I’expression du noyau reproduisant.
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Théoréme 1.4.21 [135] Soit H un espace de Hilbert de fonctions réelles définies sur un ensemble
X CRY, et {¢;},cr une frame de H. Si

Ve e X,

> G )ei(x)

el

< 00,
H

alors H est un RKHS, de noyau reproduisant

k(z,2') =) dix)dil(a’).
i€l
Preuve Soit x € X. D’apres (1.28), pour tout f € H,

fa) = 3 {IOFO)bia)

el
- <f<->,2 a<->¢i<x>> - (1.29)
H

Si H est un RKHS alors_, par unicité du noyau reproduisant (théoréme de Moore-Aronszajn), on
a bien k(x,2") = 3, cp ¢i(x)di(x"). Or, d’apres (1.29),

[f(@)] = '<f(-), ZE(-)@-(SC)>
H

el

< | 5 00:(0)
el H
= M| flly-
Ainsi, puisque M, < oo par hypothése, H est un RKHS. U

Une conséquence de ce théoréme est le résultat suivant, qui permet de construire un RKHS a
partir d’un nombre fini de frames.

Théoréme 1.4.22 [135] Soit {¢i},_, n un ensemble fini de fonctions non identiquement

nulles, appartenant a un espace de Hilbert F de fonctions réelles définies sur un ensemble X C RY,
telles que

dM, sup sup|e;(z)| < M.
i=1,..,NzeX

On définit l’ensemble de fonctions

N
H= {f:Zaigbi,ai ER}.

i=1

Alors (H,(-,-) z) est un RKHS de noyau reproduisant

N
K, o) = S Bila)oi(e). (1:30)
=1
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Remarque 1.4.23 Ce critére est plus facile a vérifier en pratique que la condition de Mercer
(définition 1.2.17). De plus, le théoréme 1.2.21 indique qu’un noyau de Mercer de dimension finie
N admet ’extension

N
= Xi®i(2)i(a), (1.31)
=1

avec \j > 0, et {®;(-)}, une famille orthogonale. Les conditions du théoréme 1.4.22 concernant
les frames sont moins restrictives. Notons que si les frames sont tendues ou forment une base
orthogonale, on obtient le méme type de développement du noyau : l’équation (1.30) se rameéne a
(1.31) car dans ce cas chaque frame est proportionnelle a son dual (définition 1.4.18 et remarque
1.4.20).

Exemple 1.4.24 [135]
— Tout ensemble fini de fonctions bornées de carré intégrable sur X, muni du produit scalaire
de L2(X), engendre un RKHS. Par exzemple, la famille

a0 =t}

i=1..,N

— lespace engendré par la famille d’ondelettes

1 [(t—bj .
w-o (S} wvemies
{ ’ at/? a j=1..,N

(avec ) l'ondelette mére), muni du produit scalaire de L2(R), engendre un RKHS.

Le RKHS H étant construit, on peut appliquer par exemple le théoréme 1.2.26 (du représentant,
cas quadratique) et obtenir la solution du probléme posé en (1.7)

g y]mj E aik(zg, )

En utilisant la formule (1.30), on obtient

ey =

M@

+ Z az xz’ :
) + ZazZ%
vim;(-) + Z (Z Oéi¢_j($z‘)> ¢ (")

vim;(- Zd i(-). (1.32)

<.
I
-

I
M“@

<.
I
-

Il
.M“

<
Il
-

I
.M“

<
Il
-

On remarque donc que la combinaison linéaire de noyaux peut étre remplacée par une
combinaison linéaire de frames.

L’utilisation de noyaux construits & partir de frames présente plusieurs avantages : la solution
peut étre réécrite comme une combinaison linéaire de frames comme en (1.32), ce qui augmente
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I'interprétabilité du modéle par rapport & un noyau ou la base propre est inconnue, et permet
également de sélectionner la famille de frames en fonction de la régularité souhaitée pour le
modele. L’inconvénient principal est le cotit de calcul algorithmique élevé des frames duales (un
algorithme est présenté dans [135]).

Des méthodes de résolution multi-échelle, ot la régularisation se fait itérativement dans
des RKHS emboités construits a partir de bases d’ondelettes d’échelle de plus en plus grande,
sont présentées dans |9, 61, 135]. L'intérét de la méthode est de remédier au sur-apprentissage
(une fonction f trop oscillante) et au sous-apprentissage (une fonction f trop lisse) dus au fait
qu’un noyau donné ne peut s’adapter a toutes les échelles d’un signal. Pour des applications des
ondeletes aux statistiques, on pourra consulter |11, 12].

1.4.4 Support Vector Machines

Les machines a vecteurs de support (Support Vector Machines, SVM) sont un type de machine
d’apprentissage proposé par Vapnik et al. [176], pouvant étre utilisé pour la classification de
données ou la régression. Nous présentons cette méthode en dernier car quand on fait de la
régression, il s’agit d’'une généralisation de ’ensemble des techniques précédentes (a l'exception
du fait que le noyau k(-,-) est ici supposé continu afin de vérifier les hypothéses du théoréme
1.2.21, ce qui n’est pas le cas pour les autres méthodes).

L’idée est de supposer que la relation entrée-sortie est linéaire, si I’on prend pour domaine
d’entrée l'espace des caractéristiques F = ®(X) (définition 1.2.15). Le produit scalaire dans F
est défini & partir d’'un noyau de Mercer k(-,-) (définition 1.2.17) par la relation

(®(2), 2(2")) 7 = Kz, 2")

(le théoreme 1.2.21 assure I'existence de 1’espace des caractéristiques et du produit scalaire associé
pour un noyau de Mercer). Le probléme situé a l'origine dans ’espace X’ est ainsi déplacé dans
I’espace abstrait des caractéristiques F. L’idée de la méthode est que ’on n’a besoin de spécifier
ni la transformation @, ni 'espace F, ni le produit scalaire (-, -)  : tout se fait par I'intermédiaire
du noyau k(-,-). C’est l’astuce du noyau (kernel trick) : en choisissant un noyau de Mercer, on
définit implicitement un espace des caractéristiques et un produit scalaire.

Dans le cas particulier de la régression par vecteurs de support (Support Vector Regression,
SVR), le systéme est modélisé par la fonction

f(@) = (w, ®(2)) £ + b, (1.33)

avec w € F [158]. On suppose donc que la fonction de régression est affine dans l'espace des
caractéristiques. Avec les notations du théoréme 1.2.24 (du représentant), cela revient a prendre
M =R et H le RKHS engendré par le noyau k(-,-).

Remarque 1.4.25 On peut étendre la SVR au cas ot le terme paramétrique (ici, b) est plus
général qu’une constante, voir [156].

Afin d’estimer f a partir de 'ensemble d’entrainement {(x;,y;),i =1...n,z; € RP y; € R},
on cherche & minimiser la fonctionnelle de risque régularisée

U3 e(f ) wn) + Aol (1.34)
=1
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avec v > 0, c’est-a-dire le risque empirique avec ’ajout d’un terme de régularisation qui pénalise
les fortes variations de la fonction f dans 'espace des caractéristiques. On reconnait (1.7), avec
|l - || » la norme de RKHS définie par le noyau k(,-).

La fonction de cout la plus utilisée est la fonction e-insensitive [158]

[f(z)—yl—e si|f(z) -yl =e;
0 sinon,

c(f(@),y) = { (1.35)

ou seuls les y; en dehors de la bande {[f(z) —¢, f(z)+¢],x € X'} (le tube e-insensitif) contribuent
au colit. Pour d’autres fonctions de cotit couramment utilisées et des détails sur la résolution du
probléme d’optimisation associé, nous renvoyons a [157, 159].

La solution w de (1.34) s’exprime en fonction de vecteurs de support (Support Vectors)

n
w= Z ;P (z;),
i=1
les z; pour lesquels «; # 0 sont les vecteurs de support. On a donc d’aprés (1.33)
f(@) = (w,®(x))z+0

= > ai(®(x), ®(z)) £ + b
=1

= Zaik:(xi,:c) + b,
=1

et on retrouve la forme de la solution donnée dans le théoréme 1.2.24. Pour une fonction de
colit e-insensitive, les coeflicients sont calculés en résolvant le probléme d’optimisation convexe
équivalent a (1.34) [157].

argmin %HwH%_— + O (& +E);
wvc7£i7£:7b

Yi — (w0, ®(zi)) r —b < e+&;
(w,®(z))r +b—y; < e+ &

§i7 g;k Z 07
1
avec C' = . On peut montrer qu’il est équivalent de résoudre le probléme dual
ny
argmax — 3 2ige1(Bi = BBy = B k(@i ) — e iy (Bi 4 B7) + 2imy vi(Bi — BF) 5
s *e n
Z:‘Lﬂ(ﬁi —B;) =0;
Bi, B; €10,C],

ol les variables duales 3, 5* vérifient w = Y1 | (8; — ;). On a donc oy = f3; — BF. Le coefficient
b s’obtient & partir des conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT),

Bile+& —yi+ (w, ®(x)) +b) =
Bie+& +yi— (w, ®(x;)) £ +b) =
(C—=Bi)&i =
(C-6)& =

o o o o
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On en déduit (voir [157] pour les détails) que b peut étre calculé de la fagon suivante :

= Y

(w, ®(x;)) » — € pour p; €]0,C[;
= Y w

- < ,@(mi»}— + € pour Bz* 6]0’ C[
On remarque que pour tous les y; & I'intérieur du tube e-insensitif, 3; = 5 = 0, donc «; = 0.
Ceci justifie la définition des vecteurs de support.

Une extension de la SVR avec fonction de cotit e-insensitive aux noyaux conditionnellement
semi-définis positifs, est présentée dans [158|. Cependant, les contraintes de calcul font que la
méthode est applicable seulement pour des noyaux c.s-d.p. d’ordre au plus 1.

La remarque 1.4.25, et le fait que la fonction de coiit peut étre quelconque (notamment
quadratique) font que la SVR est un cadre général qui regroupe (& la continuité du noyau
prés) Uensemble des méthodes & noyaux présentées ici (on pourra consulter [10| pour un cas
curieux d’équivalence entre krigeage et SVR, avec une fonction de perte qui n’est pas la fonction
quadratique). Pour beaucoup plus de détails et d’autres références, nous renvoyons a [157].

Nous avons choisi d’utiliser le krigeage dans notre étude, car cette méthode permet d’obtenir
une expression du prédicteur et une estimation de l'erreur commise (l'erreur quadratique
moyenne) pour un coiit de calcul moindre. Notons cependant qu’il est possible de mettre en
perspective bayésienne (voir 'annexe C) chacune des méthodes présentées, et d’obtenir une

expression de lerreur quadratique moyenne en tout point (voir [54, 186] dans le cas de la SVR).



Chapitre 2
Krigeage

Parmi toutes les techniques de modélisation présentées au chapitre précédent, notre choix
s’est porté sur le krigeage. Le modéle est un processus aléatoire gaussien, de moyenne et fonction
de covariance paramétriques, dont on va estimer les parameétres. Si I'on admet la modélisation,
un intérét du krigeage est qu’il fournit, a un coiit de calcul faible, une estimation de ’erreur de
prédiction en tout point du domaine d’étude, ce qui donne une idée de la précision du modéle aux
points non échantillonnés. Un autre point intéressant est que le noyau reproduisant du RKHS
est une fonction de covariance, ce qui permet d’adopter une perspective probabiliste et d’utiliser
les résultats donnés par la théorie des probabilités.

Des éléments de la théorie des processus aléatoires gaussiens seront rappelés dans un premier
temps, qui permettront notamment de comprendre l'importance du choix de la fonction de
covariance. Puis la base de la théorie du krigeage sera présentée. Notons que nous avons
volontairement insisté sur le point de vue statistique de la théorie : pour une présentation plus
axée sur le point de vue de I'analyse fonctionnelle, on consultera [178|.

2.1 Processus aléatoires gaussiens

2.1.1 Généralités

Commengons par rappeler ce qu’est un processus aléatoire. On se restreindra dans toute
la suite a des processus a valeurs réelles (une généralisation au cas complexe est donnée dans
[101, 161]).

Définition 2.1.1 [43] Soient (0, T,P) un espace probabilisé et X un espace de parameétres. Un
processus aléatoire est une fonction a valeurs réelles Y (x,w) définie sur X x Q qui, Vo € X fizé,
est une fonction mesurable Y, de w € €.

Dans la suite, X’ sera un sous-ensemble de R?.

Remarque 2.1.2 [101]. Il est possible de voir un processus aléatoire de deux fagons :

— comme une collection de variables aléatoires indexée par X, définies sur un méme espace
d’états (et habituellement de méme loi, comme on le verra pour les processus strictement
stationnaires), par lintermédiaire de la fonction © € X — Y,. Ce point de vue sera utilisé
pour calculer la loi conditionnelle aux observations en un point non échantillonné.

— comme une facon d’associer une mesure de probabilité & un ensemble de fonctions définies
sur X, a travers Uapplication w € Q — Y, = Y (-,w), qui & w associe une trajectoire (ou

37
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réalisation) du processus. Le modeéle de krigeage sera obtenu en prenant une moyenne des
trajectoires conditionnelles aux observations.

| Y(x) Y(x')

Y(x,w)

Yix'.w)

FIGURE 2.1 — Représentations d’un processus aléatoire : en un point =z € X, Y(x) = Y (z,")
est une variable aléatoire définie sur €2 ; en un élément w € Q, Y (w) = Y (-,w) est une fonction
définie sur X.

La loi d’'un processus aléatoire est entiérement déterminée par ses répartitions finies,
F$1,---,xi(y1a e ayi) = P(Ym < Y, ... ani < yz)

On peut montrer que les répartitions finies doivent satisfaire deux conditions pour étre
consistantes les unes avec les autres,

Fxl,...,zi (yla cee 7yl) = wa(l),...,mﬁ(i) (yn(l)v cee ’yﬂ'(l)) Ve Si7 (21)
Fey ooz (Y15, 9i-1) Fuyowiyi (Y15 -, Yio1,00),

Vi,Vai,...,x; € Xetyp,...,y; € R, avec S; le groupe des permutations de {1,...,i}. Ces
conditions de symétrie (2.1) et de compatibilité (2.2) viennent simplement du fait que les
éveénements correspondant aux deux cdtés des égalités sont identiques.

L’existence d’un processus aléatoire de répartitions finies symétriques et compatibles données
est garantie par le théoréme suivant, conséquence du théoréme d’ezistence (ou d’extension) de
Kolmogorov.
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Théoréme 2.1.3 [57] Si un systéme de répartitions finies Fy, ., satisfait les conditions (2.1)
et (2.2), alors il existe un espace de probabilité (Q,T,P) et un processus aléatoire Y défini sur
(Q,T,P), ayant Fy, . 5, comme répartitions finies.

A

Les répartitions finies d’un processus aléatoire suffisent presque & caractériser ’ensemble des
propriétés du processus : on ne s’intéresse donc pas en général a l'espace abstrait (2, 7, P). Afin
de pouvoir connaitre la régularité des trajectoires du processus & partir de ses répartitions finies,
il faut cependant faire I’hypothése supplémentaire de séparabilité du processus aléatoire.

Définition 2.1.4 [57] On suppose que X C R? est un espace métrique. Le processus aléatoire
Y(xz,w) est dit séparable si il existe un sous-ensemble dénombrable dense {x1,x2,...} de X et
un ensemble N' C Q0 de probabilité 0 tels que, pour tout ouvert O C X et tout ensemble fermé
F CR, les ensembles

{w,Y(z;,w) € Fz; € O} et {w,Y(z,w) € F Vz € O}
different 'un de Dautre seulement par un sous-ensemble de N .

Observons maintenant 'on peut se restreindre aux processus séparables, en rappelant tout
d’abord la notion d’équivalence.

Définition 2.1.5 [57] Les processus aléatoires Y et Z, définis sur le méme espace, sont dits
stochastiquement équivalents (ou une version l'un de l'autre), si P{w,Y (z,w) = Z(z,w)} =
1 Vxed.

Les trajectoires de deux processus équivalents sont donc identiques presque stirement. Mais deux
processus équivalents, bien qu’ayant les mémes répartitions finies, ne sont pas nécessairement
identiques.

Exemple 2.1.6 [2/Soit X =R et Q = [0, 1], muni de la loi uniforme. Définissons deuz processus
aléatoires sur X x Q :

Y(z,w) = 0 Vz,w;
1 =W

P
0 sinon.

Ces deux processus sont équivalents : a x fixé, ils ne différent que sur ’ensemble de mesure nulle
{w = z}. Néanmoins,

P{w, Y, () est continue sur [0,1]} = 1;
P{w, Z,(-) est continue sur [0,1]} = 0.

La proposition suivante permet cependant de se ramener & des processus séparables.

Proposition 2.1.7 [57] Si X est un espace métrique, toul processus aléatoire défini sur X admet
une version séparable.

A partir d’ici, les processus considérés seront donc supposés séparables : ils seront donc
entiérement déterminés par leurs répartitions finies.
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2.1.2 Moyenne et covariance
2.1.2.1 Généralités

Rappelons maintenant les fonctions classiques associées & un processus aléatoire.

Définition 2.1.8
La moyenne d’un processus aléatoire Y (x,w) est la fonction

r € X — m(z) =E(Y,).
Sa fonction de covariance est la fonction
r, 7' € X — k(z,2') = cov(Yy, Yy ) = E(Y,Ye) — m(z)m(z').

Sa variance est la fonction o%(x) = k(x,z).
Sa fonction de corrélation est la fonction
k(z,x'
/ /
z,x € X — p(z,2") = corr(Yy, Yy ) = (7’)/
o(x)o(x’)
Les fonctions de covariance et de corrélation sont parfois appelées aussi fonction d’autocovariance
et fonction d’autocorrélation.
Une moyenne et une fonction de covariance ne suffisent pas en général a caractériser un
processus aléatoire, mais c’est le cas lorsque celui-ci est gaussien.

Définition 2.1.9 [161] Le vecteur aléatoire X, de taille I, suit la loi normale multivariée si
la variable aléatoire 'aX suit une loi normale monodimensionnelle Va € R'. On peut montrer
qu’alors = E(X) et ¥ = cov(X, X) sont bien définies. Si de plus ¥ est définie positive, alors
X suit la densité

2y — 1 N B Gl D D G )
ple) (27)2 \/det (%) p{ 2 } (23)

On notera cette loi Nj(p,X).

Définition 2.1.10 Un processus (aléatoire) gaussien Y est un processus aléatoire dont toutes
les distributions finies (Y (z1),...,Y (x;)) sont normales multivariées ¥i et Vxq,...,x; € X.

Les processus gaussiens ont une place a part pour plusieurs raisons [2|. Ils permettent de modéliser
de nombreux phénomeénes naturels, et il existe une théorie bien établie & leur sujet : le modéle
est entiérement spécifié par sa moyenne et sa fonction de covariance, et la forme simple de leurs
distributions finies permet d’obtenir des solutions analytiques pour des problémes de prédiction
ou d’estimation.

Les fonctions de covariance sont étroitement liées aux fonctions semi-définies positives
(définition 1.2.7). Rappelons les résultats d’équivalence suivants [2].

Théoréme 2.1.11 La classe des fonctions de covariance coincide avec la classe des fonctions
semi-définies positives (définition 1.2.7).

Corollaire 2.1.12 La classe des fonctions de corrélation coincide avec la classe des fonctions
semi-définies positives p(-,-) vérifiant p(z,x) = 1.
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En pratique, on observe un ensemble {Y,(x1)...,Y,(x,)}, qui correspond & de l'information
partielle sur une seule réalisation Y,,(-) du processus, et on souhaite faire de I'inférence statistique
sur la loi du processus. On constate que 1'on est trés loin du cadre classique, ou 'inférence se
fait a partir de la connaissance d’un « vrai» échantillon, qui correspondrait ici & un ensemble
{Yo, (), ..., Y, ()} [144] : on dispose donc de beaucoup moins d’information que dans le cadre
classique. En restreignant la classe des processus considérés, on peut cependant obtenir un
argument théorique qui justifie la validité de l'inférence dans le cas des processus aléatoires :
on supposera que la variance et la moyenne sont invariantes selon certaines transformations, ce
qui permet de calculer des espérances mathématiques sur ’espace €2 & partir de moyennes dans
I'espace X' (ce que l'on appelle ergodicité, voir 'annexe A).

Définition 2.1.13 Un processus aléatoire est stationnaire au sens strict si ses répartitions finies
sont invariantes par translation,

Fottoogirti, oo ui) = Foy o ai(yis - y) Vi, xn,... o, ett € X,

autrement dit si les vecteurs aléatoires (Yy,,...,Yy,) et (Yo 4ty .., Yo, 4t) Suivent la méme loi.

Définition 2.1.14 Un processus aléatoire est stationnaire au sens faible si E[Y ()] < co  Vz
et st
m(x) =m et k(z,2") = k(7),

avec T = x — 2'. La fonction de covariance est alors appelée fonction de covariance stationnaire.

Un processus aléatoire stationnaire au sens strict ayant des moments d’ordre 2 finis est aussi
stationnaire au sens faible. La réciproque est fausse en général, mais vraie pour les processus
gaussiens. Puisque nous allons utiliser des processus gaussiens, nous ne ferons plus la distinction
dans la suite et parlerons simplement de processus stationnaires.

Les fonctions de covariance stationnaire vérifient les propriétés suivantes [161] :

- k(0)>0;
= k(1) = k(=7);
= [k(7)| < K(0).

En effet, k(0) est la variance du processus, qui est toujours positive. Soient x, 2’ tels que 7 = z—2’.
Alors k(1) = cov(Yy, Yor) = cov(Yer, Yy) = k(—7) ; enfin,

|k(T)| = |cov(Yy, Y )| < v/var(Yy)y/var(Yy) = \/k(0)2 = k(0),
par application de 'inégalité de Cauchy—Schwarz au semi produit scalaire k(-, ) (remarque 1.2.4).

Remarque 2.1.15 [161] La régularité d’une fonction de covariance stationnaire k(-) est la méme
que sa réqularité en 0. Montrons-le pour ce qui concerne la continuité : si k(-) est continue en 0,
alors

k(z) k@) = Jeov{Y(z) = Y(2'), Y (0)}
< var{Y(z) - Y(z/)}var{Y (0)}
V2{k(0) — k(z — 2/)}k(0)

— 0.

r—x’

On peut noter que la moyenne et la variance d’un processus aléatoire stationnaire sont constantes,
la variance étant égale & 02 = k(0). Pour un processus aléatoire Y gaussien, les variables aléatoires
Y, sont donc normales et identiquement distribuées (comme évoqué a la remarque 2.1.2).
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Remarque 2.1.16 Une synthése des résultats disponibles sur les wvaleurs prises par les
trajectoires d’un processus gaussien stationnaire Y est donnée dans [91]. Notons que ces résultats
ne s’appliquent pas aux trajectoires du processus conditionnel défini en x par (Y (x)|Y (x1) =
Y1y, Y (2n) = yn), qui n'est pas stationnaire.

En faisant I’hypothése d’un processus gaussien stationnaire dont la fonction de covariance
tend vers 0 & l'infini, la validité de l'inférence est justifiée par un argument d’ergodicité (voir
I'annexe A). Si I'on souhaite encore renforcer les caractéristiques géométriques du processus, on
peut ajouter, a I’hypothése d’invariance par translation, 'invariance par rotation et par réflexion.
Comme pour la stationnarité, on dispose d’une formulation stricte et faible pour l’isotropie,
qui sont équivalentes dans le cas des processus gaussiens [161]. Nous ne donnons donc que la
deuxiéme.

Définition 2.1.17 Un processus aléatoire stationnaire est isotrope (au sens faible) si
k(z, ) = k(|7]D),

avec T = x — x'. La fonction de covariance est alors appelée fonction de covariance isotrope.

FIGURE 2.2 — A gauche, toute paire de points dont le deuxiéme est obtenu par la méme translation
du premier ont la méme corrélation pour un processus stationnaire. A droite, tous les points d’un
cercle ont la méme corrélation avec son centre pour un processus isotrope.

Il existe d’autres types de propriétés géométriques, comme 1’ anisotropie, la séparabilité (a ne
pas confondre avec la séparabilité du processus), et la symétrie par quadrant, pour la définition
desquelles nous renvoyons a [2].

Un processus gaussien étant entiérement déterminé par ses deux premiers moments, le choix
de la fonction de covariance est d’une importance capitale. Dans le paragraphe suivant, nous
allons observer le lien existant entre la fonction de covariance et la régularité d’un processus
gaussien stationnaire.

2.1.2.2 Covariance et régularité d’un processus gaussien stationnaire

Il est possible d’établir un lien entre la régularité d’'un processus gaussien stationnaire et de sa
fonction de covariance en 0. Si on ne suppose pas le processus séparable, on ne peut qu’obtenir des
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résultats de régularité en moyenne quadratique (voir annexe B), peu intuitifs et peu satisfaisants
d’un point de vue pratique. Avec 'hypothése de séparabilité, on peut établir des résultats plus
utiles de régularité des trajectoires presque stirement.

Définition 2.1.18 Soit X C RY. Un processus aléatoire Y est a trajectoires continues presque
stirement sur X si
P{w, Y, (") est continue sur X} = 1.

On dira par abus de langage que le processus est & trajectoires continues.

La continuité des trajectoires du processus est en général le minimum que 'on attend lorsque
I’on fait de la modélisation. Le théoréme suivant donne une condition suffisante de continuité des
trajectoires.

Théoréme 2.1.19 [30] Soit Y un processus gaussien stationnaire dont la fonction de corrélation
p(-) est continue en 0. Si il existe € > 0 tel que

1—p(7’):(’)<

1

alors il existe une version de Y dont les trajectoires sont continues presque siirement.

Si p(-) est continue en 0, mais ne vérifie pas (2.4), alors le processus Y est seulement continu
en moyenne quadratique (voir 'annexe B). Si p(-) est dérivable en 0, alors la condition (2.4) est
verifiée et Y admet une version dont les trajectoires sont continues presque strement.

Remarque 2.1.20 /2] En pratique, il est difficile de trouver une fonction de corrélation continue
ne vérifiant pas (2.4), a tel point qu’il est parfois suggéré de considérer qu’un processus gaussien
stationnaire séparable dont la fonction de corrélation est continue est a trajectoires continues.

Intéressons-nous maintenant & la dérivabilité du processus.

Définition 2.1.21 Soit X C R?. Un processus aléatoire Y est (q fois) différentiable presque
stirement sur X si

P{w, Yy () est (q fois) différentiable sur X'} = 1.

On dira par abus de langage que le processus est (q fois) différentiable.

On utilise le fait que le processus est défini sur R? pour obtenir des résultats de régularité du
processus & partir de la fonction de covariance, en se servant des dérivées partielles.

Proposition 2.1.22 [30, 161] Soit Y un processus gaussien stationnaire, q fois différentiable
sur X C R?, de fonction de covariance k(-). Alors la fonction de covariance des processus dérivés
(qui sont aussi gaussiens et stationnaires),

olsly olsly,,

(k) - v - - Y tw
Y ,w) ozt ... 0z (@,w Oz ... 0xy" (@),

avec k= (K1 ...,Kn), |k| =Y iy ki <q, est donnée par
cove(z,z') = (1)K (1),

olklk
N ozt ... Oxp” (7).

avec T =x — ', et k" ()
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La réciproque est fausse en général : l'existence des fonctions covy, |k| < ¢ ne garantit pas que
le processus est ¢ fois différentiable (voir cependant la remarque 2.1.23).

Pour montrer que le processus gaussien stationnaire Y est ¢ fois différentiable, on peut
appliquer le théoréme 2.1.19 aux fonctions covy, |k| = ¢ (si elles sont bien définies) : si le théoréme
est vrai pour toutes ces fonctions, les dérivées partielles d’ordre ¢ sont toutes continues, et un
théoréeme de calcul différentiel permet de conclure que Y est ¢ fois différentiable [2].

Remarque 2.1.23 (suite de la remarque 2.1.20). Si l’on considére que le théoréme 2.1.19 est
toujours vrai en pratique, on peut appliquer le théoréme B.0.18 de lannexe B, et déduire la
régularité des trajectoires du processus de la régularité de sa fonction de covariance en 0.

Le théoréme suivant, conséquence d’un résultat donné dans [17], donne une condition suffisante
de dérivabilité pour une famille de processus plus générale.

Théoréme 2.1.24 Soit Y un processus stationnaire de moyenne nulle, défini sur R x Q, ayant
des moments d’ordre 2 finis et une fonction de corrélation (n+142q) fois contindment dérivable.
Alors Y admet une version q fois contindiment dérivable.

Remarque 2.1.25 Dans le cas d’un processus Y gaussien stationnaire, il suffit que la fonction
de covariance soit (2q + 1) fois dérivable en 0 pour que Y admette une version q fois dérivable,
car alors la condition (2.4) est verifiée pour les fonctions de corrélation des processus dérivés
{Y®) |k| = q}. Les dérivées partielles d’ordre q des trajectoires de Y étant continues presque
strement, Y est alors q fois dérivable presque sdrement.

2.1.2.3 Construction de fonctions de covariance stationnaires

Dans le cas ou la fonction de covariance est stationnaire, la fonction de corrélation vérifie
p(z,2") = k(x — ') /0 = p(z — ). Définir une fonction de covariance stationnaire revient donc
a définir une fonction de corrélation stationnaire.

Il est possible de combiner des fonctions de corrélation existantes.

Proposition 2.1.26 [30] Soit Sy ’ensemble des fonctions de corrélation stationnaires de RY.
- Sip1,p2 € Sg,a1,a0 > 0, et ag +as =1, alors ayp1 + asps € Sq ;
— 81 p1,p2 € Sy, alors p1ps € Sy ;
~ sip; €Sq Vi, et p(x,x’) = lim;_,o0 pi(x,2) eviste V,x’ € R, alors p € Sy.

Une méthode de construction explicite de fonctions de covariance stationnaires est donnée par
le théoréme de Bochner.

Théoréme 2.1.27 (de Bochner, cas réel)[2, 144, 161] Une fonction continue & valeurs réelles
k(-) est une fonction de covariance stationnaire sur R? si, et seulement si, celle-ci peut s’écrire

k(r) = /]Rd cos('rx) p(dx),

avec [ une mesure positive symétrique bornée sur R¢,

Le résultat suivant s’en déduit immédiatement.
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Théoréme 2.1.28 (de Wiener-Khintchine, cas réel)[2, 144, 161] Une fonction continue a
valeurs réelles p(-) est une fonction de corrélation stationnaire sur R? si, et seulement si, celle-ci
peut s’écrire

p(r) = /]Rd cos('rx) v(dx), (2.5)

avec v une mesure de probabilité symétrique sur R, appelée mesure spectrale correspondant a

p(-).-

Si v admet une densité f(-) par rapport & la mesure de Lebesgue, alors
p(r) = [ cos(tra) f(a) ha(do),
R4

avec \g la mesure de Lebesque sur R®. La fonction f (+) est appelée densité spectrale correspondant
ap().

Une fonction de corrélation stationnaire est donc la transformée de Fourier d’'une mesure de
probabilité symétrique v. Dans le cas ou cette mesure admet une densité spectrale f(-), il existe
une formule d’inversion, pour laquelle nous renvoyons a [2, 161]. Le comportement de la mesure
spectrale a U'infini est étroitement relié a la régularité de la fonction de covariance en 0 (et donc
a la régularité du processus aléatoire) : on pourra consulter les théorémes abelien et tauberien
donnés dans [161].

Pour une fonction de corrélation isotrope, l'intégrale (2.5) prend une forme simple.

Théoréme 2.1.29 [2, 161] Une fonction continue a valeurs réelles p(-) est une fonction de
corrélation isotrope sur RY (d > 2) si, et seulement si, elle peut s’écrire

o Jua(lrle)
ol =21 (5) | s e (26)

La fonction F(-), appelée fonction de répartition spectrale isotrope correspondant a p(-), est une
fonction croissante sur [0, co] vérifiant F(0) = 0 et lim,,o F(z) =1, et J,(-) est la fonction de
Bessel ordinaire [3].

La fonction de répartition spectrale isotrope F(-) est liée a la mesure spectrale v par la formule

F(t) = /”x”<tv(dx).

Dans le cas d = 1, on obtient immédiatement & partir de (2.5),

pll7]) = /R cos(|l) F(dx), (2.7)

qut se réécrit avec la densité spectrale
plIr) =2 [~ cos([rla)f ) Ade). (28)

Il faut prendre garde au fait qu’une fonction de corrélation isotrope p(|| - ||) sur R? n’est pas
forcément semi-définie positive sur R4, Mais la réciproque est vraie.

Proposition 2.1.30 [30] Une fonction de corrélation isotrope p(||-||) définie sur R™1 est aussi
une fonction de corrélation isotrope sur RY.
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Nous rappelons maintenant les fonctions de corrélation stationnaires et isotropes les plus
classiques [104, 141, 144, 161].

Exemple 2.1.31 Construisons des fonctions de corrélation stationnaires ou isotropes sur R%
partir de densités de probabilité f(-), en utilisant les relations (2.6) et (2.8).
2

- si f(z) x e~ 10,0 > 0, on obtient la fonction de corrélation gaussienne sur R,
p(r) = e, reR,0>0. (2.9)

Le terme 0 est un paramétre d’échelle qui mesure o quelle vitesse la corrélation décroit a
mesure que la distance |T| devient grande.
La généralisation a R s’obtient par multiplication en utilisant la proposition 2.1.26 :

p(T) — e Z‘Z:l 6,-71.27 TE Rd, 0; > 0. (2'10)

Si les 0; sont tous égauz, on obtient la fonction de corrélation gaussienne isotrope sur RY

p(Ir) = e I 7 e R 6> 0.

C’est la seule fonction de corrélation isotrope qui peut se factoriser en d fonctions de chaque
facteur T; [161].

On remarque que les fonctions de corrélation gaussiennes sont infiniment dérivables a
Dorigine. Les trajectoires du processus gaussien stationnaire correspondant sont infiniment
dérivables presque strement.

= si f(x) < ————5,0 > 0, on obtient une fonction de corrélation exponentielle isotrope
(02 4 22) 2
sur R,
p(Irl) =7l r e RY 6> 0. (2.11)

Un processus gaussien défini sur R de fonction de corrélation (2.11) est appelé processus
d’Ornstein-Uhlenbeck.

En wutilisant la proposition 2.1.26 et multipliant d fonctions de corrélation exponentielle
1sotrope définies sur R, on obtient une version stationnaire non isotrope de la fonction de
corrélation exponentielle,

plr) = em Zibilnl 1 el g, > 0. (2.12)

On remarque que ces fonctions de corrélation exponentielles (2.12) sont continues, mais
pas dérivables a l'origine. Les trajectoires du processus gaussien stationnaire correspondant
sont seulement continues presque strement.

Remarque 2.1.32 La version la plus générale des fonctions de corrélation exponentielle
est donnée par

p(r) = e~ Zim Gl L e Re 9.5 0, p; €]0,2]. (2.13)

On remarque que les fonctions de corrélation gaussienne (2.10) et exponentielle de type
(2.12) sont un cas particulier de fonctions de corrélation exponentielle. Les fonctions
de corrélation exponentielle sont continues a l'origine, et aucune, & part la fonction de
corrélation gaussienne, n’est dérivable a l'origine. Les trajectoires d’un processus gaussien
de covariance exponentielle sont continues presque sdrement si p €)0,2[, ou infiniment
dérivables presque stirement si p = 2.
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- si f(z) x ————,0 > 0,v > 0, on obtient la fonction de corrélation de Matérn
(02 + 22)" "2
isotrope sur RY [161],
1 » d
p(llTl) = W(GHTH) K,(0|r]]), 7e€R%0>0,v>0 (2.14)

avec K, (+) une fonction de Bessel modifiée [3].

Le terme 6 est un paramétre d’échelle ; le parameétre v définit la régularité du processus
gaussien associé, qui est q fois dérivable presque sdrement si, et seulement si, v > q [161].
La forme la plus générale des fonctions de corrélation de Matérn est obtenue en multipliant
des fonctions de type (2.14) définies sur R (c.f. proposition 2.1.26),

d
1 .
i=1

En observant leurs densités spectrales, on remarque que les fonctions de corrélation
exponentielle de type (2.12) et exponentielle isotrope (2.11) sont respectivement un cas
particulier des fonctions de corrélation de Matérn (2.15) et Matérn isotrope (2.14).

La fonction de corrélation gaussienne est un cas limite de fonction de corrélation de Matérn.
En effet, aprés reparamétrisation de la fonction de corrélation de Matérn, on obtient [144]

W(Q\/%M)VKV (2\/%|T|) = e 0.

On aurait donc pu définir les fonctions de corrélation gaussienne & partir des fonctions de
corrélation de Matérn, en utilisant la proposition 2.1.26.

exp Matérn, 6=3
1 1 1 ‘ ‘ :
0=1 v=0.4
0.9} 2] 0.9} 0.9} — v |
0.8} 0.8} 0.8}
0.7} 0.7} 0.7}
06} 06} 06}
05} 05} 05f
047 0.4} 0.4}
0.3} 0.3} 0.3}
0.2} 0.2} 0.2}
01} 0.1} 0.1}
\
0 0 0 =
4 4 4 4 4

FIGURE 2.3 — Fonctions de covariance gaussienne (gauche), exponentielle (milieu) et Matérn
(droite).
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Gauss, 6=1 exp, 6=1 Matérn, v=2, 6=1
1.4 " 2 " 0.3 "
1.2¢1
1.5¢ 0.25¢
1 L
08l 1f 0.2}
0.61 0.5} 0.15}
0.4}
Of 0.1}
0.2}
0 : -0.5 : 0.05 :
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

FIGURE 2.4 — Trajectoires d’un processus gaussien de moyenne nulle et fonction de covariance
gaussienne (gauche), exponentielle (milieu) et Matérn (droite). Les trajectoires ont été obtenues
avec la commande Matlab mvnrnd.

Pour une liste plus exhaustive de fonctions de corrélation stationnaires ou isotropes, nous
renvoyons a [2].

Concernant le choix de la fonction de corrélation, il est parfois suggéré d’utiliser les fonctions
de corrélation de Matérn, plus flexibles car le paramétre v permet d’ajuster la régularité du
processus que l'on ne connait pas en général a priori [161] ; le nombre de paramétres a estimer
est alors plus grand, ce qui rend l'optimisation plus cotteuse en temps de calcul (notons qu’il
est aussi possible de fixer la valeur de v a la régularité souhaitée [178]). De plus, I’évaluation de
la fonction K, (-) est sujette a des instabilités numériques pour des grandes valeurs de v [142].
Nous verrons en 2.3 que la problématique liée & l'estimation des paramétres est différente selon
la fonction de covariance utilisée.
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2.2 Krigeage

Nous en arrivons a la technique du krigeage, qui consiste a faire de la prédiction optimale
d’un processus gaussien (pour une extension & l'estimation d’intégrales de processus, voir [20]).
Nous faisons donc tout d’abord quelques rappels concernant la prédiction, puis présentons le
formalisme de la méthode et donnons quelques-unes de ses propriétés. Pour un bref apercu
historique de la méthode, revoir le paragraphe 1.4.1.

2.2.1 Prédiction

Faisons tout d’abord quelques rappels concernant la prédiction. On souhaite prédire une
variable aléatoire Yy a partir d'un échantillon (non ii.d.) Y = !(Yi,...,Y,). Dans la suite,
toutes les variables considérées sont supposées de carré intégrable.

Définition 2.2.1 [127, 144] On appelle
— statistique : une variable aléatoire g(Y1,...,Y,), avec g : R™ — R une fonction borélienne
(en pratique, g est une fonction continue).
— prédicteur (de Yy a partir de Uéchantillon Y™) : une statistique Yo = Yo(Y™).
— prédicteur linéaire : un prédicteur qui s’écrit ?O(Y”) =ag +taY™, avec a € R".
— prédicteur non biaisé : un prédicteur sans biais par rapport d une famille donnée F de lois
w du couple (Yo, Y™). Autrement dit, Eu{?o} =E {Yo} VueF, avec E, {-} lespérance
mathématique sous la loi .
On notera LUP (Linear Unbiased Predictor) tout prédicteur linéaire sans biais.

La condition d’absence de biais dépend de la famille de lois F considérée (qui est en général
paramétrique) : plus grande sera choisie cette famille de lois, plus restreinte sera la classe des
prédicteurs sans biais.

Exemple 2.2.2 [144] Supposons que Y; = f+¢€;,0 < i < n, avec B # 0 connu et €; des variables
aléatoires non corrélées, centrées de variance o > 0 inconnue, définit la famille de lois F. On
cherche un LUP 170 = ag + taY™. La condition de non biais s’écrit E{}/;O} = E{Yo} Vo? >0,
soit ap+ Y i1 ai = [ puisque Uespérance ne dépend pas de o2. Des LUPs possibles s’obtiennent
en prenant par exemple ag = et Y i 1a; =0, ouag=0 et > ' ja; =1.

Si on agrandit la famille F, en considérant B quelconque et inconnu, on obtient ag = 0 car la
condition de non biais doit étre satisfaite pour § =0, et Y i ;a; = 1 car elle doit étre verifiée
aussi pour tout B # 0. On voit donc sur cet exemple simple que l’on a restreint la classe des
LUPs admissibles en agrandissant la famille de lois F, ou, inversement, qu’un LUP pour une
famille de lois F est aussi un LUP pour une sous-famille de F.

Afin de pouvoir choisir un prédicteur, on se donne un critére de comparaison. Le critére le plus
utilisé est Uerreur quadratique moyenne, EQM (ou mean squared error, MSE).

Définition 2.2.3 Supposons que (Yo,Y™) suit la loi p. L’erreur quadratique moyenne du
prédicteur Yo = Yo(Y™) est donnée par

EQM,, [f/o} ~E, [(1?0 - 1/0)2] . (2.16)
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Un prédicteur intéressant aura une petite EQM. Idéalement, on souhaiterait un prédicteur ?0*
vérifiant

Y € argmin EQM,, [S/}O] . (2.17)
Yo

Les prédicteurs minimisant 'EQM sont appelés meilleurs prédicteurs (best predictors). Ce critére
de choix du prédicteur dépend fortement de la loi i, que 'on ne connait pas en pratique [144].
I1 est donc souhaitable que (2.17) soit verifiée pour un grand nombre de lois p.

Un théoréme fondamental de la prédiction donne I'expression du meilleur prédicteur sous
forme d’espérance conditionnelle.

Théoréme 2.2.4 [144] Supposons que (Yo,Y™) suit la loi wu, pour laquelle [’espérance
conditionnelle de Yy sachant Y™ existe. Alors

Y5 = Eu(Yo|v™)
est le meilleur prédicteur de Yy.

En général, on ne sait pas calculer cette espérance conditionnelle. C’est pourquoi, dans la suite,
on fera des hypothéses simplificatrices sur la loi du couple (Yp, Y™) qui sera supposée gaussienne :
on sait alors que le meilleur prédicteur est linéaire. On restreint la classe des prédicteurs linéaires
aux prédicteurs sans biais afin de pouvoir calculer le meilleur prédicteur lorsque les paramétres
de la moyenne sont inconnus. On cherche donc & déterminer le meilleur LUP, appelé BLUP (Best
Linear Unbiased Predictor) [137].

Remarque 2.2.5 [161] Le BLUP peut étre trés €éloigné du meilleur prédicteur si le processus
n’est pas gaussien.

2.2.2 Modéle

Le krigeage est un cas particulier du probléme de prédiction présenté au paragraphe
précédent, ou les variables aléatoire {Y;,0 < i < n} correspondent a des variables aléatoires
{Y (2i),0 <i < n}, avec Y (z,w) un processus gaussien.

Dans le cas d’une réponse déterministe, le systéme est modelisé par

Y (z) ='m(z)B + Z(z), (2.18)

ot m(-) est une fonction connue & valeurs dans RP, 5 est un vecteur a p coefficients inconnus et
Z(-) est un processus gaussien stationnaire, de moyenne nulle et fonction de covariance connue
E(-,-). Le modéle contient donc un terme de régression déterministe (la moyenne) et un terme
aléatoire.

La fonction m(-) est déterminée par notre connaissance a priori du phénomeéne a modéliser, c’est
en général un vecteur de fonctions monomiales. Si par exemple x € R et p = 3, on pourrait
avoir m(z) = {1, z,2?) et le modéle s’écrirait alors Y (x) = Bo + f12 + B22? + Z(x). Des auteurs
préconisent l'utilisation d’'une moyenne constante m(x) = 1, ayant observé que cela donne un
prédicteur satisfaisant en pratique et simplifie les calculs [142] (le processus Y est donc supposé
stationnaire).

Il est aussi possible d’utiliser la théorie de la sélection de modéle pour déterminer les termes de
la moyenne, voir [73]. On prendra garde au fait que les critéres classiques de type R? ou Cp de
Mallows [86] ne s’appliquent pas ici, car les « erreurs » Z(z) ne sont pas indépendantes.
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Remarque 2.2.6

— En pratique, la fonction de covariance k(-,-) est inconnue mais paramétrique ;

— le processus aléatoire Z(-) sera supposé régulier, ou non dégénéré, c’est-a-dire vérifiant la
condition suivante : quel que soit le choix des points d’observation x1, ..., Ty, la matrice de
covariance K = (k(x;,x;))1<ij<n est inversible. Sous Uhypothése de stationnarité de Z(-),
cela revient a prendre une fonction k() définie positive.

Supposons que 1'on observe Y™ = (Y (z1),...,Y (z,)) et que 'on souhaite prédire Yy = Y (x)
(notons que ce ne sont pas ici des observations i.i.d. mais les valeurs prises par la trajectoire Y,
aux points x1,...,x, pour une valeur de w fixée). Avec un modele de la forme (2.18), on peut,
en utilisant ’hypothése gaussienne, écrire la loi p du couple (Yp, Y™).

Proposition 2.2.7 [1/4] Sous le modéle (2.18),

(7) =% [(37) 2 (o 7)) (2.19)

avec mg = m(xg), M = {m(x1)...m(xy,)), R = corr(Y"),rq = corr(Y™,Yy), et 02 la variance
(constante, par stationnarité) de Z.

Calculons maintenant le BLUP en xy. Si on note u la loi (2.19), on cherche un prédicteur

linéaire de la forme
Yy = legY" (2.20)
(le terme constant est égal & 0 par le méme argument de non biais que dans I'exemple 2.2.2). On
va choisir un vecteur de poids ¢y qui minimise la quantité
= 2
EQM,[Yo] = E, [V — Y]

)

sous la contrainte (de non biais)
B, [coY™] = E,[Yo],

qui se réécrit

tMCO = my.
On a
S 2
BQM, [T = B, [(o(MB+Y") — (1mof + Y))’]
= EM [((tCQM — tmo),@ + tC()Yn — Y0)2}
= E, [*coY"Y"co — 2'coY ™Yy + Y|
= JthORCO — 202t007“0 + 02,
soit

EQMM[?O] = o2 (tCORC() - 2t007“0 + 1) . (2.21)
La quantité que I'on doit minimiser est donc ‘coRcq — 2%cqrg. Le systéme a résoudre est donc la

minimisation d’une fonctionnelle quadratique sous contraintes linéaires,

co= argmin ‘aRa — 2ar. (2.22)
acR™ t]Ma=mg



Chapitre 2  Krigeage

On utilise la technique des multiplicateurs de Lagrange [13] : on cherche (cg, A\g) € R™"*P qui
minimisent la quantité
tCORCO - 2tCO’I“0 + 2t)\0 (tMCO - mo).

Cherchant les zéros du gradient, on obtient alors le systéme

(ar %) ()= (m):

On montre que la solution de ce systéme est
co = R_l (7“0 — M)\O) 5
X = (MBR'M) (MR rg—my).

En injectant la valeur de ¢y dans (2.20) et (2.21), on obtient finalement I’équation condensée du
BLUP en xy.

Proposition 2.2.8 [1/4, 161] Le BLUP au point xo pour le modéle (2.18) s’écrit
Yo ='moB + 'reRN (Y™ — M), (2.23)

avec B\ = (tMRflM)fltMRle" lestimateur des moindres carrés pondérés de B\
L’EQM correspondant vaut

EQM,,(w0) = 0 (1 ~troR7lrg + try(tMR—lM)’ly) , (2.24)
avec ¥ =mgy — MR rg.

Remarque 2.2.9 [163] Sous certaines conditions, le prédicteur en xy dépend principalement des
observations situées au voisinage de xqg : le 1¢ terme du vecteur cy sera d’autant prépondérant
que x; est proche de xy. Ce phénomeéne est appelé effet d’écran (screening effect). On retrouve
un analogue des vecteurs de support dans le cas de la SVR (§1.4.4).

Le BLUP (2.23) s’appelle aussi prédicteur de krigeage. Si on a posé m(z) = 0, on dit qu’on fait
du krigeage simple. Si m(x) = 1, cela s’appelle du krigeage ordinaire, et si m(x) a une forme plus
générale c’est du krigeage universel ou du krigeage a dérive externe.

Remarque 2.2.10 /31, 144] L’équation (2.23) du BLUP correspond bien & la forme (1.11)
donnée par le théoreme du représentant. En effet, pour tout x € R?,

p n
Y(z)= Z Bim;(z) + Z aik(x — x;), (2.25)
j=1 i=1
avec o = Yy, ..., ap) = Kﬁl(Y"—MB\). La régularité du prédicteur dépend donc de la régularité

de la moyenne m(-) et de la covariance k(-), et la régularité auz points d’observation x; dépend
de la régularité de la covariance en 0. On remarque surtout qu’il n’est pas nécessaire de recalculer
les coefficients du prédicteur en chaque point : aprés avoir évalué B et a, on dispose en effet de
la formule (2.25) qui donne la valeur du prédicteur en tout point x. Les coefficients « et 3 sont
solution du systéme de krigeage dual

(o ) (5)= (%)
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identique a (1.12), qui caractérise le BLUP comme étant l'unique interpolateur de la forme (2.25)
vérifiant

{?(%‘) =Y (i) Vi=1,...,n;
>imoami(z;) =0 Vji=1,.

L’EQM correspondant au BLUP est souvent appelée variance de krigeage.

Corollaire 2.2.11 [144] Le prédicteur (2.23) est un interpolateur : Y (x;) = Y(x;) Vi =
L...,n. De plus, EQM,,(z;) =0 Vi=1...,n

Preuve Supposons que xg = x;, pour une valeur de i fixée dans 1,...,n. Alors mg = m(mz)
tro = (p(xi—x1), ..., p(xi—T0)), qui est la i€ ligne de R. Donc R1! ro = (0 ,0,1,0,...,0) =

le i€ vecteur canonique de R™. Ainsi Y (zq) = (:cl)ﬁ+ fe; (Y™ — Mﬁ) (mz)ﬁ—f—Y tm(acz)ﬁ =
Par le méme raisonnement, on obtient EQM,, (z;) = o (1 — p(zi, x;) + t*y(tMRflM)flf)/), avec
v =m(z;) —"Me; = 0, c’est-a-dire EQM,,(z;) = 0. O

Ceci est caractéristique d’un systéme déterministe (absence d’erreur de mesure d’un code
informatique [141, 142]) : observer plusieurs fois en un méme point x donne toujours la méme
valeur Y (z), d’ou 'absence d’erreur aux points déja observés (on pourra cependant consulter
[51] pour se convaincre qu’un type de bruit peut affecter la réponse d’un ordinateur si 1’on utilise
des méthodes itératives : le niveau de bruit est alors déterminé par la précision demandée a la
méthode itérative).

Il est en fait facile de calculer la distribution conditionnelle de Yy & partir de la loi jointe
(2.19), en utilisant le résultat suivant.

Proposition 2.2.12 [161] Soit X = (*X1,'X5) un vecteur aléatoire de taille ¢ = q1 + qo, de loi

normale multivariée
h) >
N, Ml) ’ < 11 12>) .
7 <<M2 o1 Yo

Alors la distribution conditionnelle de X1 sachant X9 = xo est la loi
No (11 + 12355, (22 — p2), 11 — £1255,521) ,

avec Yy, une inverse généralisée quelconque de oo (ou son unique inverse si Yoo est inversible)
[126].

Remarque 2.2.13 [144] La loi conditionnelle [Yo|Y™] est donc normale lorsque 5 et k(-,-)
sont connus. En pratique, B et k(-,-) sont inconnus, et quand on a besoin de la distribution
conditionnelle de Yy on utilise souvent la loi (fausse)

N (Yo, EQM;(Y0)), (2.26)

avec Yy et EQM;(Yo) donnés en (2.23) et (2.24) (la notation [i signalant que les paramétres
inconnus du modéle ont été remplacés par une estimation). La vraie loi conditionnelle de Yy
dépend des lois a priori que l’on met sur les paramétres (on entre alors dans le cadre bayésien, voir
Uannexe C). La loi (2.26) est cependant généralement une bonne approzimation de la distribution
de la loi [Yo|Y™] lorsque les paramétres du modéle sont inconnus.

Le corollaire suivant montre que sous I’hypothése gaussienne, le BLUP (2.23) correspond au
meilleur prédicteur si 8 est connu.
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Corollaire 2.2.14 [144, 161] Si B est connu dans le modéle (2.18), alors
E [Yo|Y™] ="moB + "roR™H(Y" — Mp). (2.27)

Le théoréme 2.2.4 nous dit alors que (2.27) est le meilleur prédicteur lorsque § est connu. On
remarque que ce prédicteur varie avec [, ce qui explique pourquoi on utilise le BLUP, valable
pour toute valeur de 8 (mais dépendant aussi de la fonction de covariance k(-,-)).

Le corollaire 2.2.14 rend donc légitime 1'utilisation des prédicteurs linéaires dans le cas gaussien.
Rappelons cependant que le meilleur prédicteur linéaire peut étre trés éloigné du meilleur
prédicteur si le processus aléatoire n’est pas gaussien.

Remarque 2.2.15 [161] On a supposé que seuls les parameétres de la covariance étaient connus
pour obtenir ’expression du prédicteur (2.23) et de UEQM (2.24), mais il aurait été possible de
supposer aussi 3 connu. Dans ce cas, on obtient le BLP (2.27), dont la variance est donnée dans
la proposition 2.2.12 et vaut (1 —"roR™ry) (comparer avec (2.24), on remarque que la variance
diminue, ce qui est raisonnable). Un argument de projection dans un espace de Hilbert permet
de donner une caractérisation du BLP en terme d’orthogonalité. Soit H [’espace de Hilbert,
completé de l’espace Vect{Y (x),x € X'} pour le produit (h,k) = E[hk]. Le BLP est la projection
orthogonale dans H de Y (o) sur le sous-espace G = Vect{Y (z1),...,Y (x,)} : c’est donc l'unique
élément gy de G vérifiant
Y(zo) —goLg Vgeg,

Uerreur est orthogonale aux observations (voir [178] pour davantage de détails concernant le
prédicteur de krigeage vu comme une projection).

En pratique, on ne peut pas utiliser tel quel le prédicteur (2.23) et 'EQM (2.24) car les
paramétres de la fonction de covariance sont inconnus. On va donc les estimer puis les injecter
dans les équations (2.23) et (2.24) obtenues pour une fonction de covariance connue (ce sont les
parameétres de la loi normale utilisés dans la remarque 2.2.13). Ce prédicteur « plug-in » s’appelle
EBLUP (Empirical BLUP, BLUP empirique) |34].

Nous utilisons donc un prédicteur du type

Yo = 'mof+ TR (Y™ — MP), (2.28)

avec 3 = (tMﬁflM)_ltMﬁle", et Ret 7o des estimations de R et 7. Notons que 'appellation
EBLUP est trompeuse, car R = R(Y™) et 7y = 75(Y™) sont en général non-linéaires en Y™ : les
EBLUPs sont donc le plus souvent non linéaires, et mémes biaisés.

L’EQM empirique « plug-in » correspondant est donné par (voir (2.24))

EQMj (w0) = 0 (1 - "R 17 + ta(tMﬁ—lM)’la> , (2.29)
avec ¥ = mg — tMﬁ_lfa.

Remarque 2.2.16 Les calculs présentés ci-dessus impliquent [’inversion de la matrice de
corrélation R. Le conditionnement de la matrice de corrélation est donc trés important, d’autant
plus qu’il devient de plus en plus mauvais quand le nombre d’observations augmente, ce qui
peut donner lieu & des résultats numériques trés peu fiables. Il est montré dans [1] que le
conditionnement de la matrice R est en général mauvais pour une fonction de corrélation
gaussienne, et meilleur pour une fonction de corrélation exponentielle. Naturellement, ce
conditionnement dépend aussi de la position des observations (le plan d’expériences).
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2.2.3 Estimation des paramétres

Nous voyons maintenant différentes fagons d’estimer les paramétres du modeéle [144, 161]|. On
notera 1 le vecteur des paramétres de la fonction de corrélation : par exemple, pour la fonction
de corrélation exponentielle (2.13), on aura ¢» = (01,...,0,,01,...,Dn)-

Pour les méthodes utilisant le maximum de vraisemblance, on fera I’hypothése que la matrice M
est de rang plein p.

— Maximum de vraisemblance [8, 122]

La fonction de vraisemblance est la densité jointe des observations, vue comme une
fonction des paramétres inconnus. L’estimation par mazimum de vraisemblance (MV, ou
Mazimum Likelihood, ML) consiste & chercher une combinaison de valeurs des paramétres
qui maximise la fonction de vraisemblance, ou de fagon équivalente son logarithme, appelé
log-vraisemblance.

On peut montrer que la log-vraisemblance correspondant & 1’échantillon Y™, sous le modéle
(2.18), s’écrit & une constante prés

‘(Y" - MB)R™H(Y™ — MB)
2

1B, 02, p|Y™) = f% nlog o + log(det(R)) + (2.30)

g

Le maximum est atteint en un point ou les dérivées partielles sont nulles. En dérivant par
rapport a (3 et égalant a zéro, on obtient

B=B()= (MR M) "MR Y™ (2.31)

On remarque que c’est aussi 'estimateur des moindres carrés pondérés de 8 quand R est
connue (voir la proposition 2.2.8) ; ici, R dépend du paramétre inconnu 1. Faisant de méme

avec o2, on obtient

9~ 1 ~ ~
*=5%(w) = ~(Y" = MB)R(Y" = MB), (2.32)
qui est un estimateur biaisé de o2 (on a tendance & sous-estimer la valeur du paramétre).

En substituant 3(¢) et 52(¢) dans (2.30), on obtient

. . 1 R
UB,6%, V™) = =3 [nloga®(v) + log(det(R(v))) + 1],
qui ne dépend que de 1. L’estimateur du MV de v s’écrit de fagon compacte

o~

) = arginin [nlog 52 (1) + log (det (R ONIE (2.33)

avec o2 (1) défini en (2.32). Connaissant 12 , on peut finalement calculer aussi les estimateurs
du MV B et 2, et les injecter dans (2.28) pour obtenir I'EBLUP du mazimum de
vraisemblance.

Il faut en général O(n3) calculs pour évaluer la vraisemblance, ce qui rend la méthode
difficile & appliquer si le nombre d’observations n est grand [161]. Concernant la recherche
du minimum de (2.33), si optimisation se fait sous contraintes relatives au paramétre
(par exemple si la forme de la covariance impose ¥; > 0, 0 < 19 < 2, ...), on peut effectuer
une reparamétrisation qui permet une optimisation sans contrainte [143]. Il est possible que
la fonction de vraisemblance soit multimodale pour certaines fonctions de covariance [115],
mais nous n’avons pas constaté ce phénoméne pour les covariances classiques présentées
en 2.1.2.3. L’existence de maxima multiples de la vraisemblance n’est pas forcément un
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probléme, et peut simplement indiquer que les données ne permettent pas de choisir entre
plusieurs valeurs des paramétres [161].

Maximum de vraisemblance restreint

Le mazimum de vraisemblance restreint, MVR (Restricted Maximum Likelihood, RML),
appelé aussi maximum de vraisemblance marginal, est une méthode visant & construire
un estimateur moins biaisé des paramétres de la fonction de covariance : en effet, lors de
I’estimation par MV, il y a un biais di au fait que le paramétre inconnu 3 est remplacé par
I’estimateur B dans les équations (2.32) et (2.33). Le prix a payer pour cette diminution
du biais est une plus grande variance des estimateurs.

L’idée est de filtrer le terme [ des données : on va chercher une application linéaire
L : R" — R" P de rang plein n — p, dont le noyau contient Im(M). De cette fagon,
on va envoyer Y dans R" P orthogonalement & sa moyenne M 3. Puisque les p colonnes
de M sont supposées linéairement indépendantes, cette méthode consiste & choisir une
matrice L, de taille (n — p) x n et de rang n — p, qui satisfasse I’égalité LM = 0 (on peut
par exemple partir de la matrice de projection P = I — M (*M M )71tM , dont on ne garde
que n — p lignes linéairement indépendantes [125] ; notons que Iestimateur du maximum
de vraisemblance restreint n’est pas défini si n < p).

On applique ensuite la méthode du MV au vecteur des données transformées

W =LY" ~N[LMB=0,0>LR(¥)'L] .

Les éléments de W sont appelés contrastes, ce sont des combinaisons linéaires des
observations dont la loi jointe ne dépend pas de . La matrice W contient p données de
moins que Y (d’ott "augmentation de la variance des estimations), mais présente I'avantage
de ne pas contenir le paramétre inconnu 3 (d’ou la diminution du biais). Nous allons voir
que l'estimation par MVR de ¢ est indépendante de la matrice L choisie.

La log-vraisemblance des données transformées s’écrit, & une constante prés,

Uo®, $[W) = —= | (n — p) log o® + log (det(LR'L)) +

tW(LRtL)lVV]
5 ) P

o2

On peut montrer (voir [68]) que cette quantité est égale, & une constante preés, a

1 Y™ — MB)R™(Y" — M3
—3 (n —p)log o + log (det(R)) + log (det("M R~ M)) + ( b) 5 ( b) ,
o
o (2.34)
qui ne dépend pas de la matrice L, avec 5 = (1)) 'estimateur du MV de (8 défini en (2.31).
Le maximum est atteint en un point ou les dérivées partielles sont nulles. En dérivant par

rapport & o2 et égalant & zéro, on obtient 'estimateur du MVR de o2,

—_ o~ 1 ~ .
02 = 02(1p) = vy — MB)R™' (Y™ — MpB). (2.35)
n—p
Remarque 2.2.17 On a o2 = [n/(n—p)]gi, avec o2 Uestimateur du MV (2.32).

On retrouve bien le terme correctif n/(n — p) utilisé habituellement pour construire un
estimateur non biaisé de .

En substituant (;\5(1#) dans (2.34), on obtient, & une constante multiplicative prés,

o6
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— n 1 — _
l(o2,|Y™) = -3 [(n — p)log a2(1)) + log (det (R(3))) + log (det (‘MR ()M)) +n — p}
qui ne dépend que de 1. L’estimateur du MVR de 9 s’écrit de fagon compacte

¥ = argmin [(n — p)log 02 (1)) + log (det (R (v))) + log (det (‘MR (1)) M))] . (2.36)

avec 02(1)) défini en (2.35). Connaissant ¥, on peut caleuler o2 et 3 = 3 (1;) et les injecter
dans (2.28) pour obtenir ' EBLUP du mazimum de vraisemblance resteint.

L’avantage du MVR est qu’il peut étre utilisé aussi pour le krigeage intrinséque (voir
I’annexe E), alors que le MV n’est pas applicable [161] : en effet, une covariance généralisée
est seulement définie pour les combinaisons linéaires admissibles des observations, qui
correspondent aux contrastes du MVR.

Validation croisée

Notons ¢ le vecteur des paramétres a estimer. La méthode d’estimation de ¢ par validation
croisée ordinaire (ordinary cross-validation, OCV) consiste & minimiser une estimation de
Ierreur de prédiction moyenne du modéle,

EPE(V) = /X E[(?(;ﬂ)—yu)ﬂ dz.

L’estimation de 'EPE s’obtient en faisant la somme des erreurs commises aux x; quand
on les prédit en utilisant les n — 1 données restantes [181]. On cherche alors

n

~ 1

¢ = argmin > @-i¢) —vi), (2.37)
=1
avec, pour i = 1,...,n, y_;(¢) la prédiction de Y (z;) obtenue & partir de toutes les données

d’apprentissage excepté (z;,y;), en utilisant la formule (2.23). Le modéle retenu sera celui
ayant la meilleure capacité de prédiction.

Une généralisation utilisant des groupes de données, appelée [-fold cross-validation,
fonctionne de la facon suivante [70] :

1. partager les n données en [ groupes de taille & peu prés égale, ce qui revient & se donner
une application II: {1,...,n} — {1,...,1} qui détermine & quel groupe appartient
la i€ observation, pour ¢ =1,...,n ;

2. calculer I'estimation par validation croisée de ’erreur de prédiction,

Vi) = - (Fn (@) — wi)”

i=1

avec y_ry) la prédiction de Y(x;) obtenue & partir de toutes les données
d’apprentissage, excepté {(z;,y;),II(j) = II(7)}, les données appartenant au méme
groupe que l'observation 7 ;

3. calculer 'estimateur de validation croisée de ¢,

~

¢ = argmin CV,(¢).
¢

o7

)
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Le cas | = n, appelé leave-one-out cross-validation, correspond a la formule (2.37), avec
(@) =¢ Vi=1,...,n.

Le choix de la constante [ n’est pas évident : si [ = n, CV; est un estimateur
asymptotiquement non biaisé de 'EPE, mais peut avoir une grande variance. Pour de
plus petites valeurs de [, CV; a une variance plus petite, mais peut étre trés biaisé si 'EPE
varie beaucoup pour un nombre de données voisin de n—n/l (le nombre de données utilisées
pour la prédiction). En pratique, on utilise souvent [ =5 ou [ = 10.

Pour d’autres extensions de la validation croisée, on pourra consulter [70, 182].
Remarque 2.2.18 /31, 161] Dans le cas d’un modéle de krigeage, la validation croisée
ne permet pas d’estimer le paramétre de variance o2, car celui-ci n’intervient pas dans la
formule du prédicteur (2.23), et donc pas non plus dans ’équation (2.37). Une fagon de
prendre en compte l’ensemble des parameétres est d’évaluer

nooe 2
Iy =il ~ i) (2.38)
i EQM_;(9)
avec E/Qﬁ_i UVEQM empirique en x; obtenue & partir de toutes les données d’apprentissage
excepté (z;,v;), en utilisant la formule (2.24). On cherchera les valeurs de ¢ telles que (2.58)
soit proche de 1 (l'idée est que le numérateur est en moyenne égal au dénominateur).
— EBLUP bayésien
Par une mise en perspecive bayésienne du krigeage (voir I'annexe C), on obtient un
prédicteur qui prend en compte 'information a priori dont on dispose sur la répartition
des parameétres 3,02, 1.
Aprés s’étre donné une densité de probabilité f(3,02,1) résumant les valeurs a priori plus
ou moins pertinentes des paramétres, on calcule le prédicteur du mode a posteriori,

o~

(B,02,4) = a}gggnz? [1(B,0%,¥|Y™) +1og f(B,0°,1)] .

On construit ensuite '’ EBLUP du mode a posteriori (posterior mode EBLUP) en injectant

ces valeurs ,B\ , (/75, @/Z)\ dans I’équation (2.28). On note que la complexité algorithmique est du

méme ordre que pour le maximum de vraisemblance.
Une étude empirique présentée dans [144| tend & montrer qu'il vaut mieux utiliser le MV ou le
MVR pour obtenir un bon prédicteur de krigeage (voir aussi [202] pour une comparaison des
prédicteurs). De plus, on sait que sous certaines hypothéses de dérivabilité de la vraisemblance,
I'estimateur du MV est asymptotiquement efficace (voir le §2.3.1). On peut aussi utiliser le
maximum de vraisemblance pénalisé, voir le §2.3.2. Un des inconvénients des méthodes utilisant
la vraisemblance est le cotlit de calcul algorithmique élevé quand le nombre de données n est
grand, ainsi que l'instabilité liée a I'inversion de la matrice de covariance de taille n x n. Il existe
des méthodes d’approximation de la vraisemblance [166] ; on peut aussi utiliser des méthodes
d’approximation d’un processus gaussien par un champ aléatoire markovien gaussien (Gaussian
Markov Random Field, GMRF) |139], ou les matrices sont creuses, ce qui permet d’économiser
du temps de calcul. Pour une liste exhaustive de méthodes d’approximation, voir [136].

Remarque 2.2.19 Dans notre présentation, nous avons fait [’hypothése la plus communément
utilisée d’un processus gaussien stationnaire, et mous avons vu au §2.1.2 que cette hypothése
permet d’obtenir une justification théorique de la wvalidité de [’inférence statistique. Notons
cependant qu’il est possible d’utiliser d’autres types de fonctions de covariance : covariance
généralisée (ce qui conduit au krigeage intrinséque, voir l’annexe E), et, plus généralement,

o8



Chapitre 2 Krigeage 59

covariance non stationmaire, pour la construction et 'utilisation desquelles nous renvoyons a

[123, 165, 193).

2.3 Problémes liés & ’estimation des paramétres

Dans ce paragraphe nous commencons par rappeler de « bonnes » propriétés que 'on peut
attendre d’un estimateur, puis les propriétés asymptotiques de l'estimateur du maximum de
vraisemblance. Finalement, on constatera qu'une mauvaise estimation des paramétres, ou un
mauvais choix de la fonction de covariance, n’a pas toujours des conséquences sur la qualité du
prédicteur de krigeage. Comme dans le livre de M.L. Stein [161] d’ou sont issus la plupart des
résultats théoriques concernant le prédicteur de krigeage, les hypothéses « assez générales » des
théorémes ne sont pas détaillées a chaque fois par souci de clarté, car cela alourdirait énormément
le propos.

2.3.1 Identifiabilité, consistance, efficacité d’un estimateur

Le probléme de la possibilité ou non d’estimer correctement le vecteur des paramétres ¢ d’un
processus gaussien

{Y(x,w),x ceXcRLwe (977-77%)} ;

ainsi que les propriétés des estimateurs, sont liées a la mesure de probabilité Py caractérisant
le processus, appelée mesure gaussienne. Remarquons qu'une mesure gaussienne est caractérisée
par une fonction définie sur X (la moyenne du processus) et une fonction semi-définie positive
définie sur X x X' (la covariance du processus).

2.3.1.1 Identifiabilité

On voudrait, & partir des observations, étre capable de déterminer laquelle des mesures
(Py)gca est la bonne, avec ® I'ensemble des valeurs possibles des paramétres.

Définition 2.3.1 [161] Soient Py et Py deux mesures de probabilité sur un espace mesurable
(Q,7T). Alors :
— Py est dite absolument continue par rapport a Py si

VAe T,Pi(A) =0= Py(A) =0.

On note alors Py < Py ;
— Py et P1 sont dites équivalentes si Py < Py et P1 € Py. On note alors Py = P1 ;
— Py et Py sont dites orthogonales (ou étrangeres), si

JA e T, Py(A) =1 et P1(A) =0.
On note alors Py L P1.

Si ’on sait que la vraie mesure est Py ou Pq, alors si Py L Pq, il est possible de déterminer
laquelle est la bonne avec probabilité 1 par I'observation d’'un w € . Si Py = P;, alors peu
importe ce que l'on observe, il est impossible de déterminer quelle mesure est la bonne avec
probabilité 1. Si Py et P; ne sont ni équivalentes, ni orthogonales, alors cela dépend de ce que
I’on observe, comme illustré par I’exemple suivant.
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Exemple 2.3.2 [161] Soit Q = {—1,0,1},Py = 36_1 + 300 et P1 = 300 + 361. Po et Py ne
sont ni orthogonales, ni équivalentes. On peut savoir quelle mesure est la bonne si w = {—1} ou
w = {1}, mais pas si w = {0}.

Définition 2.3.3 [175] Soit ¢ la vraie valeur du paramétre. La mesure Py, est identifiable si

Py # Py V& F do.
Par extension, le paramétre ¢y est dit identifiable.

On peut montrer, sous des hypothéses trés générales, que deux mesures gaussiennes sont soit
équivalentes, soit orthogonales.

Théoréme 2.3.4 [161] Soient mo(-) et m1(-) des fonctions continues définies sur RY, ko(-,-) et
ki(-,-) des fonctions continues semi-définies positives sur R? x R?, et X un sous-ensemble fermé
de RY. Soient Py et Py les mesures gaussiennes définies respectivement par les structures du
second ordre (mqg, ko) et (mq,k1), caractérisant un processus gaussien défini sur X. Alors

Po L P1 ou Py = P;.

On peut déterminer 'orthogonalité ou ’équivalence de deux mesures gaussiennes en utilisant la
divergence de Kullback.

Définition 2.3.5 [161, 175] Soient Py et Py deuz mesures de probabilité, de densités respectives
po(+) et pi(-) par rapport a la mesure de Lebesgue. On appelle divergence de Kullback-Leibler
entre Py et P1 la quantité

K(Po, P1) = K(po,p1) = Ep, [log i—;] .

La divergence de Kullback est parfois appelée distance de Kullback, bien qu’elle n’ait pas les
propriétés mathématiques d’une distance.

Proposition 2.3.6 [161] (mémes hypothéses que le théoreme 2.8.4). Soit (x;),cy une
suite d’éléments distincts et denses dans X, py et pi les densités respectives du vecteur
(Y(x1),...,Y(z;)) sous Py et Py. Alors
- st K(py, 1) + K(p1,pp) —> 00 Po LPr;
7 o
- st Kpg, p1) + Kp1,pp) —> 1 <00, Po="Pr

Preuve du théoréme 2.3.4 [l suffit de montrer que la divergence de Kullback symétrisée
Ks(ph: pi) = K(p,p1) + K(pi,p))

est une fonction croissante de i, et a donc une limite finie ou infinie quand i tend vers l'infini :
on se retrouve alors dans un des deuz cas de la proposition 2.3.6 (le résultat est mentionné dans
[22], et la démonstration suivante permet de s’en convaincre). Utilisant la densité conditionnelle,
on peut écrire

p§+1(t17 o 7t’i+1) - p%(tla .. 7tl)qll(tl+1)7 l= 1727
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avec q!(-) la densité conditionnelle de Z(t;y1) par rapport a {Z(t1),...,Z(t;)} sous la loi P,. On
a donc

+1
1 1 1 1
Csti o) = [ (1o Bt + o +1p6+)

pid; phd
- /M <log L T los e )
piq pha
L [t [ st
i R poQo i D141
= /,pilog—i qi+/,p’i/10g—§qi+/,polog— qO+/ po/log
R? Py R g R 90 R? i

= Ks(pj,p}) / pl/log Zq1+/ po/log
Z O Z

Ks(pé,pi)Jr/Rmin(p’i,po)/ (log ¢} — logq())( ' —qb)

>0

Y

La proposition 2.3.6 est utilisée dans [6] pour déterminer 1’équivalence ou 'orthogonalité des
mesures gaussiennes définies par les fonctions de covariance classiques. Le processus est supposé
de moyenne nulle, défini sur un domaine rectangulaire, et de fonction de covariance s’écrivant
comme produit de fonctions de covariances mono-dimensionnelles. Les points z; sont placés pour
former une grille réguliére, ce qui simplifie les calculs.

Définition 2.3.7 [161] Soit {Py, ¢ € ®} une famille de mesures de probabilité pour un processus
aléatoire défini sur un domaine borné X. On dit que ¢ est micro-ergodique si

Vo,¢' € D,p# ¢ = Py L Py.

Dans le cas de mesures gaussiennes, sous des hypothéses trés générales, I'identifiabilité du
paramétre est équivalente a sa micro-ergodicité (théoréme 2.3.4). La micro-ergodicité permet
d’espérer pouvoir déduire les valeurs des parameétres & partir des observations issues d’une seule
trajectoire du processus, mais ce n’est pas une condition suffisante.

2.3.1.2 Consistance

La consistance d’une suite d’estimateurs, traduction hasardeuse du terme anglais consistency,
est en fait reliée aux propriétés de convergence de cette suite.

Définition 2.3.8 [175] Soit gbn Uestimateur utilisé pour estimer le paramétre ¢ & partir d’un
n-échantillon Xy,...,X,. La suite des estimateurs (gf)n) est dite :
- asymptotiquement consistante si

Vo, ¢n — b en Py-probabilité ;
n—oo
— asymptotiquement fortement consistante si

Vo, I —> & Pyeps
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La consistance de I'estimateur d’un paramétre est une propriété importante, qui indique que le
paramétre est bien estimé quand le nombre d’observations est grand.

Exemple 2.3.9 Soit X une variable aléatoire dont la moyenne E[X]| existe. L’estimateur de la

moyenne empirique
_ 1 &
Xn =~ Z; X,
1=

construit & partir de n réalisations indépendantes Xy, ..., X, de X, est fortement consistant par
application de la loi forte des grands nombres.

Si un paramétre n’est pas identifiable, il ne peut exister d’estimateur consistant du parameétre.
Cependant, la micro-ergodicité du paramétre n’implique pas l’existence d’une suite d’estimateurs
consistante [161]. Nous verrons en 2.3.2 des cas ou I'estimation des paramétres est consistante.

2.3.1.3 Efficacité

Définissons finalement la notion d’efficacité d'un estimateur, qui traduit le fait que celui-ci est
de variance minimale. Supposons que 1’on observe un vecteur aléatoire X a valeurs dans X C R?,
dont la distribution est issue d’une famille de lois distinctes {Py, ¢ € @}, avec ® un ouvert de
RP et ¢ = (¢1,...,¢p). On se propose d’estimer ¢ par maximum de vraisemblance. On note
f4(-) la densité de X sous ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue, et I(¢[z) la log-vraisemblance
correspondant a l'observation x. Pour simplifier la présentation, on supposera que l'estimateur
du MV 4/5 de ¢ est non biaisé, et que, V(¢,z) € ® x X, fy(x) > 0 et Ofy(x)/0¢; existe et est finie
pour tout i.

Définition 2.3.10 /96, 161] La fonction score est définie sur ® x X par

S(¢,x) = (Ml:l,m,p

09;
_ 1 0fy(x)
B (f¢(x) D )i=1,..,,p' (2.39)

1l s’agit donc du vecteur des dérivées partielles de la log-vraisemblance.

Puisque @ est ouvert par hypothése, tout estimateur du MV qg situé dans @ est solution des
équations du score

S(¢,z) = 0.

En observant la deuxiéme égalité (2.39), on remarque que le score mesure le taux relatif auquel
varie la densité fy en x.

Définition 2.3.11 [96] Supposons que le score est de carré intégrable pour tout ¢. On appelle
matrice d’information de Fisher la matrice

I(¢) = Ep, [S(¢, X)'S(¢, X)] ,
la moyenne du carré du score.

On peut raisonnablement penser que plus cette moyenne est grande en ¢g € P, le plus précisément
on peut estimer ¢q si c’est la vraie valeur du paramétre.
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Proposition 2.3.12 [96] Si les dérivées partielles de la fonction ¢ — [ fo(x)
s’obtenir en dérivant sous le signe intégral, alors le score est nul en moyenne, i.e.

Ep, [5(6, X)] = 0.

Preuve
Of.(x
Ep, [S(¢, X)] = /Xﬁétx) ];izi)fﬂ )d> 1
yooesD
0fp(x) o
/X 0o; d i

B 0
99 Jx
0
= 1
0 )zl D

)dx peuvent

g

Ceci se traduit par le fait que la valeur du paramétre ¢ maximise en moyenne la log-vraisemblance

pour tout ¢.

Corollaire 2.3.13 [96] Sous les mémes hypothéses qu’a la proposition 2.5.12,

Z(¢) = covp, [S(¢), S(9)] -

La matrice d’information est donc la matrice de covariance du score

cas la matrice d’information est semi-définie positive.

:on en déduit que dans ce

Voyons comment varie I'information quand le nombre d’observations indépendantes augmente.

Proposition 2.3.14 [96] Reprenons les hypothéses de la proposition 2.3.12. Supposons de plus
que les dérivées partielles secondes de la fonction ¢ — ff¢(x) dx peuvent s’obtenir en dérivant

sous le signe intégral. Alors,

Z(¢) = —Ep, [

Preuve Soienti,j € {1,...,p}.
O*1(]x)
0¢;0¢;

Donc,

_Ep, 8;b(qg|X)
i00;

et on retrouve bien le terme (i,

?1(4]X)
0¢;0¢;

} 1<i,j<p

Ofy(x) 0fy(x)

f¢(x) 09;0¢; f¢(x)2 ¢; ¢
1L fy(x)  Ol(glx) Dl(]x)
f(;ﬁ(x) 6¢Za¢j 0o; a¢] '
lz) & fy(x)
aqm a@ fow)de = | Bo06;

o 8l (gl X)al(glX) &

P 8¢z a¢] a¢za¢3
Ep Il(¢|X) 9l(¢|X)

¢ Oy o¢;

J) de la matrice d’information.

63
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La matrice Z(¢) mesure linformation apportée par une seule observation de X. Sous les
hypothéses de la proposition 2.3.12, l'information de Fisher est additive [96] : si Xi,...,X,
sont i.i.d. de méme loi que X, 'information mutuelle apportée par ces observations est égale a n
fois I'information individuelle. En effet,

Pl X1, ..., Xn
7,(0) = —p,| ]

O*1(9| Xy,)
- _E
" [Z 0¢i0¢; 1<i,j<p

0%1(¢| X )]
00i0¢; |1<ij<p

1<i,j<p

— nZ(¢).

On est maintenant proches de pouvoir définir Iefficacité d’'un estimateur. Soit > la relation
d’ordre partiel sur les matrices symétriques de taille p X p,

A = B <= A — B est semi-définie positive.
Le résultat suivant donne une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais.

Théoréme 2.3.15 (Inégalité de Fréchet-Cramér-Rao, cas particulier)[62, 96, 127] Soit
X1,..., X, un échantillon de population de méme loi que X. Supposons que ® est un ouvert de
RP, et g/b\n est un estimateur sans biais de ¢ € ® (construit a partir de l’échantillon X, ...,X,)
qui admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Supposons également que la matrice
d’information de Fisher I,&gb) est inversible. Alors, sous les hypothéses de la proposition 2.3.12,
tout estimateur sans biais ¢, de ¢ vérifie

varp, (Q/b\n) = In(gb)il' (2.40)

Définition 2.3.16 [62, 127] Si la borne de Fréchet-Cramér-Rao est atteinte (1'inégalité (2.40)
est une égalité), 'estimateur ¢, est dit efficace.

Un estimateur sans biais efficace est donc un estimateur de variance minimale. Voyons maintenant
un cas de consistance et d’efficacité de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Proposition 2.3.17 [96] Soient Xy,...,X,, des v.a.i.i.d. de méme loi que X. Reprenons les
hypothéses de la proposition 2.3.14. Supposons de plus que, pour tout ¢ € @, la matrice
d’information Z(¢) est définie positive, que la densité fu(x) admet toutes les dérivées partielles
d’ordre 8 par rapport & ¢, et qu’il existe des fonction Mjy, telles que

PUglw)
oo < 1)

avec Ep¢0Mjkl(X) < oo Vi k1, ou ¢pg € ® est la vraie valeur du paramétre. Alors, avec

probabilité qui tend vers 1 quand n — oo, il existe une solution qgn = $n(X1, ..
du score telle que

., Xp) des équations

O R 6 el Vildn —0) 5 N, (0.2(8) 7).
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Si les équations du score ont une solution unique, l'estimateur du MV correspondant est donc
asymptotiquement consistant et asymptotiquement efficace sous les hypothéses de la proposition
2.3.17.

Il s’agit maintenant de transposer la théorie de 'information de Fisher au cas des processus
aléatoires [161]. Ici, {Py,» € @} est une famille de mesures définissant chacune un processus
aléatoire Y, et X, Xs,... correspond a une suite de vecteurs aléatoires d’observations de
Y (par exemple, X; = (Y (z1),...,Y(x;)) quand les observations s’effectuent une par une
séquentiellement). Notons Z,(¢) U'information obtenue a partir du vecteur d’observations X,.
Sous certaines hypothéses de régularité, ’estimateur du MV qgn vérifie

~

To(6)2 (0 — 6) —55 Np(0, ). (2.41)

Nous verrons au paragraphe suivant quel genre d’hypothéses il faut faire dans le cas d’un
processus gaussien pour avoir des résultats de convergence similaires & ceux de la proposition
2.3.17.

2.3.2 Propriétés asymptotiques de l’estimateur du maximum de vraisem-
blance

Nous nous intéressons ici aux propriétés asymptotiques du maximum de vraisemblance. Nous
commencons par rappeler les deux maniéres classiques de collecter les observations, puis citons
des résultats sous le cadre que nous rencontrerons en pratique (un domaine d’étude borné). Nous
indiquons finalement une méthode d’estimation des paramétres basée sur une pénalisation de la
vraisemblance qui permet de réduire la variance des estimateurs obtenus.

2.3.2.1 Asymptotique par expansion, asymptotique par remplissage

Reprenant 'équation (2.30), et notant ¢ = (02,) le vecteur des paramétres de la fonction de
covariance, on peut montrer que la matrice d'information Ep , | [-1"(8,c|Y™)] (voir le paragraphe
précédent) s’écrit |6, 113]

IMK™'M 0 .
Z(B,s) = ( 0 A> = diag(Zs, Z.), (2.42)
avec A = (aij);<; i<ptl la matrice symétrique définie par
1 _ _ .
aj = Gtr(RORRTIR)),  ij<p+l;
1 _ .
apy1i = ﬁtr (R 1R§), 1<p+1;
omn
p+lp+l = 254
R, = OR/0s; désignant la ¢ dérivée partielle de la matrice de corrélation. Sous certaines

conditions, on peut montrer que, asymptotiquement, [113, 114]

(£~ (-5 2) 2

donc B\ et ¢ sont asymptotiquement indépendants. On peut montrer que les estimateurs sont
consistants, et aussi que
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n

E(B—ﬁ>:o<%> ot E(e—g):I;15+o(l>, (2.44)

avec

z
5 = 1tr (I_la B) + %tr (I;lQZ) ;

2 s 89
1
Q) = Str (KK 'K K ' = Kj K 'KJK ' = K KKK
0’K
K! = 1<4i,5,k< 1.
1] 8§i8§j’ _Z’ja _P+

On retrouve en (2.44) le biais qui avait conduit & définir le maximum de vraisemblance restreint en
2.2.3, et on remarque la valeur typique 1/n. Des résultats asymptotiques, tels que ceux donnés ci-
dessus, sous-entendent que le nombre d’observations augmente d’une certaine fagon : pour obtenir
(2.43) et (2.44), il faut faire des hypothéses de type asymptotique par expansion (increasing-
domain asymptotics), c’est-a-dire augmenter le nombre d’observations tout en agrandissant le
domaine d’étude, de fagon a aller observer « loin » et obtenir beaucoup d’information sous la
forme d’observations quasi indépendantes. Des résultats analogues dans le cas du MVR sont
donnés dans [33].

Remarque 2.3.18 [199] Les termes diagonaur de [linverse de la matrice d’information
indiquent la consistance ou non des estimateurs correspondants : on peut souvent remarquer
une différence d’échelle entre les termes diagonauzr plus petits correspondant aux estimateurs
consistants, et les termes plus grands correspondant auz estimateurs non consistants.

Cependant, nous nous intéressons plutot au cas ot, pour un domaine borné X donné, le nombre
d’observations augmente & l'intérieur de la région d’étude X', ce que 'on appelle asymptotique
par remplissage (fized-domain asymptotics, infill asymptotics) [31]. 11 s’agit du cadre sous lequel
on travaille en pratique, donc les résultats obtenus asymptotiquement donneront une idée de ce
que I'on peut au mieux obtenir d’un échantillon de taille finie. Cependant, les résultats sont bien
moins forts et généraux que si I’on fait de 'asymptotique par expansion : les conditions générales
de consistance des estimateurs données ci-dessus ne sont pas valables sous des hypothéses de
type asymptotique par remplissage. Le comportement asymptotique des estimateurs est tres
différent selon le cadre sous lequel on se place, sauf dans des cas trés particuliers (par exemple,
pour un processus gaussien stationnaire de moyenne nulle dont la corrélation est connue, la
distribution limite de 52 est la méme dans les deux cas [197]). Dans le cas ou l'on fait de
I’asymptotique par remplissage, ’estimateur du MV des paramétres qui ne sont pas micro-
ergodiques ne sera généralement pas consistant [196]. On pourra consulter [93| pour un théoréme
donnant une condition suffisante de non-consistance d’un estimateur sous certaines hypothéses
de type asymptotique par remplissage.

2.3.2.2 Reésultats dans le cas de Pasymptotique par remplissage

Il existe cependant des résultats intéressants d’identifiabilité et de consistance sous certaines
hypothéses de remplissage, lorsque le processus gaussien est muni de I'une des fonctions de
covariance stationnaire classique présentées au paragraphe 2.1.2.3. La proposition suivante fait
une synthése de résultats trouvés dans la littérature.
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Proposition 2.3.19 Soit Z un processus gaussien stationnaire de moyenne nulle et fonction
de covariance k(-), défini sur un domaine borné X C R?, dont on estime les paramétres par
mazximum de vraisemblance. Alors, sous certaines hypothéses de remplissage :

- si k(1) = o? H e~YI7l (produit de fonctions de covariance de type Ornstein-Uhlenbeck),
les résultats dependent de la dimension du domaine d’étude. Si d = 1, 0% et 6 ne sont
pas identifiables séparément, mais le produit o0 est identifiable, Uestimateur du MYV est
fortement consistant et asymptotiquement normal [194]. Si d > 1, les paramétres o2 et 0;
sont tous identifiables, les estimateurs du MV sont fortement consistants, on a un résultat
de normalité asymptotique et les paramétres 0; sont asymptotiquement indépendants [195].
Si d =2, Uestimateur du MV est asymptotiquement efficace [174].

- si k(r) = o2 Hle e~ (covariance gaussienne), les paramétres o2 et 0; sont tous
identifiables. L’estimateur du MV des 0; est fortement consistant, et on a [’expression
de la vitesse de convergence [103]. Des résultats empiriques suggérent la consistance de
Vestimateur du MV de o2 [6]. On ne connait pas de résultat de normalité asymptotique.

—sik(||7]]) = 2@|7)" /(T ()2 YK, (0]|7|]) (covariance de Matérn isotrope), v > 0 connu,
d € {1,2,3}, les parameétres o et 0 ne sont pas identifiables séparément, mais le produit
0202V est identifiable et 'estimateur du MV est consistant [196].

Sik(t) = o? ngl 1/(C(v)2* 1) (0| 7:])" K, (05]7i|) (covariance de Matérn non isotrope) avec
v=23etd>3, les parameétres o2 et 0; sont tous identifiables et les estimateurs du MV

2
sont consistants [102].

2

Remarque 2.3.20 /83, 161] Pour que les estimateurs du MV ou du MVR soient asymptotique-
ment efficaces, il faut que la vraisemblance soit continue et deux fois dérivable sur l’ensemble du
domaine d’existence des paramétres. Cette condition n’est pas verifiée pour certaines fonctions
de covariance, comme les covariances sphériques dans R3

o® (1= Zlrl+ sslirl®) silirl <6
K(Hfll)z{o 20T o

si |l >0’
ot 6 > 0 est le paramétre de portée.

Il est plus difficile d’obtenir des résultats quand la moyenne du processus est non nulle. On
consultera cependant [194] dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Des résultats empiriques étendant la proposition 2.3.19 sont donnés dans [6], qui utilisent
la matrice d’information Z.. Il est montré tout d’abord d_que, pour un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck, la distribution asymptotique du paramétre 020 = 020 (qui est donnée dans [195])
peut s’obtenir & partir de I'inverse de la matrice d’information. L’idée est alors d’utiliser la matrice
d’information pour en déduire, de fagon analogue, des résultats empiriques de consistance dans
le cas d’'une fonction de covariance gaussienne, pour laquelle il n’y a pas de résultat théorique
concernant le parametre o?. Aprés avoir verifié expérimentalement dans le cas de 1, puis 2
facteurs, que o2 et 9 semblent non biaisés, et que l'inverse de la matrice d’information fournit
une bonne approximation de la variance des paramétres, il est montré que tr(Z- 1) = 0 quand
n — 00, ce qui semble indiquer, empiriquement, que ’estimation des paramétres est consistante
dans le cas d’'une fonction de covariance gaussienne (la théorie donne le résultat seulement pour
(/9\, proposition 2.3.19).

Nous verrons au paragraphe 2.3.3 que le fait de ne pas pouvoir identifier séparément chacun
des paramétres de la fonction de covariance n’est pas un obstacle pour faire de la prédiction
optimale : il suffit de bien estimer les quantités identifiables pour obtenir un bon prédicteur.
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C’est une illustration de la loi de Jeffrey [161] : les choses que l’on ne peut pas prévoir a
partir d’un grand nombre de données ne peuvent pas avoir d’influence sur la prédiction. A titre
d’illustration, on pourra consulter [196], ou les figures montrent clairement que les prédictions
sont presque identiques pour des mémes valeurs du produit ¢26 dans le cas d’un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, méme si o2 et § sont différents.

Remarque 2.3.21 [19/] Dans le cas ot les paramétres ne sont pas tous estimables, il est possible
d’en fixer un certain nombre afin de réduire le nombre d’éléments a optimiser. Par exemple, dans
le cas d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de moyenne nulle, il est équivalent de chercher

020 = argmax (o2, 6),
26
02 = argmaxl(c?,6), ou
o2
6 = argmaxl(o2,0),
0

avec O'g et Oy fizxés a priori, puisqu’au final les produits 020, o206, 0(2]9 obtenus seront identiques.

Intéressons-nous alors a la distribution asymptotique des estimateurs quand une partie des valeurs
des paramétres est fixée a priori. Si le vecteur des paramétres ¢ d’un processus gaussien n’est pas
micro-ergodique, notons ¢ = (¢, ¢, ), o ¢,, est micro-ergodique et aucune fonction non triviale
de ¢, n’est micro-ergodique. II est raisonnable de conjecturer que si ¢, est fixé a priori et ¢, est
estimé par une suite consistante 5;1 d’estimateurs du MV, alors le comportement asymptotique
des estimateurs gb/u\n est le méme que si ¢, était connu [161].

2.3.2.3 Maximum de vraisemblance pénalisé

Observant ’équation (2.43), on remarque que lorsque la matrice d’information est mal
conditionnée, la variance des estimateurs peut étre trés élevée. Ceci correspond & une fonction de
vraisemblance (ou de vraisemblance restreint) plate autour de 'optimum. Une solution possible
pour diminuer la variance des estimateurs est d’ajouter un terme de pénalisation a la log-
vraisemblance (2.30),

t(yn -1 n
1(B,02,1)) = —% nlogo? + log(det(R)) + ¥ Fﬁ)}; L Fﬁ)] - nzp/\(%‘)a
7

avec ¢ = (02,7), pa(-) une fonction de pénalisation & valeurs positives et A un paramétre
contrdlant la régularisation (cette méthode s’applique évidemment aussi au maximum de
vraisemblance restreint). Le prix & payer pour la diminution de la variance est un biais
supplémentaire sur les parameétres (c’est donc l'idée inverse du MVR). Plusieurs pénalités sont
proposées dans [98], ainsi qu'un algorithme pour estimer \, 3, o2 et 1. Sous certaines hypothéses
sur la pénalité, on peut retrouver le résultat de normalité asymptotique du maximum de
vraisemblance (2.41), montrant efficacité asymptotique de l'estimateur ainsi construit. Mais
il est suggeré dans [161] que si la vraisemblance est plate, c’est simplement que 'on ne peut rien
tirer des données (on retrouve la loi de Jeffrey).

2.3.3 Conséquences d’une mauvaise estimation des paramétres

Les performances du prédicteur lorsque les paramétres du modéle sont incorrects sont
rappelées dans un premier paragraphe, de facon heuristique, afin de pouvoir dégager des idées
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générales sans trop alourdir la présentation. Ensuite, nous voyons des méthodes alternatives & la
technique « plug-in » qui ont été proposées pour I'estimation de 'EQM dans la littérature.

2.3.3.1 Performances du prédicteur

Rappelons ici des idées générales concernant la qualité du prédicteur lorsque la structure

du second ordre (my, ko), caractérisant le processus gaussien {Y (z,w),z € X, w € Q}, est mal
estimée [161]. On constatera qu’il est possible d’obtenir asymptotiquement un prédicteur optimal
méme si le modele (mq, k) utilisé est différent de la réalité.
Dans toute la suite, on notera (mq, ko) la vraie structure du second ordre de Y et Py la mesure
gaussienne associée, et (mq, k1) la structure avec laquelle on effectue les prédictions et P; la
mesure gaussienne associée. Les BLPs en un point x obtenus & partir des n observations en
X" = {x1,...,z,}, en utilisant les modeéles (mg, ko) et (my, k1), seront notés respectivement
}/}O”(:c) et }/}1”(56) Une fagon de mesurer la qualité du prédicteur obtenu & partir des termes
incorrects (my, k1) est donnée par

B [T ~Y(@)]  Ep [T - Ty

Ep, | T3(x) ~ ¥ (@)]

—14 (2.45)

Ep [T(@) - V()]

qui mesure le ratio entre 'EQM du « faux » BLP et du « vrai » BLP (I’égalité est obtenue en
utilisant la caractérisation du BLP par orthogonalité donnée dans la remarque 2.2.15). Si 'on

souhaite également évaluer de combien on se trompe en utilisant PTEQM Ep, [171”(:6) - Y(:c)]2
donnée par le mauvais modeéle (my, k1), on calcule la quantité
~ 2
Ep, [V7(2) - V()]
(2.46)

Ep, [P7(2) - V()]

ou l'on a divisé par la vraie EQM du BLP obtenu sous le modéle (my, k;). Enongons quelques
principes généraux :

— utiliser une mauvaise fonction de covariance a un plus grand impact sur FEQM, a travers
(2.46), que sur le prédicteur, a travers (2.45) ;

— le comportement haute fréquence de la mesure spectrale (ou, de fagon quelque peu
imprécise, le comportement de la fonction de covariance a l'origine) est crucial quand
on fait de l'interpolation (de la prédiction dans l’enveloppe convexe des observations) ;
le comportement basse fréquence de la mesure spectrale (en particulier, la portée de la
covariance) a asymptotiquement peu d’effets sur I'interpolation, surtout pour les processus
les plus réguliers (mais pour un échantillon de taille finie, si la portée de la covariance
est trés petite, la prédiction est égale a la partie déterministe dés qu’on s’écarte un peu
des points observés, avec des pics trés étroits autour des points observés : on a alors une
trés mauvaise prédiction). Quand on fait de 'extrapolation (de la prédiction en dehors
de lenveloppe convexe des observations) le comportement basse fréquence de la mesure
spectrale joue un réle plus important que dans le cas de l'interpolation.

A partir de (2.45) et (2.46), il est montré dans [161] qu’utiliser la fonction de covariance gaussienne
peut donner un prédicteur acceptable méme si le vrai processus n’est pas trés régulier ; par contre
I’EQM obtenu en utilisant la covariance gaussienne a tendance a étre beaucoup trop optimiste.
C’est I'une des raisons (en plus des instabilités numériques constatées) pour lesquelles [161]
déconseille 'utilisation de la covariance gaussienne.
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On peut montrer que, sous certaines hypothéses, des mesures gaussiennes équivalentes
générent des prédicteurs asymptotiquement équivalents.

Théoréme 2.3.22 [161] Soit {Y(z,w),x € X,w € Q} un processus gaussien défini par la
structure du second ordre (mg, ko), avec X un sous-ensemble borné de R%. Soit {z;},cy une
suite de points de X. On note X™ = {x1,...,z,} Uensemble des n premiéres observations. Si les
mesures gaussiennes Py et P1, associées respectivement aux structures du second ordre (mo, ko)
et (m1,k1), sont équivalentes, alors, sous certaines hypothéses générales,

| Ep, |V1'(z) - Y ()
lim sup - ——1 = 0;
e g [V(2) — Y (2)

. Ep, |Y{(z) — Y ()
lim sup = — -1 = 0.
RN B [T (@) - Y (@)

Autrement dit, le BLP obtenu sous le modéle faux (mi,k1), ainsi que son EQM, sont
asymptotiquement uniformément optimaux (le supremum est calculé pour les x n’appartenant
pas a X™ afin de ne pas diviser par 0).

On retrouve la loi de Jeffrey : sous des conditions générales, deux mesures gaussiennes qui ne
peuvent pas étre distinguées avec grande probabilité donnent des prédicteurs identiques.

De fagon intuitive (et pas entiérement rigoureuse), on retiendra que le prédicteur sera
asymptotiquement optimal si la régularité de la fonction de covariance ki(-) a l'origine est la
méme que la régularité a l'origine de la fonction ko(-).

Remarque 2.3.23 [161] En toute rigueur, ce sont les densités spectrales f1(-) et fo(-) (§2.1.2.3)
qui doivent avoir le méme comportement haute fréquence (i.e., a l'infini).

Nous renvoyons a [162] pour des vitesses de convergence du prédicteur obtenu sous un mauvais
modele, et & [164] pour des résultats d’équivalence dans le cas non-stationnaire. Des expériences
numériques illustrant les résultats évoqués dans ce paragraphe sont présentées dans [161, 178|.

2.3.3.2 Alternatives pour l’estimation de ’EQM

Dans le cas ot les paramétres de la fonction de covariance sont inconnus et estimés, la formule
(2.24) de TEQM n’est plus valide. On peut montrer que la formule « plug-in » (2.29) sous-estime
en moyenne 'EQM, car elle ne tient pas compte de la variabilité des estimateurs : on a donc
tendance a étre trop optimiste sur la qualité du modéle.

Dans [5], un estimateur correctif empirique de 'EQM est proposé, dans le but d’améliorer la
qualité d’'un autre estimateur correctif proposé dans [69, 82, 201| et utilisé dans [4] dans le cas
d’une fonction de corrélation exponentielle. Il est montré par simulation que ce nouvel estimateur
peut étre plus proche de la réalité dans le cas d’expériences déterministes, mais que les résultats
sont comparables en présence de bruit de mesure (§2.4). Il est aussi montré que la qualité de
ces estimateurs correctifs dépend de la vraie corrélation : estimation « plug-in » de 'EQM
peut notamment s’avérer meilleure en cas de forte corrélation. C’est pourquoi, en ’absence d’une
alternative fiable, il est recommandé dans [201] d’utiliser l'estimateur « plug-in » (2.29).

Dans [40], une méthode d’estimation de 'EQM utilisant le bootstrap [47]| est proposée, qui
tient compte de la variabilité supplémentaire introduite par les estimateurs, mais cette méthode
est cotliteuse en temps de calcul.
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C’est donc tout de méme la formule « plug-in » de 'EQM (2.29) que nous utiliserons en
pratique.

2.4 Krigeage avec prise en compte d’erreur de mesure

Dans le cas oli 'on souhaite modéliser un phénomeéne physique, les observations sont entachées
d’un bruit de mesure dont il faut tenir compte pour éviter le phénoméne de sur-ajustement
(overfitting), quand le modéle a des variations trop fortes par rapport a la réalité. De plus,
construire un interpolateur basé sur des observations bruitées n’aurait pas de sens, car répéter
les observations en un méme point donne des valeurs différentes. On va donc faire de la régression
des données, et non plus de l'interpolation comme précédemment.

Nous présentons tout d’abord le modéle de krigeage correspondant, puis une méthode
permettant de modéliser un systéme informatique (déterministe) en présence d’un bruit de type
« numérique ».

6 T T T T T
® Observations
4t Modele interpolateur i
Modéle de régression

-6
-1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 2.5 — Illustration du phénomeéne de sur-ajustement (overfitting) : les prédictions données
par le modéle interpolateur (en trait fin) risquent d’étre trés éloignées de la réalité quand on
s’éloigne des données, alors qu'un modéle de régression (en trait épais) tient compte des erreurs
de mesure et présente des variations moindres.

2.4.1 Modéle de krigeage avec inclusion de bruit

Le modéle de krigeage (2.18) est modifié en y ajoutant un terme modélisant le bruit de
mesure,

Y (z) = 'm(x)B + Z(z) + (), (2.47)

ot e(z) ~ N(0,02(x)) est indépendante de Z(x) pour tout z, et de e(z’) pour tout ' # z. On
supposera la variance de bruit constante et inconnue, i.e.
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La log-vraisemblance s’écrit alors & une constante prés [51, 136]

1(B,0%, ¢, 02|Y") = —% [1og (det (6®R+ 021,)) + (Y" — MB) (>R + 021,,) " (Y" — Mﬁ)] .
(2.48)
Le paramétre o2 peut étre vu comme un terme de régularisation, la matrice 0?R + 021, étant
mieux conditionnée que la matrice 02R apparaissant dans ’équation de la log-vraisemblance
(2.30) (i.e., 'inversion est numériquement plus stable). Cette technique est d’ailleurs utilisée
dans la routine DACE [104, 105] pour améliorer le conditionnement des matrices de corrélation
dans le cas non bruité, en leur ajoutant systématiquement la matrice §1,,, avec § ~ 1071°.
On remarque que 1’on ne peut pas séparer les termes o2 et Jg dans P’équation (2.48). Aprés une
reparamétrisation en A = o2/a? [113], la log-vraisemblance se réécrit de facon similaire a (2.30)

LY — MB) (R+ AL,) " (Y™ — M)

1
1(B,02,1,\]Y") = —5 |nlog (0%) +log (det (R + AL,)) +

o? '
(2.49)
En cherchant les zéros des dérivées partielles par rapport & 3 et o2, on obtient
B=B(th,A\) = (*M(R+AL,)""M) " ""M(R+ AIL,)" Y™, (2.50)
et 1
2 =52, N) = (V" - MPB)(R + AL,) (Y™ — MB). (2.51)

Substituant B(@Z),)\) et 52(z), \) dans

—~

2.49), on obtient

(B3, AY™) = — [nlog (1, \) +log (det (R() + ALy)) + 1]

qui ne dépend que de ¥ et A. L’estimation par maximum de vraisemblance s’écrit de fagon
compacte

~ o~

(1, \) = ar(%ril)in [nloga? (¥, A) +log (det (R(v) + Al,))], (2.52)

avec 52 (1, \) défini en (2.51). Connaissant ¥ et A, on peut finalement calculer aussi 3, 52 et 632.
L’EBLUP du maximum de vraisemblance au point z( s’écrit comme en (2.28)

Yo = 'moB + Fo(R + A, L(Y" — MB), (2.53)

et TEQM empirique correspondant vaut
~ o~ SN —1
EQMj (7o) = 2 |1 = "7y(R+ \,) " '7o + z‘ﬁ(tM (R + )\In) M> v, (2.54)

avec vy = mqg — tM(E + XIn)*l?o. Si on a besoin d’une estimation de la loi a posteriori de Yy, on
utilise généralement en pratique la loi N (Yj, EQM(z0)) (revoir cependant la remarque 2.2.13).
Le modéle de krigeage ainsi construit n’est plus un interpolateur. De plus, TEQM empirique ne
vaut plus 0 aux x;, illustrant le fait qu’observer une deuxiéme fois en z; donnera une valeur
différente.

Remarque 2.4.1 En faisant X\ = 0 dans (2.53) et (2.54), on retrouve les équations de ’EBLUP
(2.28) et de VUEQM empirique (2.29) obtenues dans le cas non bruité.
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En ce qui concerne l'identifiabilité des paramétres (§2.3.1), tout dépend de la variance du bruit
o2.
Proposition 2.4.2 [161] Soient (mo,kzo,aio) et (ml,k‘l,azl) deur mesures gaussiennes pour
un processus aléatoire Y défini sur un ensemble X C R?, et {1, xa,...} une suite de points de X
dense dans X. Si X n’a pas de point isolé, et si Y est continu en moyenne quadratique (annexe
B), alors les mesures sont :

— orthogonales, si 0370 #* 05271 ;

— équivalentes, si 0270 = 052’1 et les mesures gaussiennes associées & (mo, ko) et (my, k1) sont

équivalentes.

Il est donc possible d’identifier correctement le paramétre de bruit, et par suite tout dépend
de l'identifiabilité des autres paramétres. En ce qui concerne la qualité du prédicteur sous un
mauvais modéle, il existe un analogue du théoréme 2.3.22 en présence de bruit.

Théoréme 2.4.3 [161] Soit {Y(z,w),z € X,w € Q} un processus gaussien, défini par la
structure du second ordre (mq, ko,02), avec ko(-,-) continue, et soit X un sous-ensemble borné
de R% n’ayant aucun point isolé. Soit {xi},en une suite de points de X dense dans X. On note
X" = {x1,...,x,} Uensemble des n premiéres observations, SA/O"(x) et 171"(36) les BLPs obtenus
respectivement sous les modéles (mo, ko, 02) et (my,k1,02). Si les mesures gaussiennes Py et
P1, associées respectivement auz structures du second ordre (mg,ko,02) et (mq,ki,02), sont
équivalentes, alors,

r~ 12
| Ep, |77 (@) - Y (@)
lim sup - — 5 —1 = 0;
rer\ x| B [9(2) - Y (@)
- -
| Ep, [P(2) - Y (@)
lim sup — -1 =0
e B [P (2) - Y (0)

Autrement dit, le BLP obtenu sous les hypothéses fausses (my, kl,ag), ainsi que son EQM, sont
asymptotiquement uniformément optimauz.

Les résultats disponibles sur les propriétés asymptotiques des estimateurs du MV dans le cas
bruité ne sont pas nombreux. La proposition suivante étend un résultat donné dans le cas non
bruité.

Proposition 2.4.4 [25] Soient (/75,5 et gg les estimateurs du MV d’un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck (§2.1.2.3, équation (2.11)), et D un sous-ensemble compact de R3. contenant le vecteur
des vraies valeurs des parameétres (02,0,02). Alors, sous certaines hypothéses infill, I’estimation
de 020 est consistante, lestimation de Jg est fortement consistante, et si (02,0,02) est dans
Uintérieur de D, on a

ni (020 — 020)\ ¢ 0\ (4v20.(c20)% 0
5/5_ 2) Y <O)’ V20.(020) -
nz(o? — of) 0 207

La vitesse de convergence de ’estimateur 020 est seulement en ni, contre y/n dans le cas non
bruité (voir [194] pour l'expression de la normalité asymptotique dans le cas non bruité).
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Remarque 2.4.5 1[I est également possible d’introduire un bruit aléatoire sur les entrées, en
supposant que les x;,1 < i < n, sont des variables aléatoires [32]. La propagation des incertitudes
est étudiée dans [133], ou l'on observe que les trajectoires prédites sont aplanies. Dans [50], il est
montré, sous certaines hypothéses sur la forme de la moyenne m(-) et de la fonction de covariance
k(-,-), que sik(-,-), o2 et la distribution des x; sont connus, alors, sous certaines hypothéses infill,
EQM tend vers 0 en tout point quand le nombre d’observations tend vers linfini ; en outre, pour
un échantillon de taille finie, prendre en compte le fait que les x; sont aléatoires diminue ’EQM
du BLUP (2.23) obtenu en supposant les x; fixés.

L’équivalent du krigeage avec bruit de mesure, en terme de régression régularisée dans un
RKHS, est donné dans le théoréme 1.4.4, équation (1.21).

2.4.2 Réinterpolation

Certains phénomeénes naturels difficiles & observer sont modélisés par un code informatique :
le phénomeéne est alors « observé » par simulation numérique du modéle informatique (voir
par exemple [148| pour l'utilisation d’un code informatique modélisant un réservoir pétrolier).
Lorsque le phénoméne est complexe, les simulations numériques peuvent étre trés cotiteuses en
temps de calcul. Il est alors souhaitable de construire un modéle du code informatique (un modéle
du modéle, ou meta-modéle), en utilisant par exemple le krigeage.

La sortie d’'un code informatique étant déterministe, on serait enclin a utiliser le krigeage
sans bruit de mesure. Néanmoins, la réponse peut étre entachée d’une erreur numérique non-
négligeable, diie par exemple a des problémes de discrétisation (lorsque le maillage est variable)
ou de convergence [51]. Des entrées trés proches pourront donner des valeurs trés différentes :
utiliser un modéle interpolateur produirait alors un phénoméne de sur-ajustement. Le modéle de
krigeage avec bruit de mesure n’est pas non plus satisfaisant, car ’erreur quadratique est non-
nulle aux facteurs d’entrée observés, alors que la réponse du code est déterministe : répéter les
observations au méme facteur d’entrée donnera toujours la méme valeur de sortie. On souhaiterait
construire un modéle qui ne soit pas un interpolateur, mais dont ’erreur quadratique soit nulle
aux facteurs observés : c’est 'objet de la réinterpolation.

Le principe de la méthode est le suivant [51] :

1. construire le prédicteur de krigeage avec bruit de mesure a partir des données
d’apprentissage Y™ = Hy(x1),...,y(x,)),
Y (x0) = 'moB + (R + N,,) " (Y™ — MB), (2.55)

avec 8 donné en (2.50) ;

2. calculer le vecteur des prédictions aux facteurs observés x;, donné par le modéle de krigeage
avec bruit de mesure,

~ ~

yr o = t(Y(:cl), o ,Y(xn))
= MB+ R(R+\L,,) '(Y" - MB); (2.56)
3. calculer le prédicteur de krigeage sans bruit, & partir du vecteur des « observations » Y.?,
en utilisant les valeurs des paramétres de corrélation obtenues a 1’étape précédente,
Y, (w0) = 'mof; + R R (Y — MB,),

avec

~ ~ —1 ~
B, = (tMR_1M> MRV, (2.57)
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Le prédicteur ?r(:co) satisfait & nos attentes : ses variations sont plus douces qu’un modéle qui
soit un interpolateur pour les données observées avec bruit Y, et 'erreur de prédiction est nulle
aux facteurs observés. Les valeurs des prédicteurs Y, (o) et Y (z) sont en fait identiques. En
utilisant (2.56) et (2.57), on montre tout d’abord que 3; = f3 :

~

B = (tM§_1M> 71tM§—1an
(tMﬁrlM) - (tM]TTlMB +IMRTIR(R + ML) (Y — MB))
- B+ (ME*M) o (tM(E FAL)TIY - (R + an)*lM@
= B,
ol la derniére égalité vient de I’expression de B\ donnée en (2.50). On a donc, pour tout =g € X,

V(o) = ‘'mof; + TRV — MB,)
= ‘tmoB 4+ R R(Y — MB)
= 'moB+ TR R(R+ AL,) " (Y™ — MJ)
= 'mofB + To(R+ N, (Y" — Mp)
= ?(xo).
L’EQM empijique du prédicteur ?r(xo) est calculée a l'aide de I’équation (2.29), o seul le terme

de variance o? dont I’équation est donnée par (2.32), dépend de Y;". Sa valeur en fonction du
vecteur des observations Y est donnée par

o= - MBIRT( - M)
= Ly - MART (Y - MD)
= %t(yn — MB)(R + AL,) 'R(R+ AL,) (Y™ — MB), (2.58)

ou la derniére égalité a été obtenue en utilisant (2.56).

En résumé, nous avons ainsi construit un prédicteur qui n’est pas un interpolateur, mais
dont lerreur de prédiction est nulle aux facteurs observés (voir la figure 2.6, o les cercles
pleins représentent les observations ; le modéle de réinterpolation est tracé en trait continu, les
intervalles de confiance & 95% en trait discontinu). Le prédicteur (2.55) est obtenu par krigeage
avec bruit de mesure. L’EQM empirique est calculée & partir des valeurs des paramétres de
moyenne et de corrélation obtenues avec le modeéle bruité, mais en utilisant I’équation (2.29) de
I'EQM empirique sans bruit de mesure. La variance est estimée en utilisant la formule (2.58).
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0.6k Modele de réinterpolation| . 0 e
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FIGURE 2.6 — Illustration de la technique de réinterpolation. Les observations sont représentées
par les cercles pleins, le modéle de réinterpolation en trait continu et les intervalles de confiance
a 95% en trait discontinu. On remarque que méme si le modeéle ne passe pas par les observations,
Ierreur de prédiction vaut 0 en ces points.
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Plans d’expériences

La planification d’expériences correspond au choix des combinaisons des valeurs des facteurs
d’entrée, les points ou essais (trials, runs) x1, ..., x, du domaine expérimental X C R?, auxquels
on va effectuer les mesures. Un choix judicieux s’avére souvent important en pratique, car le
nombre n d’observations est fréquemment assez réduit pour des raisons de cotlit ou de durée
de mise en ceuvre des expériences. Le plan d’expériences (design of experiments, DOE) sera
alors ’ensemble des essais choisis. Il va dépendre du but de l’expérimentation : optimiser
la réponse, construire un modeéle de la relation entrées/sorties, etc. Nous présentons dans ce
chapitre différents types de plans d’expériences correspondant & des objectifs variés, appelés plans
optimauz car optimisant un certain critére. Nous considérons tout d’abord des plans cherchant
a répartir les points uniformément dans la région expérimentale, appelés space-filling designs
ou exploratory designs. Ce type de plan est utilisé lorsqu’on ne dispose d’aucune information a
priort permettant de savoir quelles parties de la région expérimentale X il est le plus intéressant
d’échantillonner. Puis nous verrons des plans optimaux pour des critéres liés a la qualité
des prédictions du modéle. Enfin, nous examinerons des algorithmes de construction de plans
d’expériences séquentiels qui, combinés avec le krigeage, permettent de faire de I'optimisation
globale d’une fonction. Pour une introduction plus détaillée aux plans d’expériences, nous
renvoyons a |45, 121].

3.1 Plans remplissant 1’espace

Les plans remplissant 'espace (« space-filling ») ont pour objectif de répartir les points
aussi uniformément que possible dans la région expérimentale. Avec un modeéle de krigeage,
ils sont utilisés quand la précision de la prédiction sur ’ensemble du domaine d’étude est une
priorité : en effet, la variance de krigeage grandit quand on s’éloigne des points, il est donc
souhaitable que ceux-ci soient éparpillés dans X. Les plans remplissant ’espace sont construits
sans faire d’hypothése sur le modéle reliant les facteurs et les réponses ; ils peuvent étre générés
aléatoirement, mais nous évitons cette approche car dans le cas de petits échantillons en grande
dimension, les points générés aléatoirement ont tendance a se concentrer a certains endroits
(phénomene de clustering [144]). Si 'on souhaite générer le plan aléatoirement, une meilleure
approche est I’échantillonnage stratifié, qui garantit une bonne équirépartition des points dans le
domaine expérimental : nous en verrons un exemple dans le cas des hypercubes latins. Pour des
détails sur les plans remplissant 1'espace générés aléatoirement, on pourra consulter [49, 144].
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3.1.1 Hypercubes latins, tableaux orthogonaux

Si ’on souhaite que les points se projettent uniformément selon certains facteurs, par exemple
si 'on pense que la réponse ne dépend que de quelques facteurs ou que le modéle est additif, un
plan construit de fagon a éparpiller les points dans I’ensemble du domaine expérimental ne sera
pas toujours satisfaisant. L’échantillonnage selon un hypercube latin est un moyen de garantir que
les projections selon chaque facteur sont uniformes. Dans la suite, un plan généré par hypercube
latin sera abusivement appelé hypercube latin.

3.1.1.1 Hypercubes latins

Définition 3.1.1 [4/9/ Un hypercube latin (Latin Hypercube Design, LHD) a n points et d
variables d’entrée, noté LHD(n,d), est une matrice de taille n x d dont chaque colonne est une
permutation de {1,... ,n}.

Nous présentons une procédure générale permettant d’obtenir un (plan généré par) hypercube
latin particulier de taille n, appelé midpoint Latin hypercube sampling ou centered Latin hypercube
sampling, dans un domaine expérimental de dimension d [49]. On commence par diviser le
domaine de variation de chacune des variables d’entrée en n intervalles de méme longueur.
L’ensemble de tous les produits cartésiens de ces intervalles constitue une partition du domaine
expérimental en n « cases ». Puis on choisit n cases, de facon & ce que les projections des centres
de chaque case soient uniformément réparties sur chacune des coordonnées. Les points du plan
sont alors placés aux centres de ces n cases. Plus formellement, voici la procédure & suivre :

— pour j =1,...,d, diviser le j¢ axe [a;,b;] en n parties égales. Les points de la subdivision

sont alors

bj*aj

bi — as
aj,a; + ,...,aj+(n—1)3n J,bj;

— se donner une matrice II = II;;, de taille n X d, dont les colonnes sont d permutations de
{1,...,n} (la matrice LHD(n,d) de la définition 3.1.1) ;
— définir les n points du plan comme étant les points de coordonnées

bl—al

bg —a .
<a1+(nﬂ—0,5) voag+ (g — 0,5)-2 d>, i=1,...,n.

n n

Des exemples d’hypercubes latins centrés de taille 6 avec deux facteurs dans [0, 1] sont présentés
sur la figure 3.1.

Remarque 3.1.2
— Comme on peut le constater sur la figure 3.1, il est possible d’obtenir, de cette maniére,
un plan dont les points sont répartis uniformément sur la diagonale du carré. Méme si les
coordonnées sont réparties uniformément, on ne peut pas dire que les points soient bien
répartis dans tout le domaine |0, 1]2 2 le plan & gauche n’est pas « space-filling ». Les plans
de gauche et de droite correspondent respectivement aux matrices de permutations

ST W N
O T W N~
ST W N
W = O N Ot
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FIGURE 3.1 — Deux hypercubes latins centrés a 6 points dans [0, 1]%.

— une fois les n cases choisies, il est possible de placer les points ailleurs qu’au centre de ces
cases. On peut aussi, par exemple, considérer une réalisation de la loi uniforme dans la
case (on fait alors de ’échantillonnage stratifié) ;

— dans le cas o les facteurs d’entrée sont aléatoires, les n
utilisant les fonctions de répartition marginales des facteurs, de facon & ce que chacune
délimite une zone de probabilité 1/n%. Le cas déterministe correspond donc a des lois
marginales uniformes [144].

d « cases » sont déterminées en

Un des intéréts des hypercubes latins est que, contrairement aux plans factoriels complets, une
projection en dimension inférieure ne fait pas apparaitre de doublon : en enlevant un ou plusieurs
facteurs, les n points ainsi définis sont encore différents.

3.1.1.2 Tableaux orthogonaux
Les tableaux orthogonaux sont une extension des hypercubes latins.

Définition 3.1.3 /49, 72] On appelle tableau orthogonal (Orthogonal Array, OA) de force t,
taille n, a d facteurs et s symboles, et on note OA(n,d,s,t), une matrice de taille n x d dont
les entrées sont les s symboles arrangés de telle maniére que toute sous-matrice de taille n x m
contienne chacune des s™ lignes possibles le méme nombre de fois pour tout m < t, ou de fagcon
équivalente, de maniére & ce que toute sous-matrice de taille n xt contienne chacune des st lignes
possibles le méme nombre de fois A\ = ns~'. Le parametre \ est appelé indice (index) du tableau.

Remarque 3.1.4 [49] Une telle matrice contenant chacune des lignes possibles le méme nombre
de fois est appelée plan factoriel complet, ou plan complet.

En pratique, la taille n du tableau est le nombre de points du plan d’expériences. Le nombre de
symboles s est le nombre de niveaux que peuvent prendre chacun des facteurs (chaque facteur
prend donc le méme nombre de niveaux).

Exemple 3.1.5 [72] Le tableau suivant est un OA(4,3,2,2).

_ =0 O
— O = O
O = = O
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La construction des tableaux orthogonaux n’est pas évidente. En général, plus la force t est
grande, plus la construction est difficile [72]. Une fois que l’on dispose d’un tableau orthogonal,
on peut appliquer la procédure présentée dans le paragraphe précédent pour obtenir les points
correspondant dans le domaine expérimental [a1,b1] X -+ X [ay, by]. Les tableaux orthogonaux
généralisent la propriété de projection uniforme sur chaque coordonnée des hypercubes latins :
si 'on projette les points d’un tableau orthogonal sur ¢ coordonnées ou moins, le résultat est
toujours une grille uniforme. Cependant, les tableaux orthogonaux n’existent que pour certaines
valeurs des paramétres : il faut en effet n = As’.

Pour beaucoup plus d’informations sur les hypercubes latins et les tableaux orthogonaux, on
pourra consulter [49, 72, 144].

Remarque 3.1.6 Nous avons vu qu’un hypercube latin (ou un tableau orthogonal) ne suffit pas
a définir un plan « space-filling », mais est relativement facile a construire. Nous présentons
dans la suite d’autres critéres de répartition des points, dont les critéres maximin et minimacz,
permettant d’obtenir des plans space-filling, mais difficiles a générer. C’est pourquoi en pratique
on cherche souvent a optimiser un hypercube latin selon un critére « space-filling », de fagon a
assurer que les points soient bien répartis (un algorithme d’optimisation est présenté dans [77]).

Une méthode de construction de plans d’expériences dont les points sont répartis uniformément
dans des sous-espaces de petite dimension, utilisant une division des sous-espaces en cellules,
ainsi qu’un algorithme d’optimisation, sont présentés dans [94].

3.1.2 Plans uniformes

L’idée des plans uniformes est de sélectionner un échantillon dont la répartition est proche de
la répartition uniforme. Comme précédemment, supposons que le domaine expérimental s’écrit
X = [a1,b1] %+ -X[ag, byg]. Notons D = {x1,...,x,} I'ensemble des n points du plan d’expériences
(auxquels on va observer la réponse). Notons

r -1 (=)

=1

la fonction de répartition de la loi uniforme sur X. Nous allons évaluer la discrépance de I’ensemble
D, c’est-a-dire I’écart entre la répartition des points de D et la répartition uniforme. Notons F),(+)
la fonction de répartition empirique des points de D, i.e.
1 n
Fn(x) = — Z ]l[a:“,oo[x---x[a:id,oo[(x)a

n <
=1

avec 1p(-) la fonction indicatrice de I'ensemble F,

1 sizxeF,;

0 sinon.

La discrépance de lensemble D, appelée aussi discrépance L™ ou discrépance étoile (star
discrepancy) s’écrit

Do (D) = sup | Fn(2) = Fu()] -
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Une discrépance plus générale est la discrépance LP,

0,0) = [ IFuto) - Futorac)”

qui tend vers la discrépance L™ quand p — oo [49]. Des plans de discrépance faible seront
considérés bien répartis ou uniformes.

Définition 3.1.7 [144/ Un plan uniforme est un ensemble D qui minimise D,(-), pour un certain
.

Une fagon de construire un plan (presque) uniforme est de chercher le plan le plus uniforme dans
la famille des hypercubes latins centrés, faciles a générer, dont la construction a été présentée plus
haut. En ce qui concerne les performances du critére de discrépance, il est montré dans [144]| que
le critére Do, n’est pas trés intuitif si il y a au moins deux facteurs : par exemple, si d = 2 et n est
pair, un plan similaire au plan & gauche de la figure 3.1 est considéré plus uniforme que le plan
dont les points sont situés sur autre diagonale. Si d = 1, le plan uniforme a n points dans [0, 1]
est 'ensemble {1/(2n),...,(2n —1)/(2n)}, 'hypercube latin centré a n points, ce qui pourrait
justifier la méthode de construction donnée ci-dessus. De nombreux tableaux orthogonaux sont
aussi des plans uniformes [49].

Les fonctions de discrépance ne sont pas bien adaptées pour construire des plans uniformes :
la discrépance L n’est pas assez sensible, et les discrépances LP ne prennent pas en compte
I'uniformité des points sur les sous-espaces de dimension inférieure de X'. De plus, les discrépances
LP ne sont pas invariantes par rotation des coordonnées, en raison du role particulier joué par
l'origine du repére. Des modifications de la fonction discrépance ont été proposées pour en
améliorer les caractéristiques, parmi lesquelles la discrépance L? modifice, la discrépance L?
centrée et la discrépance L? wrap-around ont de bonnes propriétés (les discrépances L2, L2
modifiée et L? centrée sont cependant équivalentes dans le cas d = 1). Pour beaucoup plus
d’éléments sur les plans uniformes et les fonctions de discrépance, nous renvoyons a [49]. Nous
tenterons au §4.1.1 d’appliquer la fonction de discrépance a ’ajout séquentiel de points, et
constaterons les mémes défauts que ceux évoqués ici.

Remarque 3.1.8 Une autre fagon de générer un plan uniforme est d’utiliser une suite a
faible discrépance (low-discrepancy sequence) [53]. Ces suites sont construites en subdivisant
le domaine expérimental en « cases » de méme volume (comme en 3.1.1), puis en mettant un
certain nombre de points dans chacune des cases, avant de recommencer avec des cases plus
petites. Les suites de Sobol’ par exemple semblent bien résister au phénomeéne de regroupement
(clustering) des points en grande dimension. Un grand avantage des suites de Sobol’ est que
leur construction peut se faire de fagcon séquentielle, alors que l’on ne peut pas construire un
hypercube latin a n+ 1 points a partir d’un hypercube latin & n points [144]. Les distances inter-
points sont en général plus variées, ce qui peut étre un avantage pour l’estimation des parameétres
de corrélation quand on utilise un modéle de krigeage (§2.2.3).

3.1.3 Plans construits a partir d’un critére de distance

Nous considérons ici des plans d’expériences construits & partir d’un critére utilisant une
distance, qui sert & quantifier la plus ou moins bonne répartition des points dans le domaine
expérimental. Notons X C R? le domaine d’étude, d(-,-) une distance sur X et D = {x1,...,2,}
des points distincts de X'. Nous présentons ci-dessous les critéres minimaz et mazimain introduits
dans [79].
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3.1.3.1 Maximin distance design

Une premiére fagon de voir les choses est de dire que les points de D sont bien répartis si ils
ne sont pas trop proches les uns des autres, autrement dit si

d 3.1
,min, d(@i,2;) (3.1)

est grand.

Définition 3.1.9 /49, 144] Un plan d’expériences D = {x1,...,x,} qui mazimise (3.1) est
appelé plan maximin et noté Dyiy.

On a donc

glg%f?jrépd(x“x]) zi,zrjlei%Mmd(xi’xj) = dym. (3.2)
Il n’y a en général pas unicité dans le choix d’un plan maximin a n points. On peut considérer
les plans maximin dont [l’indice (index), c’est-a-dire le nombre de paires de points séparées
d’une distance dypy,, est minimal (dans le cas ou il n’y aurait pas unicité d’un tel plan, il faut
recommencer avec la seconde plus proche distance, etc. La méthode générale est présentée ci-
dessous). L’utilisation d’un plan maximin garantit que deux points quelconques ne sont pas trop
proches, et donc que les points sont répartis dans le domaine d’étude. Les points d’un plan
maximin ont cependant tendance & étre concentrés sur les bords du domaine [79].

La construction d’un plan maximin a n points est un probléme de programmation non-
linéaire. On pourra consulter [42, 170|, qui proposent une méthode de construction d’un plan
maximin approché, économe en temps de calcul et efficace aussi dans le cas d’'un domaine d’étude
non rectangulaire (mais convexe). Les plans maximin factoriels a 2 niveaux (X = {0,1}%) sont
étudiés dans [46], avec un lien vers la théorie des codes.

Une fagon pratique de construire un plan maximin approché est de se focaliser sur les
hypercubes latins : on part de ’ensemble des hypercubes latins & n points et on choisit celui
(ou un de ceux) qui satisfait le critére maximin (3.2), appelé hypercube latin mazimin. Une fagon
trés simple de construire un hypercube latin maximin approché est la suivante : dans un premier
temps, générer un certain nombre Np d’hypercubes latins de taille n, puis choisir parmi les Np
plans obtenus celui qui est maximin. Pour comparer la « maximinité » de deux plans D et D',
on peut opérer comme suit [120] :

— dresser la liste de toutes les distances entre les points de chaque plan. Puisque les

plans contiennent n points, il y a n(n —1)/2 distanceb a calculer pour chacun d’eux,
(d;j,1 <i<mn(n—1)/2) pour Det (d;,1 <i<n(n-—1)/2) pour D’
— pour chaque plan, trier la liste des distances obtenues dans ’ordre crmssant

d1§d2§"'§dnnletd,<d, <dn(nl)a
2 2

— considérer 'ordre suivant
(di,...,dw) < (d),....d,) siFjel,...,mtel qued; =d; Vi<j, et djpq <d;-+1;

— poser que
« D’ est plus maximin que D » si (dy, ... dn(n y) =< (d,.. d’n(n 1)

La procédure sera d’autant plus efficace que Np est grand, ce qui dépendra en pratique des
contraintes de temps de calcul.
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Remarque 3.1.10 Le tri les distances inter-points est une étape trés codteuse en temps de
calcul. C’est pourquoi, pour un plan D avec distances inter-points dy ..., dnm—1), on peut utiliser
2

le critére approché
1
n(n—1)/2 P

1
¢p(D) - Z ? )
i=1 4

pour une valeur de p € N* fizée, et garder Uhypercube latin qui minimise le critére ¢p(-). Un
algorithme stochastique de construction d’un hypercube latin mazimin approché a l'aide de ce
critére est présenté dans [120], utilisant le recuit simulé (simulated annealing).

Les hypercubes latins maximin a deux facteurs sont étudiés extensivement dans [173] : il y est
montré que se restreindre aux hypercubes latins maximin permet d’obtenir des plans proches
d’un plan maximin optimal.

Remarque 3.1.11 [27] Le probléme de la construction d’un plan mazimin & n points dans
[0,1]% est équivalent au probleme de placer dans [0,1]% les centres de n sphéres, disjointes ou
d’intersection égale & un singleton, de méme rayon r, de fagon & ce que r soit le plus grand
possible.

3.1.3.2 Minimax distance design

Une seconde fagon d’utiliser la distance d(-,-) est de considérer que le plan D est bien réparti
dans X si tout point de X est assez proche d’un point de D, autrement dit si

d(z,D) = in d(z, z; 3.3
max d(z, D) = max min d(z, z;) (3.3)

est petit.

Définition 3.1.12 /49, 144] Un plan d’expériences D = {x1,...,xn} qui minimise (3.3) est
appelé plan minimax et noté Dy .

On a donc

min max d(z, D) = maxd(z, Dy ) = dm-
DCX zeX zeX

Il n’y a en général pas unicité dans le choix d’un ensemble minimax. On peut considérer les
plans minimax d’indice maximal (c’est-a-dire dont le plus grand nombre de points de X’ est a
une distance dy,n de D), mais il n'y a toujours pas unicité d’un tel plan, auquel cas on pourrait
recommencer avec une distance plus petite, mais la méthode est plus délicate & mettre en ceuvre
que dans le cas maximin du fait que ’ensemble des distances entre les points de X et D est
continu. Les points sont moins situés au bord que dans le cas d’un plan maximin [79]. Les plans
minimax sont cependant beaucoup plus difficiles & générer que les plans maximin, car la distance
doit (en théorie) étre évaluée pour tous les points du domaine.

Une étude des plans minimax factoriels a 2 niveaux (X = {0,1}%) est effectuée dans [78], ou
les performances de ces plans sont évaluées par rapport aux critéres classiques des plans factoriels.
Les hypercubes latins minimax & 2 facteurs sont é¢tudiés dans [172].

Remarque 3.1.13 27/ Le probléme de la construction d’un plan minimaz  n points dans [0, 1]%
est équivalent au probleme de placer dans [0,1]¢ les centres de n sphéres de méme rayon r qui
recouvrent X, de fagon & ce que r soit le plus petit possible.

D’autres critéres de distance existent, notamment le critére de distance moyenne, pour la
présentation duquel nous renvoyons a [144].
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3.2 Meéthodes paramétriques de construction de plans d’expé-
riences

Nous abordons ici le choix du positionnement des points en vue de construire un bon modéle.
Une fois la forme du modéle choisie, les plans sont construits de fagon a minimiser une certaine
variance : minimisation de la variance des paramétres du modéle, ou minimisation de la variance
du prédicteur. Nous présentons dans un premier temps les critéres communs utilisés dans le cas
d’un modéle de régression classique, puis leur extension au cas d’'un modéle de krigeage.

3.2.1 Modéle de régression a erreurs indépendantes

Dans le cadre de la régression classique, on souhaite construire un modéle simple de la relation
entrées-sorties, et construire la courbe correspondante appelée surface de réponse (response
surface) [86]. Quand on dispose de peu d’information sur cette relation, on cherche habituellement
a ajuster un modéle empirique qui est souvent choisi comme un polynéme de degré 1 ou 2. Plagons-
nous dans le cas d'une seule réponse pour simplifier la présentation. Dans ce cas, les données
sont supposées avoir été générées suivant la loi

yi = ‘m(@)B+ei, i=1,...,n, (3:4)

avec § € RP inconnu que l'on va chercher & estimer, et les ¢; indépendantes de moyenne

nulle et variance o2 inconnue. Dans le cas d’'un modéle polynémial de degré 1, on aura
m(z;) = (1, 2i1,...,2;4) et dans le cas d'un modele de degré 2 on pourra avoir m(x;) =
1, ziq1,..., 74, :czz’l, e ,x?d, Ti1Ti2, ..., Tid—1%iq4) [44]. Sous forme matricielle, le modéle (3.4)
se réécrit 7

Y =MpB+e,
avec Y™ =Hyy, ..., yn), M =Hm(xy),...,m(z,)) et € = Yeq,...,e,). L'estimateur des moindres

carrés de 8 est donné par R
B = (MM) "MY™,

et sa matrice de variance-covariance par
var(B) = o2('MM) . (3.5)

La variance de I'estimateur (; est donc le ¢ terme diagonal de la matrice ci-dessus. En pratique,
on estime ¢ par I'estimateur sans biais

~ 2
= Y = MBl,
(n—p)

On part de I’équation (3.5) pour construire le plan d’expériences, en remarquant que les
variances des estimateurs des moindres carrés des paramétres du modéle sont proportionnelles
aux éléments de linverse de la matrice du plan (design matriz) Ip = "M M. On va choisir la
position des n points du plan D = {x1,...,z,} de facon & minimiser ces variances. Il existe
plusieurs critéres d’optimalité pour choisir les n points du plan, parmi lesquels [66] :

— le critére le plus courant, appelé D-optimalité (D pour « déterminant »), évalue le

déterminant de la matrice du plan, que 'on va chercher & maximiser. On obtient un plan
D-optimal en cherchant

Dp € argmax det (Zp).
L1,y E€X
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— le critére de A-optimalité (A pour « average », moyenne), qui évalue la somme des variances
des estimateurs 317 . ,Bp, que 'on souhaite minimiser. On obtient un plan A-optimal en
cherchant

D} € argmin tr (Z,').
T1,..,TnEX

— un autre critére moins connu est la E-optimalité (E pour « eigenvalue », valeur propre), qui

évalue la plus petite valeur propre de la matrice du plan, que 'on cherchera & maximiser.
Le critére de D-optimalité est trés populaire du fait qu’il est invariant par transformation linéaire
des facteurs de régression ou par reparamétrisation du modeéle, alors que les critéres de A-
optimalité et E-optimalité ne sont pas invariants par changement d’échelle.

D’autres critéres prennent en compte la variance des prédictions, donnée par |66]

var [§(z)] = o 'm(z) Ip,' m(z).

Parmi ceux-ci,
— le critére populaire de G-optimalité (G pour « greatest »), qui évalue la plus grande valeur
de la variance de prédiction sur le domaine d’étude,

max var [y(x

mas var ()],
que ’on va minimiser.

— le critére de I-optimalité (I pour « intégrale »), considére la moyenne de la variance de
prédiction (que 'on souhaite minimiser)

1 / var [§(2)] u(dz),

ou i désigne une mesure d’intérét sur X'. Aprés simplification, on obtient un plan I-optimal

D7 € argmin tr{(/ m(z (dx)) Dl}.
L1,y n€X

On remarque que dans tous les cas, 'optimalité d’'un plan dépend du modéle choisi a priori.
De plus, il n’y a le plus souvent pas unicité de 'optimum. De maniére générale, le critére de
D-optimalité a tendance & placer les points au bord du domaine, alors que les critéres de A-
optimalité et G-optimalité ont plus tendance & placer les points au centre du domaine (voir
[15, 66]). Il existe d’autres critéres d’optimalité, pour lesquels on pourra consulter [100, 134]. Sous
certaines hypothéses, on peut montrer ’équivalence des critéres de D-optimalité et G-optimalité
(théoréme d’équivalence de Kiefer-Wolfowitz [15, 100, 134]).

En pratique, un plan optimal sera construit en discrétisant le domaine d’étude et en utilisant
un algorithme d’échange (voir [15, 66, 191]|). Pour la construction séquentielle de plans D-
optimaux, on pourra consulter [131].

Pour beaucoup plus de détails sur les surfaces de réponses et les plans optimaux, nous
renvoyons a 86, 134].

3.2.2 Plans d’expériences avec modéle de krigeage

Nous présentons maintenant des critéres utilisés pour construire des plans optimaux avec un
modéle de krigeage. On pourra voir que certains critéres étendent ceux présentés au paragraphe
précédent. Leur implémentation pratique est cependant plus difficile du fait que les paramétres



Chapitre 3  Plans d’expériences 86

de corrélation sont inconnus, et il faut utiliser une partie des points pour les estimer (voir la
remarque 3.2.1).

Des critéres de construction de plans d’expériences dans le but de construire un modéle
de krigeage donnant de bonnes prédictions aux points non échantillonnés sont présentés dans
[118, 140, 141, 142]. Soit Y (z),2 € X C R? un processus gaussien stationnaire de fonction de
covariance k(-,-) = o2p(-,-), et D = {x1,...,2,} 'ensemble des points que I'on cherche & placer
dans X. Aprés avoir choisi la fonction de corrélation p(-,-) du processus Y, on peut construire
le plan en utilisant I'un des critéres suivants (notons qu’ici un plan optimal va dépendre des
paramétres de corrélation) :

— échantillonnage & maximum d’entropie (Mazimum Entropy sampling) [154]. On évalue
I’entropie de la loi conditionnelle des réponses auxquelles on n’observe pas, que l'on
cherchera a minimiser de fagon & maximiser l'information apportée par les mesures. Sous
certaines hypothéses, on peut montrer [49, 144] qu'un tel plan s’obtient par

Due € argmax det(R),
L1y, E€X

avec R = (p(wi,%5)),<; j<, la matrice de corrélation des observations. Comme pour le
critére de D-optimalité, ce critére a tendance & placer les points au bord du domaine
expérimental. Pour une généralisation de cette idée, on pourra consulter [192] ;

— Integrated Mean Square Error (IMSE),

DiMse € argmin p(dz),

T1,..,Tn €X

/ EQM[Y ()]

o2

avec g une mesure d’'intérét sur X et 'EQM donnée en (2.16). Ce critére généralise la
I-optimalité, et ne place pas les points au bord du domaine ;
— Mazimum Mean Square Error (MMSE),

EQM[Y
DyMsE € argmin maxM

2 M
L1,y E€X zeX o

qui est une généralisation de la G-optimalité. Ce critére ne place pas les points au bord du
domaine, et est plus cofiteux en temps de calcul que 'IMSE.
En pratique le domaine X’ est discrétisé, car 'optimisation sur un domaine continu est délicate.
Des algorithmes de construction sont présentés dans [142], et un algorithme d’échange utilisant
le recuit simulé (Simulated Annealing, SA) [88] est proposé dans [140] (voir aussi [160] pour des
propriétés des algorithmes d’échange). Le lien existant entre critéres ME, MMSE et minimax et
maximin, pour certaines fonctions de corrélation, est établi dans |79, 118|.

La grande difficulté dans la construction des plans présentés ici est que les paramétres du
modéle sont inconnus, et un plan optimal pour certaines valeurs des paramétres pourra s’avérer
meédiocre pour d’autres valeurs. Afin de contourner cette difficulté, [141] propose d’utiliser une
valeur arbitraire mais robuste des paramétres inconnus, c’est-a-dire telle que le plan optimal ainsi
construit soit performant pour un grand nombre d’autres valeurs des paramétres. L'efficacité de
la méthode est discutable, car les plans optimaux sont en général peu robustes aux changements
de valeurs des parameétres. Il est cependant montré dans [140] que les critéres MMSE et IMSE
sont assez robustes I’'un par rapport a 'autre : un plan optimal pour le critére MMSE est quasi-
optimal pour le critére IMSE; et vice-versa.

Remarque 3.2.1 L’inconvénient des critéres de construction ci-dessus est qu’ils supposent les
parameétres de corrélation connus. Pour faire face a cette difficulté, on peut décider d’utiliser une
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partie des domnées pour estimer les parameétres dans un premier temps, puis placer les points
restants de fagon & obtenir de bonnes prédictions. Cependant, un plan adapté pour une bonne
estimation des paramétres contiendra des points proches, et n’est donc pas pertinent pour la
prédiction car il faudrait des points bien répartis dans ’espace. C’est pourquoi d’autres critéres de
construction ont €té mis au point, avec pour objectif de trouver un plan permettant de construire
un bon modéle de krigeage lorsque les parametres sont inconnus, en utilisant par exemple la
matrice d’information de Fisher (§2.3.2). Différents critéres sont proposés et comparés dans
[198, 199, 200/, ot il est observé qu’un bon plan pour la prédiction et ’estimation des paramétres
de corrélation contient des points bien répartis dans le domaine expérimental (pour la prédiction),
mais aussi quelques groupes de points proches (pour l’estimation de la corrélation). On pourra
consulter [75] pour observer linfluence du choix du plan sur la qualité de [’estimation des
parametres.

Une procédure séquentielle pour d’'un bon modéle de krigeage est présentée dans [143]. Un
premier modéle est construit & partir d’un plan initial remplissant 'espace (pour que le modéle
soit assez précis sur ’ensemble du domaine), puis le plan d’expériences est enrichi du nouveau
point

2* = argmax EQM[Y (z)],
zeX

la ou l'incertitude sur la prédiction est la plus grande. La procédure continue ainsi jusqu’a
épuisement des essais & disposition. Dans le cas ot 'on souhaite ajouter [ points a la fois, le
critére proposé est
{z7,..., 2/} = argmax det(X),
T1,...,L]EX
ot X est la matrice de covariance a posteriori, £;7 = EQM[y(z;)] et ZZP = cov[y(x;), y(z;)].
La variance de prédiction s’obtient a partir de (2.29), qui peut se réécrire [142]

BQMIT (2)] = o? ll(wx) v (5 %) (T(%))],

et, plus généralement, la covariance entre deux prédicteurs y(x;) et y(x;) s’écrit [143]

vl (w:), P (0] = o [1—(%1(%-) v (3 ) (m"”))]-

r(x;)

3.3 Optimisation de la réponse avec krigeage

L’ optimisation globale d’une fonction (i.e., la recherche de l'optimum sur l’ensemble du
domaine d’étude) est un probléme difficile, en raison notamment de la présence éventuelle
d’optima locaux multiples de la fonction. Une recherche approfondie dans le domaine d’étude
impliquant de nombreuses évaluations de la fonction est parfois impossible pour des raisons de
temps de calcul ou de cotit des mesures. Il faut alors trouver une stratégie permettant de localiser
loptimum en un nombre limité d’essais. Plusieurs approches, dans deux cadres théoriques
différents, essaient d’y remédier : des algorithmes d’optimisation déterministe n’utilisant pas les
dérivées de la fonction objectif, et des approches statistiques par des techniques s’apparentant
aux plans d’expériences.

Parmi les méthodes d’optimisation déterministes, certaines n’utilisent que les valeurs de
la fonction objectif et pas ses dérivées (que celles-ci soient calculées analytiquement ou
numeériquement), ce qui les rend utilisables pour optimiser des fonctions bruitées. Deux grandes
familles peuvent étre distinguées.
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— La premiére est constituée des méthodes d’optimisation de type Pattern Search ou Direct
Search 21, 89, 169], qui utilisent simplement des comparaisons des valeurs des réponses,
comme la méthode du simplexe dont la plus populaire est celle de Nelder et Mead.

— La seconde est formée des méthodes du type régions de confiance avec construction
d’approximations quadratiques de la fonction objectif [130]. A chaque itération, la mesure
suivante est déterminée en minimisant une approximation quadratique locale de la fonction
objectif, et le modéle quadratique est mis & jour (cette idée a été adaptée pour qu'il soit
possible de se passer des dérivées de la fonction objectif).

Mais il existe aujourd’hui des méthodes plus performantes qui sont présentées maintenant.

Une autre idée mise en ocuvre pour limiter le nombre d’essais consiste & construire des
approximations de la fonction objectif. Ce type de méthode est appelé en anglais optimization
by surrogates. Nous présentons dans la suite des méthodes d’optimisation globale utilisant un
modéle de krigeage, dont l'idée est de trouver un compromis entre 1’exploration du domaine
et Pexploitation des valeurs données par le modéle [28, 119, 152] (un modéle de régression
simple est utilisé dans [132]). On dispose ainsi d’'un modéle statistique dont l'incertitude peut
étre quantifice. A chaque itération, la mesure suivante est déterminée en optimisant un critére
réalisant un compromis entre la recherche de 'optimum du modéle et la recherche en des points
ou l'incertitude sur le modéle est la plus grande. Le plan initial est choisi de petite taille, de
fagon a échantillonner le maximum de points restant en se servant de 'information apportée par
le modéle de krigeage, et remplit ’espace pour avoir un modéle initial relativement précis sur
I’ensemble du domaine d’étude. On s’intéressera dans la suite & la détermination du minimum
global d'une fonction déterministe f(-), définie sur un ensemble compact X C R (la recherche du
maximum s’effectuerait de fagon identique en considérant la fonction — f(-)). Plusieurs critéres
ont été proposés dans la littérature, nous en présentons trois dans la suite (pour une introduction
plus détaillée a 'optimisation globale utilisant les surfaces de réponse, nous renvoyons a [80]).

3.3.1 Utilisation des bornes de confiance

L’idée de lalgorithme SDO (Sequential Design Optimization) proposé dans |28, 29| est
d’utiliser la prédiction et la variance de krigeage pour construire des bornes de confiance,
afin d’estimer en tout point du domaine la probabilité que la valeur de la fonction f(-) soit
inférieure a la valeur minimale observée jusqu’a présent. Plus précisément, aprés avoir observé
{y(z1),...,y(zn)}, dont le minimum est noté ymin, on calcule la prédiction de krigeage y(x) et la
variance associée EQMﬁ(:c) Puis on estime la borne de confiance inférieure (Lower Confidence

Bound, LCB) au point z,
LCB(2) = §(z) — by/EQM, (),

ol b est un paramétre de controle. L’idée est que si les paramétres du modéle sont connus, alors
la loi de Y (z) est gaussienne, et pour b = 1.96 par exemple on a le résultat classique

P (Y(x) < §(z) — 1.96, /EQMM(x)) — 0.025,

ce qui signifie que la valeur LCB(x) est en-dessous de la vraie valeur de la fonction Y (z) avec
grande probabilité (0.975). On n’a donc pas intérét a choisir un point  du domaine ou la valeur
LCB(x) est grande. Ainsi, l’algorithme choisit & chaque itération
x* = argmin LCB(x),
xe§G
ol G C X est une grille de points candidats (& laquelle on a retiré les observations). Ce nouveau
point est ajouté a I’ensemble des observations, et le minimum observé y,;, est mis a jour ainsi que
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I’ensemble des points candidats G. L’algorithme continue jusqu’a ce que le nombre d’évaluations
spécifié par 'utilisateur soit atteint, ou bien lorsque le critére de convergence

Ymin < Imnelél LCB(z)
est atteint, auquel cas, puisque LCB(z) est trés probablement inférieur & y(z) aux points de G,
on a certainement trouvé le minimum global.

Le choix du facteur b n’est pas évident. Indiquons seulement qu’une grande valeur de b
privilégie une recherche globale (une grande valeur de la prédiction y(z) peut étre compensée
par une grande amplitude de 'intervalle de confiance si 'incertitude est grande), alors qu’une
petite valeur de b privilégie une recherche locale, ot ’on affine le modéle seulement au voisinage du
minimum du prédicteur (I'intervalle de confiance est peu étendu autour de la prédiction). L’idée
de I'algorithme perd cependant de son sens quand b devient petit : en effet, si les paramétres
du modéle sont connus et b = 0, alors la valeur LCB(z) est en-dessous de la vraie valeur de la
fonction Y (z) avec seulement une probabilité de 50%.

3.3.2 Espérance de gain

L’espérance de gain (Expected Improvement, EI) [150, 151| est également un critére combinant
I'information apportée par la surface de réponse (il est souhaitable d’échantillonner au minimum
des prédictions) et par 'erreur de prédiction (il est souhaitable d’échantilloner 1a o la prédiction
est la plus mauvaise, afin d’améliorer la qualité de I'approximation). A chaque itération, le point
qui maximise ’espérance de gain est ajouté au plan d’expériences. Cet algorithme est appellé
EGO, pour Efficient Global Optimization.

Notons {y(z1),...,y(x,)} 'ensemble des observations déja faites, et ymin = min(y1,...,yn).
On calcule la prédiction de krigeage y() et la variance associée EQMj(x). On estime la loi a
posteriori en un nouveau point x par Y (z) ~ N (y(z), EQMz(z)) (revoir cependant la remarque
2.2.13). On définit ensuite le gain (improvement) en x par rapport a ymi, comme étant

I(.%') _ {ymin - y(CC) 51 y(fE) < Ymin ;
0 sinon.

L’espérance de gain EI(z) est l'espérance de I(x) par rapport a la loi a posteriori de Y (z) :

El(z) = Ey () [I(z)]. Cette quantité est estimée en utilisant 'estimation de la loi a posteriori de

Y (x) donnée par le krigeage. Un calcul immédiat montre que

in— ¥ Ymin—G(@) _ Ymin—9(x) : R :
E\I(x) _ (Ymin — Y(x)) @ ( %EQMﬁ(x)> + /EQM; () <\/EQTﬁ(x)> si BQM;(z) > 0;
0 si BQM,(z) =0,

(3.6)
ou ¢(+) et ®(-) désignent respectivement la densité et la fonction de répartition de la loi N'(0,1).
L’espérance de gain est grande en un point oil la valeur de la prédiction est beaucoup plus petite
que la plus petite valeur observée jusqu’a présent, ou en un point ol 'incertitude, mesurée par
la variance de krigeage, est grande.

A chaque itération, on ajoute le point ot 'espérance de gain est la plus grande,
x* = argmax ﬁ(m)
reX

En ’absence d’erreur de mesure, on n’a donc pas intérét a rééchantilloner en un x; car ’espérance
de gain vaut 0, ce qui est conforme & 'intuition puisqu’on connait déja y(z;). L’optimisation prend
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fin quand le budget de mesures disponibles est atteint, ou quand un critére d’arrét est satisfait. Le
critére d’arrét proposé mesure la valeur relative de I’espérance de gain par rapport au minimum
observé : si celle-ci est inférieure & un certain seuil

max,e v BI(z)

< &p,
’ymin’

I’algorithme s’arréte. Cet algorithme est particuliérement efficace en petite dimension, ou
Ioptimum est en général trouvé en un nombre trés restreint d’essais.

Une version plus générale de l'espérance de gain (generalized expected improvement) est
présentée dans [152]. Un entier g € N étant donné, on évalue la quantité

I5(z) = {([)ym YN V) <

Le coefficient g permet de régler le compromis entre recherche globale et locale : une grande
valeur de g privilégie une recherche globale, ot le gain est grand mais avec une probabilité faible
(les points ont tendance a étre ajoutés au maximum de la variance de krigeage), et peut étre
utilisé dans la premiére partie de 'optimisation ; au contraire, une petite valeur de g privilégie
une recherche locale, ot le gain est petit mais avec une grande probabilité (le minimum est alors
approché trés finement). Comme dans le cas g = 1, 'estimation de 'espérance de gain généralisée
a l'aide du krigeage s’obtient de fagon analytique.

Pour plus de détails sur 'algorithme EGO, on pourra consulter [81, 144|. Dans [145] les
performances de l'algorithme EGO sont comparées avec celles de critéres alternatifs proches
présentés dans [185], et des indications sont données pour l'implémentation pratique de tels
criteéres.

La convergence de ’algorithme EGO est démontrée dans [179] pour un processus centré dont
la fonction de covariance k(-,-) vérifie certaines propriétés (en particulier, le RKHS H engendré
par k(-,-) est formé de fonctions continues). La fonction a optimiser f(-) est supposée appartenir
a H, et les observations se font sans bruit de mesure. Il est montré qu’alors la suite de points
construite par l’algorithme utilisant l’espérance de gain est dense dans X, ce qui prouve le
résultat.

Remarque 3.3.1 L’inclusion de bruit de mesure dans l'algorithme EGO n’est pas évidente. Des
essais ont montré que la formule (3.6) ne donne pas de résultats satisfaisants dans le cas d’un
modeéle bruité. En pratique, nous avons remarqué que les résultats sont meilleurs en remplacant
Ymin par la plus petite prédiction donnée par le modéle de krigeage bruité, y! .. = min;—y _, y(z;),
et en prenant pour variance de prédiction celle donnée par le modéle ne prenant pas en compte
le bruit (garantissant ainsi que les observations ne se feront jamais deux fois au méme endroit,
revoir le paragraphe 2.4.2 consacré a la réinterpolation).

3.3.3 Utilisation de ’entropie
L’idée de l'algorithme TAGO (Informal Approach to Global Optimization) |180] est d’observer

au point ou 'information apportée sur la loi du minimum est maximale. Cette méthode utilise
I'entropie (§4.1.4). Comme précédemment, on note Y = {y(x1),...,y(zy)} les observations
dont on dispose, et Yymin = min(yi, ..., yn). On estime dans un premier temps les parameétres du
modele de krigeage (§2.2.3). Notons

Qx = {o € XY (2) = minY ()}
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I'ensemble (aléatoire) des minima globaux de Y () sur X'. Cet ensemble existe si les trajectoires
de Y'(-) sont continues presque siirement, ce qui est garanti par des hypothéses convenables sur
la fonction de covariance (voir le §2.1.2). On aimerait évaluer la distribution conditionnelle
pyjy»(-) de U, une variable aléatoire uniformément distribuée sur Qy. Comme il n’existe
pas de formule analytique, la solution proposée est de discrétiser le domaine d’étude X et
d’utiliser des réalisations du processus aléatoire avec une méthode de Monte Carlo. Soit donc
G ={t1,...,ty} C X une discrétisation du domaine d’é¢tude, Qg I'ensemble aléatoire des minima
globaux de Y(+) sur G et Ug une variable aléatoire uniformément distribuée sur {2g. On estime
la densité conditionnelle de Ug,

puglyn(z) = P(Ug = z|Y"), z€G,

de la facon suivante : supposons que l'on a simulé (sur G) [ réalisations conditionnelles du
processus notées z1(-),...,#/(+), et notons, pouri = 1,...,1, § = argmin, g z;(x) (si le minimum
n’est pas unique, en choisir un au hasard). Alors, on peut montrer que, Yz € G, la masse de
probabilité empirique

l
R 1
Pugly»(z) = 7D 0e.(x)
i=1

tend presque stirement vers py, |y« (z) quand [ tend vers infini. De plus, [Ug|Y ™| converge en
loi vers [U]Y"] quand G devient dense dans X'. On peut alors estimer entropie conditionnelle
de la loi du minimum apportée par une nouvelle observation au point x,

Hy(z) = HUN™, Y (2)),

par une quantité H,(z) (voir [180] pour la définition de I'entropie conditionnelle et les détails
des calculs). Le choix du nouveau point se fera en

2* = argmin H, (z).
reX
La méthode permet la prise en compte du bruit de mesure de facon naturelle. L’estimation
de la densité conditionnelle par Monte Carlo fait que la méthode est cependant plus cofiteuse en
temps de calcul que 'espérance de gain.



Chapitre 4

Maximisation de la diversité des
réponses

Nous entrons & présent au coeur de la problématique présentée dans l'introduction. On
s’'intéresse 4 un systéme inconnu f : z € X € R — Y C RY, avec un domaine atteignable
en sortie ) inconnu.

Approche théorique souhaitable, mais impossible & mettre en ceuvre. Nous sommes &
la recherche d’un critére d’ajout de points permettant de répondre au probléme inverse posé par
I’expérimentateur : une fois que ’ensemble des essais z1,...,x N aura été effectué et les réponses
YN =y, .. ,YN') observées, il faudra, pour une valeur de la réponse y € ) donnée, étre capable
de déterminer une entrée x, € & telle que f(xy) =~ y. Sil’'on modélise la réponse par un processus
gaussien Y'(+) en utilisant le krigeage (chapitre 2), une fagon de mesurer a posteriori I’éloignement
de Y(x) a y est donnée par

E|(V(x) - y)[v"]
— EQM(@) + (5(z) - v)*

avec y(x) la prédiction en x donnée par le krigeage et EQM(z) lerreur quadratique moyenne
associée. La prédiction inverse de y est alors définie par

CN(xvy)

x, = argmin (n(z,y),
zeX

qui est le point ot I'on observera si I’on souhaite obtenir une réponse proche de y, au sens de
la « distance » (n(+,-). Un critére de construction du plan d’expériences répondant au probléme
posé est donc

(ot 0k} = ongmin | / GGy )

T1,..,ENEX

avec 1 une mesure sur ) choisie de fagon & indiquer l'intérét de 'utilisateur pour les différentes
valeurs des réponses. Ce critére est malheureusement trop compliqué a implémenter en pratique.

Approche retenue : diversité des sorties. Le probléme précédent est reformulé de la fagon
suivante : on souhaite, une fois le plan construit, que les réponses obtenues soient « bien
réparties » dans le domaine atteignable ). L’idée est que si 'on sait atteindre un ensemble
de réponses bien réparti dans ), on devrait étre capable d’atteindre rapidement n’importe quelle

92



Chapitre 4 Maximisation de la diversité des réponses

réponse en utilisant les observations adjacentes et les entrées correspondantes. La notion de
« bonne répartition » d’un ensemble de points sera appelée diversité dans la suite. Nous nous
intéressons & la maniére de quantifier la diversité d’un ensemble de points, afin de pouvoir
évaluer la diversité des réponses que l'on attend d’une série de mesures : la série de mesures
qu’effectuera I’expérimentateur sera celle dont il espére qu’elle résultera en une diversité maximale
des réponses. Le terme « diversité » a été utilisé dans [183], et une étude sur le sujet a été effectuée
a 'IFP dans [168].

Rappelons que 'on dispose d’un budget fini de N mesures. Il serait peu judicieux de planifier
les N mesures en méme temps, car on ne dispose que de trés peu d’information sur la relation entre
les facteurs et les réponses. Nous allons donc supposer que 'on a déja effectué n < N mesures

{(x1,y1) .., (@n,yn)}, et allons étudier la diversité globale des n + 1 réponses y1,...,Yn+1 que
I'on attend d’une mesure supplémentaire en x,41. Il nous faut donc dans un premier temps
construire une fonction div,(y,+1) qui mesure la diversité de I’ensemble {y1,...,yn+1}. Mais

aprés avoir trouvé la réponse ;| maximisant la fonction divy,(-), encore faut-il étre capable de
trouver le facteur (ou un des facteurs) x| vérifiant y» | = f(x}, ;) ! C’est pourquoi nous allons
construire une fonction des facteurs d’entrée, qui va évaluer en z,41 la diversité attendue des
n + 1 réponses {y1,...,yn+1} (I'idée est inspirée par 'espérance de gain, présentée au chapitre
précédent). Le krigeage permet d’obtenir la loi de probabilité conditionnelle de la sortie [Y (z)|Y™]
pour chaque facteur d’entrée x (remarque 2.2.13), nous allons donc prendre la moyenne de la
fonction div, () pondérée par la densité de probabilité de la loi [Y (z)|Y™]. Au moment de choisir
le nouveau facteur d’entrée pour la prochaine mesure, c’est donc un point

x* € argmax E div,, (V,,(z)), (4.1)
reX

avec Y, (z) distribuée selon la loi de Y (x) conditionnelle & Y, qui sera choisi. Il est donc
souhaitable de trouver une fonction de diversité telle que 'espérance ci-dessus se calcule aisément
quand la loi de Y;,(z) est normale.

Plan du chapitre. Nous étudions dans un premier temps des fonctions permettant de mesurer
la diversité apportée par un point y,4+1 & un ensemble de points yi,...,yn, tout d’abord en
dimension 1 pour fixer les idées (y; € R, le systéme a une seule sortie), puis nous passons
aux dimensions du probléme pratique (y; € R? il y a 2 sorties : voir l'introduction). Nous
vérifions & chaque fois si la fonction div,,(y,+1) mesure correctement la diversité de ’ensemble
{Y1,-..,Yn+1}, Duis, si c’est le cas, nous nous assurons que l'espérance (4.1) se calcule sans trop de
difficulté. Nous voyons finalement si les fonctions de diversité ayant passé cet examen préliminaire
peuvent étre modifiées pour prendre en compte les contraintes particuliéres & ’étude, & savoir
la présence d’erreurs de mesure, les mesures qui se font par séries de 6 et le retard d’arrivée des
résultats.

4.1 Diversité dans R

L’objectif de I’étude étant de maximiser la diversité des réponses, il s’agit dans un premier
temps de quantifier ce que 'on appelle diversité d’'un ensemble de points. Nous nous sommes
intéressés & une fonction de diversité pouvant étre utilisée dans un cadre séquentiel, ¢’est-a-dire
qui, partant d’un ensemble de points existants y1, ..., ¥, donne un critére pour choisir le nouveau
point y,4+1 & ajouter de fagon & maximiser la diversité de ’ensemble {y1,...,yn, Yn+1}. Afin de
fixer les idées, nous commencons par le cas le plus simple, ot I’ensemble des points est défini
dans R.
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En pratique y n’est pas une variable indépendante que 'on peut choisir : en effet, chaque
valeur de sortie y; correspond & une observation en un facteur d’entrée z;, et le nouveau point
Yn+1 S'écrit en fait y,+1 = y(n41), avec 41 une nouvelle entrée. Par une approche bayésienne,
le krigeage fournit cependant une approximation de la loi conditionnelle de la sortie en un point z,
Y, (z) ~ N (itn(x), 02 ()). Il est donc souhaitable de disposer de fonctions de diversité permettant
la prise en compte de cette incertitude (par exemple une fonction polynomiale P(y,+1), de
sorte que 'espérance EP(Y (z,41)) puisse étre évaluée analytiquement si la loi de Y (xy,41) est
normale).

Dans la suite, nous allons tout d’abord tester la minimisation de la discrépance, qui
est une mesure du caractére uniforme d’une distribution de points. Nous testons également
la maximisation de deux fonctions du type « plus proche voisin », car ces fonctions sont
généralement simples & évaluer. Finalement, nous nous intéressons & la maximisation de
I’entropie, qui est également un critére mesurant 'uniformité de la répartition d’un ensemble
de points.

4.1.1 Etude de la fonction discrépance

Nous avons vu au §3.1.2 que la discrépance, qui est une mesure de I’éloignement de la
répartition d’'un ensemble de points & la répartition uniforme, permet de construire des plans
d’expériences remplissant ’espace (plus petite est la discrépance, meilleure est la diversité). Il
est donc intéressant de tester l'efficacité de ce critére dans le cas séquentiel. C’est 'objet de ce
premier paragraphe.

Plagons-nous dans le cas ot les points sont dans [0,1] (on se raméne aisément a ce cas

par une normalisation). Soient donc y; < yo < -+ < y, € [0,1]. On note Fy; la fonction de
répartition de la loi uniforme sur [0, 1], et F), la fonction de répartition empirique de 1’échantillon
Y™ ={y1,...,Yn}. La mesure de la discrépance LP est donnée par

Dp(Y") = [|Fn = Fu,

Souhaitant ajouter un point y,1+1 € [0,1], nous allons évaluer la discrépance de ’échantillon
{1, Yns Yn1}. Notons Dp(y) = Dp(Y™ U {y}), qui mesure la discrépance de I’ensemble
de points {yi,...,yn,y} dans [0,1]. Nous avons restreint notre attention aux fonctions de
discrépance L, L' et L? qui sont faciles a évaluer.

Proposition 4.1.1 La fonction D2 (-) est continue et affine par morceaux. Les pentes prennent
uniquement les valeurs —1,0 et 1. Si l'on suppose 0 < y13 < yg -+ < yp, < 1, D2 (-) a pour
expression analytique
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Y+ n+r1’ siy € 10,y1] N[0, n%rl Ry 1] N0, 2(n1+1)] ;
Ro 1, siy € [0,91] N[0, 735] N[0, Roal N [ — R, 115
v, siy € [0.31] N[0, 77] N [Ro,1, 1 N gy 1
Ry 1, siy €10,y1]N [n%rl, 11N [0, Ro1]:
Y, siy € [0,91] N [, 1N [Roa, 15
-y + flill, iy € [yi, yir1] N[0, Tl-lf'l] N o, flill — Riit1l;
R, 1y € [yi, yir1] N[0, nil] N [ﬁill —Riiv1,1];
—y+ 2 siy € lynyen] N [k 25 0 [0, et 5] 0 [0, Bl Rl
DS (y) = { Rijiv1, siy € [Yi,yir1] N [, 251 N[0, Ry LN [ = Ry, 1]
Yy — #_;_1’ 1Y € [Yi, Yir1] N [nip 71;;_11] N [2(2:;_11 1N [n+1 + Rijit1, 1];
R, siy € [yi,yir1] N [25, 1N [0, Ry + 72505
Y= 50y € o] N[ 10 [+ Rige, 15
—y+1, $1Y € [yn, 1] N[0, 7251 N[0, 1 — Ry ny1];
Rn,nJrl’ sty € [?/n’ 1] N [0 ﬁ] N [1 - Ry n+1, 1] ;
—y+1, siy € [yn, 11N [F35,1] N[0, 2%21})] (0,1~ Rpni1l;
Ry nt1, sty € lyn, 1] N [nLH 11N [0, Ry pt1 + n+1] 1—Rppnt1,1];
Y= o $1Y € [yn, 1] N [Q(Zjﬁ)vl] N [Rnnt1 + T 1],
avec
Rop = sup<y1L‘, (1 2 ‘ Ny - — ‘ Yi — i oo |y — — 1yn) ;
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Riit1 = SuP(yh yl—L e yi—u‘, yz—L‘, yz‘+1—i ; yi+1—ﬂ‘, )
n+1 n+1 n—+1 n+1 n+1
yn—nLH‘,l—yn) pouri=1,...,n—1;
Ryny1 = SUP(Z/h yl*; yeees | Yi T i1 y |Yi — : ‘,---7 ynn_l" Yn — n D
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Preuve Voir l'annexe G. U

Sur la figure 4.1 nous avons tracé, pour un échantillon {y1,...,y,} donné représenté par
des cercles pleins, la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0,1] en trait discontinu, la
fonction de répartition empirique de I’échantillon en trait continu, et la fonction discrépance L
en trait continu fort. On souhaite ajouter 'argument minimum g* de la fonction discrépance L,
de fagon a ce que la distribution des n + 1 points {y1,...,yn,y*} soit la plus proche possible de
la loi uniforme. Comme on peut le constater sur la figure 4.1, les minima forment un palier, ce
qui pose un probléme de détermination de I’argument minimum. De plus, les points d’abcisse
0.17,0.26, 0.28,0.52, déja présents dans I’échantillon, minimisent la fonction D’ (-) : on aura donc
tendance & ajouter des points aux mémes endroits, ce qui n’est pas bon en terme de diversité.
Cela confirme la remarque sur le manque de sensibilité de la discrépance L>° donnée dans [49)]
page 70.

Remarque 4.1.2 Nous avons aussi considéré la distance de Lévy [203] entre deux fonctions de
répartition F' et G sur R, définie par

L(F,G) =inf{e >0|F(z —¢) —e <G(z) < F(z+¢)+¢e Yr € R},
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Fonctions de répartition et discrépance L™
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FIGURE 4.1 — Fonctions de répartition uniforme (en trait discontinu) et empirique (en trait
continu fin), et fonction D2 (en trait continu fort). Les cercles pleins désignent les points du
plan courant.

et plus précisément la quantité L(Y™) = L(F),, Fy) qui mesure la distance de Lévy entre la
fonction de répartition empirique et la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0,1]. On a

L(Y™) = inf{e>0|Fy(x —¢) —e < F,(z) < Fy(x +¢) + & Vo € R}
= inf{e >0z -2 < F,(z) <x+2 Vxel01]}
= inf{e>0,|F,(z) — x| <2 Vze|0,1]}
1
et on retrouve donc, G un facteur multiplicatif prés, la quantité Doo(Y™).

La distance de Wasserstein [37, 138/ entre deur mesures de probabilité p et v définies sur un
méme espace probabilisé, ou plus précisément sa version L?

W (p,v) = XNL“vaNV E(X —Y)* = XNiﬂn}f/NV\/IEXQ +EY2 - 2EXY,

fait aussi intervenir leurs fonctions de répartition et peut étre envisagée dans ce paragraphe. On
peut montrer (voir lanneze H) que si p ~ U([0,1]) et vp(y) ~1/(n+1)(327, 0y, + 0y), alors

n+1 1 n+1

1 .
n—i—lZy?_ (n+1)2 2(21_1)y(i)’
=1 =1

Waly) = W (o vn(y) = | 5 +

96
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ol Yny1 = y. Le critere W, (y), que l'on cherche a minimiser, est tracé sur la figure 4.2
pour le méme ensemble d’observations que précédemment. On remarque que ce critére est bien
discriminant (le minimum est unique), mais peu intuitif. De plus, les calculs seront trés délicats
dans le cas de deux sorties. Nous ne retenons donc pas ce critére pour la suite de notre étude.

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.2 — Critére de distance de Wasserstein. Les cercles pleins désignent les points du plan
courant.

Etudions maintenant les fonctions de discrépance L' et L2.

Proposition 4.1.3 La fonction DY (-) est continue et polynomiale de degré 2 par morceaux. En
réarrangant {y1, - ., Yn, Ynt+1 = y} dans lordre croissant yay < y2) < -+ < Yny1), DT(+) a pour
expression analytique

1R L ) i )2 L1 ) i—1)\2
n _ = 1Y Jatgee M@ o (1Y 1 e o
Dl<y>—2;[< N R I R (U= S B E
Preuve Voir l'anneze G. U
Proposition 4.1.4 La fonction DY (-) est continue. En réarrangant {y1,...,Yn,Yn+1 =y} dans

Vordre croissant y1y < ye) <+ < Yms1), D5 (-) a pour expression analytique

1 i—1\° i \°
Dy (y) = §Z (y(i)—nJrl) _(?/(i)_n+1)

=1

. (4.2)

Preuve Voir Uannexe G. |
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Remarque 4.1.5 On peut vérifier que la formule (4.2), valable pour q = 1, coincide avec la
formule (3.5) de [49] pour R,

1 1 <1 1 n -
Doy(Y") = \\37 ~ 31, S IIa-vi)+ ) DO T — max(ywi, o)),
k=11=1 k=1 j—=1i=1
avec Yi = (Yi1,- .-, Yiq) pour i =1,... n.

Nous avons évoqué en 3.1.2 des modifications ayant été apportées a la discrépance L? pour en
améliorer les caractéristiques (le cadre L? permettant des calculs simples). Dans le cas de la
dimension 1, les discrépances modifiée et centrée étant équivalentes a la discrépance L2, il reste
la discrépance wrap-around.

Proposition 4.1.6 La fonction de discrépance wrap-around DY, (-) s’écrit, en notant y = yYn+1,

n+1

4 1 3
D T 2y — sl (1 = s — s
wa(y) =5+ 1 1? Z-Zl [2 lyi — 5l (L= lyi — y50)
7]7
Preuve Voir la formule (3.8) de [49], qui donne le résultat pour q quelconque. O

Discrépances L', L2 et wrap-around

0.7 , , : .
0.6} P ]
-~ ~Dly)
0.5} ! ]
—— D)
n
0.4} Dyal¥) | 1
0.3} ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.3 — Discrépance L' (en trait discontinu) et L? (en trait continu fin), et discrépance
wrap-around (en trait continu fort). Les cercles pleins désignent les points du plan courant.
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Observons la figure 4.3 ot sont représentées les fonctions de discrépance L', L? et wrap-
around. On remarque que les allures des fonctions DY(-) et DJ(-) sont similaires, le minimum
est situé proche de 0. L’allure de la fonction DY, (-) est en revanche complétement différente, le
minimum est situé proche de 0.44. Dans tous les cas, le critére est peu intuitif, ce qui confirme
les remarques de [49] sur l'utilisation des fonctions de discrépance dans la construction de plans
uniformes.

Nous ne retenons pas les fonctions de discrépance pour la suite de 1’étude, en raison du
caractére peu intuitif du critére d’ajout de point.

4.1.2 Etude d’une fonction de type maximin

Nous avons testé une fonction simple, inspiré du critére maximin utilisé pour construire des
plans d’expériences (§3.1.3.1), dont I'idée intuitive est que le nouveau point y,,11 doit étre le plus
éloigné possible des points déja présents {yi,...,yn}. L’échantillon Y™ = {y1,...,yn} € [0,1]
étant donné, on considére, pour y € [0, 1], la fonction de diversité

Mm(Y) = min |y — ;.
i=1...n
Remarque 4.1.7 On pourrait considérer également la fonction (A%, (y))!, pour un certain I.

Proposition 4.1.8 La fonction dy,,(-) est continue, et affine par morceaur de pentes —1 et 1.
Son expression analytique s’obtient immédiatement (en supposant y1 < ya < -+ <y ),

-y + v, sty <

. i+Yi
siy; <y < YL
Yit+yit1

2

Y —Yi,
TI\L/[m(y) = ‘ .
—Y + Yi+1, St
Y — Yn, SLY 2 Yn-

Preuve Triviale. OJ

<y <Yit1;

Sur la figure 4.4, ot nous avons tracé la fonction de type maximin djy,,(-) pour un échantillon
{y1,...,yn} donné (représenté par les cercles pleins), nous pouvons constater que les maxima
locaux de la fonction de diversité sont situés au milieu de deux points de ’échantillon, et au bord
si aucun point de I’échantillon n’y est situé. Cette fonction de diversité invite donc & ajouter un
point soit au milieu des deux points de I’échantillon les plus éloignés, soit au bord du domaine
si aucun point de I’échantillon n’en est assez prés.

Prise en compte de l’incertitude. Le critére de choix du nouveau point x est la moyenne de
la fonction dg,, (-) relativement & la densité de la loi de la sortie Y, () donnée par le krigeage,
que l'on cherche a maximiser, c¢’est-a-dire que la prochaine mesure se fera en

¥ = argmax Edy,, (Ya(x)).
reX

L’espérance ci-dessus se calcule analytiquement lorsque la loi de la v.a. Y, (z) est normale de

moyenne p, () et variance o2(x). Elle s’obtient directement a partir de 1’expression

00 - T 2
B () = o | d&m@)exp{—%}dy, (43)

en utilisant les formules donnés dans I'annexe F (la fonction dy;,, est un polynéme de degré 1).
En pratique, u,(z) et o2 () sont respectivement la prédiction et la variance de krigeage au point
x.
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Fonction de type maximin
0.18 ; ; ; .

0.16

0.14

0.12

= 0.1

© 0.08

0.06

0.04

0.02

FIGURE 4.4 — Fonction de type maximin. Les cercles pleins désignent les points du plan courant.

Remarque 4.1.9 En prenantl = 2 dans la remarque 4.1.7, on retrouve la fonction de distorsion
utilisée pour la quantification de la loi normale [124]. Il pourrait étre fructueux de s’intéresser
auxr méthodes d’optimisation de la fonction de distorsion afin d’essayer de les appliquer & notre
probléeme.

La fonction de diversité maximin, malgré son caractére « local » (sa valeur en un point
est déterminée par seulement 1 ou 2 points de Péchantillon {yi,...,y,}), semble tout-a-fait
satisfaisante dans le cadre de notre étude.

4.1.3 Etude d’une fonction de type minimax

Reprenons les hypothéses et notations du paragraphe précédent. A partir de 1’échantillon de
points Y" ={y1,...,yn},0 < yp <yo < --- <y, <1, on cherche & ajouter un point y,4+1 € [0, 1]
de fagon a maximiser la diversité de ’ensemble & n + 1 points {y1,...,Yn, Yn+1}- Une fonction
inspirée directement du critére minimax (§3.1.3.2) serait

dam? = max min [t — z|.
mM(y) t€[0,1] zeYrU{y} | |

Comme on le voit sur la figure 4.5, la fonction n’est pas trés intuitive ; de plus, les minima
forment un palier, ce qui rend 'optimisation délicate. Considérons alors une version modifiée de
la fonction précédente,
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Fonction de type minimax simple
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FIGURE 4.5 — Fonction diversité de type minimax simple. Les cercles pleins désignent les points
du plan courant.

1
n = min |t — z|d¢t,
i) = [ _min Jr—

que 'on cherche & minimiser de fagon a ce que la moyenne des distances entre l’ensemble
[0, 1]\ {y1,---,Yn,y} et U'ensemble {yi,...,yn,y} soit la plus petite possible.

Proposition 4.1.10 La fonction d}y () est un polynéme de degré 2 par morceauz, continu. Son
expression analytique s’obtient a partir des formules suivantes,

2 .
/yl min |t —z|dt = %yj —Sy+ 4, siye0,u];
0 =€V} &, sinon.
¢ i+Yi i2+ i 2 .
/%H min |t oldt = 429 7 ETYE RS sy € vl
y zeYnU{y} Wit1—y:) : sinom.
3 nt2 n2+2 . )
/1 min [t — z|dt = v~ Mgy, sty € [y 1
yn €O} (1—_2'%) ) stnon.
Preuve Immédiate. 0

Voyons la figure 4.6, ol nous avons représenté le critére de type minimax pour le méme échantillon
que précédemment représenté en cercles pleins. L’allure générale de cette fonction est (au signe

101
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prés) la méme que la fonction de type maximin du §4.1.2, sauf au bord du domaine, auquel il
est donné ici moins d’importance que dans le cas de 'autre critére (comparer la figure 4.4 et la
figure 4.6). Le nouveau point y,,11 choisi par le critére de diversité minimax est ici proche de 0.1,
alors que c’était le point 0 pour le critére de type maximin.

Fonction de type minimax

0.046
0.045
0.044
0.043
0.042
Z 0.041

0.04

0.039

0.038

0.037

0.036

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.6 — Fonction diversité de type minimax. Les cercles pleins désignent les points du plan
courant.

L’expression analytique de I'espérance Ed? (Y, (z)) se calcule trés facilement quand Y;,(x) ~
N (pn(),02(x)), en utilisant les formules données dans I'annexe F.

La fonction minimax est légérement plus compliquée que la fonction maximin. De plus, elle
donne moins d’importance aux points du bord. Or nous sommes trés intéressés par la position
(inconnue) des bords du domaine atteignable par les réponses. Nous ne retenons donc pas le
critére de type minimax pour la suite.

Nous passons maintenant & I’étude de fonctions de diversité utilisant ’entropie.

4.1.4 Fonctions utilisant ’entropie de Shannon

Le concept d’entropie a été introduit a l'origine en thermodynamique par Clausius (1865) et
Boltzmann (1870). II s’agit d’une grandeur mesurant le désordre d’un systéme. Un systéme isolé
tend vers un état d’équilibre, et son entropie augmente au fur et & mesure. Quand le systéme
atteint 1’état d’équilibre, ’entropie est maximale et le systéme est complétement désordonné,
c’est-a-dire qu’il est dans un des états qu’il peut atteindre avec équiprobabilité : ’expérimentateur
est donc dans la plus grande incertitude sur I’état final du systéme. L’entropie de Clausius-
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Boltzmann est extensive (ou additive) : si deux systémes A et B sont indépendants, alors
ent(AU B) = ent(A) + ent(B) ; dans le cas général, ent(A U B) < ent(A) + ent(B).

En théorie de linformation, l'entropie a été introduite par Shannon en 1948 [153].
Intuitivement, I’entropie de Shannon mesure la quantité d’incertitude liée & un événement
aléatoire : un événement dont la loi est uniforme présente la plus grande incertitude, son entropie
est donc maximale. A linverse, si la masse de la densité de probabilité est trés concentrée,
I'incertitude est trés petite et I'entropie est minimale. Nous allons appliquer cette mesure de la
quantité de hasard a notre probléme de fagon séquentielle : nous voulons ajouter un point 4,41
a un ensemble existant Y™ = {y1,...,yn}, de sorte que I’ensemble obtenu a n + 1 points soit de
répartition la plus uniforme possible.

Définition 4.1.11 Soit ¢(-) une densité de probabilité. On appelle entropie de Shannon de ¢,
notée H(¢p), la quantité

H(g) =~ [ ologo.

Par analogie, I'entropie d’une variable aléatoire X dont la loi a pour densité ¢(-) est H(X) =
H(¢). L’entropie de Shannon est extensive : si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors

H(X,Y)=H(X)+ H(Y).

Proposition 4.1.12 Si ¢(-) est a support compact K, le mazimum de la fonctionnelle d’entropie
H(-) est obtenu pour la loi uniforme sur IK.

L’idée reposant sur cette propriété est de placer le nouveau point y,11 de fagon & maximiser
Ientropie de la loi ayant généré échantillon {yi,...,Yn,yn+1}. La solution proposée est
d’utiliser un estimateur de la densité de cette loi. Notons que cette facon de procéder est
en contradiction avec les hypothéses du krigeage, ou l'on suppose que le vecteur aléatoire
(Y(x1),...,Y(zp),Y (x5+1)) suit une loi normale multivariée (I’ensemble {y1,...,Yn, Ynt1} n'est
donc pas un échantillon i.i.d.), mais elle permet de construire un critére de diversité cohérent.

Il existe de nombreuses méthodes permettant d’estimer I’entropie d’une loi de probabilité a
partir d’un échantillon, voir [19, 64] (et aussi [95], si ’entropie fait intervenir le carré de la densité).
Nous en avons testé deux : une méthode par substitution avec estimation de la densité par une
méthode a noyaux [48, 155, 184] et la méthode des plus proches voisins [90, 97|. Enfin, nous
avons utilisé une méthode de calcul de divergence proposée par M. Broniatowski [23] pouvant
servir & maximiser ’entropie.

4.1.4.1 Estimateurs a noyaux

Commengons par présenter la méthode d’estimation d’une densité par des noyaux, qui sera
utilisée aussi pour les autres fonctions d’entropie. Supposons que 'on dispose d’un échantillon
aléatoire Y7, ...,Y,, issu d'une densité ¢(-), continue et monodimensionnelle.

Définition 4.1.13 L’estimateur a noyaux de la densité ¢(-) s’écrit

soun -5 (15%).

La fonction k(-), appelée noyau (kernel), vérifie [ k(x)dz =1, et h est un nombre positif, appelé
pas ou largeur de fenétre (bandwidth).
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Un exemple de noyau d’utilisation commune est le noyau gaussien

k(2) = ——e %, (4.4)

la densité de la loi normale N (0, 1) (les noyaux utilisés en pratique sont généralement des densités
de probabilité unimodales et symétriques autour de 0). Les centres des noyaux sont donc situés
aux Y;, qui ont chacun une influence sur leur voisinage, puis la contribution de chaque Y; est
sommeée pour obtenir ’estimation globale.

Remarque 4.1.14 Le domaine atteignable en sortie Y étant borné, le choix du noyau gaussien,
qui n'est pas a support compact, peut sembler surprenant. Cependant, lorsque le pas est
relativement petit, la densité gaussienne tend rapidement vers 0 quand on s’éloigne des points de
l’échantillon. De plus, les calculs d’entropie sont facilités, comme nous le verrons dans la suite.

La forme du noyau n’est pas tellement importante (du moment qu’il vérifie certaines conditions
de régularité), c’est surtout le choix du pas qui est déterminant : un pas trop petit donnera une
estimation peu biaisée, mais avec une grande variance (i.e. une estimation assez fidéle, mais trés
bruitée), alors qu’une grande valeur de pas donnera une estimation trop lisse qui ne tiendra pas
suffisamment compte de la forme de la fonction que I'on cherche & estimer (une petite variance,
mais un grand biais). Afin d’établir un compromis biais-variance, on considére le critére erreur
quadratique intégrale moyenne (Mean Integrated Squared Error, MISE),

~ ~ 2
MISE{¢(-,h)} - IE/ {qb(x,h) - ¢(x)} da.
Sous des hypothéses raisonnables, on peut obtenir une expression asymptotique de ’'MISE.

Proposition 4.1.15 [18/] Supposons que :
— la densité ¢(-) est telle que sa dérivée seconde ¢" est continue, de carré intégrable, et
monotone & l'infini (i.e. monotone sur ] — oo, —M[U|M, oo[, pour un certain M >0) ;
— la largeur de fenétre dépend de n, et la suite des pas notée h,, est une suite de nombres non
aléatoire. De plus, lim,_,oc hy, = 0 et lim,, oo nh, = 00 ;
— le noyau k(-) est une densité de probabilité symétrique par rapport & lorigine, et ayant un
moment d’ordre 4 fini.

Alors,
~ 1 1 1
MISE {ﬁb(" hn)} = (k) + Zhim(k)R(qﬁ”) +o (ﬁ + hi) ;

avec R(g) = [ g(x)*dx pour toute fonction g de carré intégrable, et ps(k) = [ 22k(x)dz.

Définition 4.1.16 La quantité

AMISE {5(., h)} - %R(k‘) + ih‘lug(k)R(gb”) (4.5)

est appelée MISE asymptotique (Asymptotic MISE).

Le pas optimal, relativement au critéere AMISE, est obtenu en minimisant (4.5). En cherchant
les zéros de la dérivée, on obtient

(S

R(k) ]

hamise = [u2<k>2R<¢~>n
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La valeur correspondante de ’AMISE est

inf AMISE {5(-, h)} _

On peut donc écrire

et

utl=

inf MISE{a(.,h)} ~2 {,ug(k)2R(k)4R(¢")} :
h>0 4ns

ce qui donne une vitesse de convergence de 'ordre de n=s pour les estimateurs & noyaux. En

pratique R(¢") est inconnu, mais il existe des méthodes permettant d’obtenir h & partir d’une

estimation de R(¢"). Ne disposant que de petits échantillons, nous nous contentons de donner

deux méthodes simples, utilisant un pas constant (constant bandwidth).

— La régle de mise a U’échelle normale (Normal Scale Rule) [184]. Dans le cas ou ¢(-) est la

densité d’une loi normale de variance o2, on peut montrer que
872 R(k) ;
T2
hamisE =0 | ———5—
3#2(1@‘) n
On peut donc prendre h de la forme
872 R(k) s
~ 2
hxs = | —
3#2(]{:) n

ol & est une estimation de o. L’utilisation de la loi gaussienne (alors que la loi est inconnue)
permet d’obtenir un ordre de grandeur du pas.

— Le principe de lissage mazimal (Mazimal Smoothing Principle) [184]. Cette méthode se
base sur une majoration de hansg. En effet, pour toute densité ayant un écart-type o,

243R (k) ] %.

h <0
AMISE < [35u2(k:)2n

Une fagon de choisir h qui surestime la régularité de la densité est donc donnée par

T

Le pas /ﬁog est trop grand pour une estimation optimale de la densité, mais permet une
détermination empirique de la bonne valeur du pas : on trace tout d’abord l'estimation
de la densité obtenue pour hog, puis successivement celles obtenues pour des fractions de
ﬁos, afin de se faire une idée des caractéristiques de la densité, comme, par exemple, le
nombre de modes.
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Il existe une trés vaste littérature sur les méthodes permettant d’estimer le pas h voir par exemple
[41, 48, 155, 184]. Nous avons testé la régle de mise a ’échelle normale. Si le noyau k(+) est gaussien
(4.4), on montre facilement que R(k) = 1/(2y/7) et ua(k) =1, donc

TLN =0 —4 % 4
=0 R .6
S 3n (46)

avec 0 une estimation du paramétre o.

Estimation de la densité par des noyaux
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FIGURE 4.7 — Estimation de la densité par des noyaux, pour trois valeurs du pas h. Les cercles
pleins désignent les points du plan courant.

La figure 4.7 présente I'estimation par noyau gaussien de la densité de la loi ayant généré les
y; (représentés en cercles pleins), pour trois valeurs du pas h. Une petite valeur du pas h = 0.01
donne une densité dont les pics sont situés aux y;. Une grande valeur du pas h = ENS ~ 0.21 (o
étant estimé par 1’écart-type empirique des y;) donne une densité trés plate. Nous avons testé
une valeur intermédiaire définie de fagon empirique a partir des espacements [39],

hemp =  max Yi+1) — Y@

i=1,...n—1 6 ’ (4.7)

ou les y(;) sont rangés selon les valeurs croissantes des y;. L’idée est qu’en choisissant h de cette
fagon, la densité tombe proche de 0 entre les deux points y(;) les plus éloignés, a environ 3
écarts-types du mode (ici hemp = 0.04).
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Une fois la densité estimée, on cherche a placer le nouveau point y,41 de fagon & maximiser
I’estimation de ’entropie

~

Hp(Yny1) = — /R(ERH(” log <$n+1(t)dta (4.8)

ou lestimation $n+1(-) est construite avec I’échantillon {y1,...,yn, Ynt1}-

Estimation de I'entropie de Shannon par des noyaux
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FIGURE 4.8 — Estimation de ’entropie de Shannon par des noyaux, selon la largeur du pas. Les
cercles pleins désignent les points du plan courant.

Comparons les estimations des valeurs d’entropie obtenues en prenant les mémes pas h que
sur la figure 4.7, en faisant varier le nouveau point y = y,4+1. Dans tous les cas, le maximum
est atteint au nouveau point y = 0, ce qui est raisonnable car le y; le plus proche est éloigné :
on observe le méme résultat que sur la figure 4.4 pour la fonction de type maximin. Une valeur
de pas h trop petite pourra avoir tendance a résulter en un critére de diversité plat quant on
s’éloigne des y; (courbe en pointillés), de plus certaines valeurs de $n+1 proches de 0 poseront
probléme dans ’évaluation du logarithme (ceci étant d au fait que la gaussienne tend trés vite
vers 0 quand on s’éloigne de la moyenne). La grande valeur de pas ENS ~ 0.21, donnée par la
régle de mise a 1’échelle normale, donne un critére peu intuitif (courbe en trait fort). La valeur
empirique intermédiaire h = 0.04, calculée avec la formule (4.7), semble donner le critére le plus
réaliste, oll les maxima locaux sont situés au milieu des y; les plus éloignés, et le critére indique
qu’il n’est pas intéressant de placer le nouveau point y,41 aux endroits de forte présence des y;.

Cette méthode requiert I’évaluation numérique des intégrales du type (4.8), afin de calculer
I’estimation « plug-in » de ’entropie pour toutes les valeurs y que l'on veut tester, ce qui peut
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s’avérer contraignant en temps de calcul.

Le critére de sélection du nouveau point x est donc la moyenne de (4.8) par rapport a la densité
de la loi de la sortie Yy, (z), EH, (Y, (x)), qui doit étre évaluée numériquement, en simulant des
réalisations z1,. ..,z de la v.a. Y, (z) et prenant la moyenne

A~ o~

l
B (Va(2) = 7 Fu(z0).
=1

La valeur sélectionnée pour la prochaine mesure est finalement

2* = argmax EH, (Y, (z)).
zeX
Nous retenons la méthode d’estimation de l'entropie par des noyaux, mais nous allons
lappliquer (au paragraphe 4.1.6) a une fonction d’entropie permettant d’obtenir une formule
analytique, car pour I’entropie de Shannon 1’évaluation de la fonction diversité H, (Y, (x)), puis
de sa moyenne, sont cotiteuses en temps de calcul.

4.1.4.2 Estimation de I’entropie par plus proches voisins

Cette méthode consiste & estimer 'entropie H(¢y,+1) ol ¢pt1(-) est la densité construite a
partir de 'échantillon {y1,...,Yn,Yn+1} par Pexpression [90, 97|

1 n+1
Hn(y) = p—— > 108 Cnt1ik (4.9)
i=1

ou g
~ Cngrin = ne YV [p;(;)n} ;
q est la dimension de l'espace des sorties (ici ¢ =1) ;
— V, est le volume de la boule unité dans I'espace des sorties (Vi = 2) ;

- p,(j)n est la distance de y; & son k¢ plus proche voisin ;
_ (=)
I(x)

, ou T'(-) est la fonction gamma d’Euler T'(z) = [ t“e~"dt.

Proposition 4.1.17 [97] Si la densité ¢ est bornée, et si I, = [ ¢!(x)dx eziste pour un certain
~ ~ 2
I <1, alors Uentropie H(¢) existe, EH, — H et H, L H.
n—oo

n—oo
Remarque 4.1.18
— Pour n fizé, lorsque y = yn41 varie, l'estimateur de l’entropie est de la forme a +

bZlogp,(;)n, avec a > 0 et b > 0. Son argument maximum sera le méme que celui de
la fonction le(f)n, ce qui suggeére que les points sont bien répartis si ils sont le plus loin

possible de leur k¢ plus proche voisin (car de cette fagon Efn sera maximal) ;

— lintérét de la méthode des plus proches voisins, par rapport aux estimateurs a noyauz, est
qu’il n’y a pas a faire le choix du pas h. La méthode est aussi utilisable directement en
dimension supérieure @ 1.

Observons la figure 4.9, ol est représentée 'estimation de ’entropie de Shannon par la méthode
du 1¢" plus proche voisin en fonction des valeurs de y,+1 = y. On remarque que prendre k = 1 (1¢"
plus proche voisin) donne des résultats satisfaisants, car le comportement du critére d’entropie
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en fonction de y est similaire & la fonction de type maximin du §4.1.2 : les maxima locaux sont
situés entre les y;, et le maximum global est en 0. La seule précaution & prendre en pratique est

(4)

1, dans la formule (4.9) qui

de ne pas évaluer ﬁn trop prés des y;, a cause des termes en log p
tendent vers —oo.

Estimation de I'entropie de Shannon par 1°' plus proche voisin
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FIGURE 4.9 — Estimation de I'entropie de Shannon par la méthode du 1°" plus proche voisin. Les
cercles pleins désignent les points du plan courant.

Nous venons de voir que prendre kK = 1 peut poser un probléme si on évalue fIn en 'un des
yi, & cause du terme log0. Nous avons donc envisagé la possibilité de prendre k& = 2 (2° plus
proche voisin). Sur la figure 4.10, nous constatons que le maximum global est toujours en 0, mais
le critére est moins intuitif que pour k = 1, notamment en raison du maximum local en 0.51 qui
est situé trés prés d'un y;. Ce phénomeéne est compréhensible, car exiger qu'un point soit le plus
éloigné possible de son 2° plus proche voisin ne garantit pas qu’il soit éloigné de son 1¢" plus
proche voisin. Le critére ne convient donc pas.

Pour estimer I'espérance par rapport 4 la loi de la sortie Y, (z), E H,(Y,(z)), on simule des
réalisations de la variable aléatoire H,(Y;(z)), avec Yy (x) ~ N (pin(z), 02 (z)) (les paramétres de
la loi normale donnés par le krigeage), puis on prend la moyenne de ces réalisations comme au
paragraphe précédent. Ceci est coliteux en temps de calcul, et donne lieu & une fonction bruitée.

L’estimation de ’entropie par 1° plus proche voisin donne des résultats satisfaisants, mais
est cotliteuse en temps de calcul lorsqu’on évalue I'espérance du critére par rapport a la loi de la
v.a. Y, (x), ce qui rend la méthode inutilisable pour notre étude. Nous ne retenons pas non plus
la méthode du 2° plus proche voisin, en raison du caractére peu intuitif du critére.
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Estimation de I'entropie de Shannon par 2° plus proche voisin
0.4 ; ; ; .
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FIGURE 4.10 — Estimation de I’entropie de Shannon par la méthode du 2°¢ plus proche voisin.
Les cercles pleins désignent les points du plan courant.

4.1.4.3 Variation d’entropie et divergence

Rappelons que l'on dispose d'un échantillon Y = {yi,...,y,} issu d'une loi inconnue
de densité v, et d'un point candidat y,11 qui est en fait une variable aléatoire Y, (z) ~
N (pn(z),02(z)) dont la densité est notée ¢y, . Faisons 'hypothése que I'échantillon (Y™, yy,41)
est issu de la loi de mélange de densité

(1 - 04)¢ + O‘an,a,w (4.10)
avec &« = 1/(n + 1). On cherchera a maximiser l’entropie de cette loi de mélange. Soit la fonction
h(a) = H[(1 — )y + adn ],

avec H(¢) = — [ ¢log ¢ 'entropie de Shannon. On a :

= — / (Pnz — V) log [(1 — )y + adp ] ;

d*h(a) B / (Pnz — )?
(1—a)Y+ apns

da ‘0 - _/(%w—w)logw-

<0 (donc h(-) est concave) ;
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L’idée est de maximiser le terme — [ (¢, — 1) log e, car « étant petit, une grande valeur de
dh(e)/da| , devrait donner une grande valeur de h(«) (par un développement limité & l'ordre 1).
On peut alors faire intervenir la divergence des lois ¢y, » et ¥, K(¢p z,) (définition 2.3.5). La
deérivée de h() en 0 se réécrit

dh(a) = K¢z, ) + H(pnz) — H(),

da lo
que l'on cherche & maximiser par rapport & x. L’entropie d’une loi gaussienne est connue et vaut
[161]

1 1
H(¢n,x) = 5 + 5 log (27r) + log Un(x)

L’entropie H (1) intervient comme une constante dans la fonction que 1'on souhaite maximiser
par rapport & x. Afin d’estimer (¢, 5, 1), on utilise une méthode proposée par M. Broniatowski
[23]| (un calcul direct est impossible, car la densité 1 est inconnue : seule est connue la mesure
empirique P, liée a I'échantillon {y1,...,yn}, et K(¢nz, P) = 0o Vz). M. Broniatowski propose
une méthode pour estimer K(¢y, ,,1) & partir de la mesure empirique, que nous présentons
maintenant. Soit

Q= {Q mesure de probabilité, EQ = pu,(z), var Q = o2 (m)} .

n

On sait calculer
Q" = arginf £(Q, P,,).

QEQ:
En effet, Q* est une mesure discréte de méme support que P,, c’est-d-dire que ses poids sont
concentrés en yi,...,y,. Pour i = 1,... n, les poids de la mesure QQ* sont donnés par

*

4 = Q*(yi) = piexp {ao + a1(yi — pn(@)) + a2 [(yi — pn(2))* — o2(2)] },
oup;, =1/n,i=1,...,n, sont les poids de la mesure empirique P,. Les coefficients ag, a1 et ag
sont obtenus & partir des contraintes suivantes, conséquences de la définition de 2.

n
- g =1;
=1
n
= q (yi — pn()) = 0;
=1

Y @) = o).

=1
Finalement, K(Q*, P,) = >, ¢} log (¢} /pi) estime K(¢y, 5,). Le probléeme de cette méthode est
que le systéme d’équations ci-dessus n’a pas toujours de solution (imaginer le cas ou la moyenne
prédite uy,(z) serait plus petite que tous les y;). Pour les cas que nous avons testés, le systéme
avait en fait trés peu souvent de solution. La fonction & maximiser n’était alors pratiquement
définie nulle part.

Remarque 4.1.19 11 est possible d’utiliser la divergence du x?* [85] a la place de la divergence
de Kullback-Leibler. On obtient alors un systéme d’équations linéaires pour ag, a1, as. Cependant
dans de nombreuz cas testés, les poids q; obtenus étaient négatifs.

Ces méthodes d’estimation de la divergence semblent donc inutilisables pour notre probléme.

Les méthodes utilisant ’entropie de Shannon, estimée par des noyaux ou par la méthode
du premier plus proche voisin, donnent des résultats satisfaisants, excepté en ce qui concerne le
temps de calcul. C’est pourquoi nous décidons de tester d’autres fonctions d’entropie.
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4.1.5 Entropie de Rényi

Les résultats obtenus par ’entropie de Shannon ne s’étant pas révélés tout-a-fait satisfaisants
pour notre probléme, en raison du coiit de calcul élevé, nous avons testé une autre fonction
d’entropie, appelée entropie de Rényi.

Définition 4.1.20 [97] Soit ¢(-) une densité de probabilité. On appelle entropie de Rényi d’ordre
L(l#1) de ¢, et on note H(¢), la quantité

Hi(¢) = 11_l10g/¢l

1 1
= 7 _llogWHz-

Proposition 4.1.21 [97] Lorsque | — 1, Uentropie de Rényi H[(¢) tend vers l’entropie de
Shannon Hi(¢) = — [ ¢log ¢.

Nous nous sommes en particulier intéressés a I'entropie de Rényi d’ordre 2

H3(¢) = —log/¢2
= —log| 9|3,

qui permet de simplifier les calculs lorsque ¢y, ,, ,, (-) est estimée par des noyaux gaussiens, suivant

1 . 1 (y— ?/')2
10} = E xp{ — 22 % 4.11
n,Yn+1 (y) ntl £ o € p{ 2h2 } ( )

Proposition 4.1.22 Si ¢y, ,(-) est la densité (4.11), alors

) 1 G (v —y))*
HQZ)TL,yn+1H2 _ \/%\/W(n—i- 1 2 Z eXP{ 4h2 }

2,j=1
Preuve Donnée dans le cas général multidimensionnel, voir la proposition 4.2.2 page 118. 0O

N

a4 maximiser ’entropie de Rényi. On
remarque que par rapport a ’entropie de Shannon, 'entropie de Rényi d’ordre 2 a une expression
analytique (mais nous verrons que sa moyenne par rapport a la loi de la sortie Y,,(z) ne s’écrit
pas sous forme analytique).

Comparons la figure 4.11, ou est tracée 'entropie de Rényi de la densité de I’échantillon
{y1,---,yn,y} (les y; sont les cercles pleins), pour différentes valeurs du pas h, avec la figure 4.8
ou est tracée I'entropie de Shannon estimée par des noyaux. Les résultats sont trés similaires,
mais les calculs sont ici beaucoup plus faciles. Nous remarquons également I'influence du pas h,

On cherchera y,4+1 minimisant cette quantité, de fagon

et les conclusions sont identiques & celles données pour 'entropie de Shannon estimée par des
noyaux.

La fonction de z construite en prenant I'espérance de la v.a. H3 (¢, y, (m)), ne s’exprime pas
sous forme analytique en raison de la présence du logarithme. L’inégalité de Jensen [60| indique
cependant que

B (~10g [0 2) 2 ~TomE] i (412
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Entropie de Rényi d’ordre 2
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FIGURE 4.11 — Entropie de Rényi d’ordre 2. Les cercles pleins désignent les points du plan
courant.

Minimiser E“¢n,Yn(m) H; (qui, comme ce sera démontré, a une forme analytique quand Y,,(z) suit
une loi normale) devrait donc rendre grand le terme EH3 (v, (»)). Mais cela revient a utiliser
I’entropie de Tsallis d’ordre 2, considérée au paragraphe suivant.

Nous ne retenons donc pas le critére d’entropie de Rényi, car la fonction de = obtenue n’a
pas d’expression analytique.

4.1.6 Entropie de Tsallis

Le critére d’entropie de Rényi ne s’est pas révélé satisfaisant pour notre probléme, car tout
comme le critére de Shannon il est cotiteux en temps de calcul. Cependant, la formule (4.12) donne
un argument pour utiliser une autre fonction d’entropie, appelée entropie de Havrda-Charvat ou
entropie de Tsallis |71, 97, 171].

Définition 4.1.23 Soit ¢(-) une densité de probabilité. On appelle entropie de Tsallis d’ordre [
(I # 1) de la densité ¢, et on note Hi(¢), la quantité

w6 = = (1[4

[—1
— (1= 19lf).

113
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Contrairement a ’entropie de Shannon et de Rényi, 'entropie de Tsallis n’est pas additive :
pour deux v.a. indépendantes X et Y, H)(X,Y) = H(X)+ H(Y)+ (1 — )H(X)H,(Y). Le
coefficient | mesure 'écart a I’additivité. Pour ’ensemble des densités ¢(-) & support compact I,
le maximum d’entropie de Tsallis est atteint pour la loi uniforme sur K si [ > 0. On a le méme
résultat de convergence vers 'entropie de Shannon que pour I'entropie de Rényi.

Proposition 4.1.24 [97] Lorsque | — 1, Uentropie de Tsallis Hi(¢p) tend vers [’entropie de
Shannon Hi(¢) = — [ ¢log ¢.

On s’intéresse en particulier a I’entropie de Tsallis d’ordre 2,

Hy(p) = 1—/¢2
= 1—¢]5.

Nous faisons les mémes hypothéses qu’au paragraphe précédent pour modéliser la densité
®n,ynsr (). La proposition 4.1.22 donne la fonction de g, 41 & minimiser de fagon & maximiser
I'entropie de Tsallis d’ordre 2 de la densité correspondant a I’échantillon {Y™, y,,41}.

Entropie de Tsallis d’ordre 2

h=0.04 ‘ | S
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FIGURE 4.12 — Entropie de Tsallis d’ordre 2. Les cercles pleins désignent les points du plan
courant.

L’allure du critére est tracé sur la figure 4.12. Nous constatons que celui-ci est pratiquement
équivalent au critére de Rényi de la figure 4.11.
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Remarque 4.1.25 Quand h n’est pas trop grand, le mazximum est situé€ entre les points ; si h
est trop petit, le critére est plat autour du maximum. Il faut donc trouver une bonne valeur de h.

La fonction de x correspondante

EHs (én,v,(x))

se calcule analytiquement si la loi de Y,,(z) est normale.

Proposition 4.1.26 Si ¢, y, () (-) est la densité (4.11) et si Yp(x) ~ N (pn(x), 02 (2)), alors

— pn(z))
E — 5. 4.13
H¢nYn H2 \/WZ { ( )+2h2)} ( )
Preuve C’est un cas particulier de la proposition 4.2.4 et du corollaire 4.2.5, qui donnent le
résultat dans le cas multidimensionnel. O

Le point z ajouté a chaque itération est donc

z* = argmin

pin (1))
vex /o2 +2hZZ { 0%(96)+2h2)}'

Nous retenons le critére d’entropie de Tsallis pour la suite de I’étude.

4.1.7 Conclusion a I’étude de la diversité dans le cas monodimensionnel

De toutes les fonctions étudiées dans le cas monodimensionnel, nous retenons les deux

suivantes :

— la fonction de type maximin (§4.1.2), trés simple & calculer dans le cas d’une seule sortie,
et qui donne des résultats trés satisfaisants;

— la méthode issue de l'entropie de Tsallis (§4.1.6), qui, si elle donne des résultats moins
intuitifs que la fonction précédente, est cependant facile & calculer et trés économe en
temps de calcul.

I1 faut maintenant tester ces fonctions dans le cas de la dimension 2 (le systéme réel a 2 sorties,
voir l'introduction). L’entropie de Tsallis s’adapte trés bien aux dimensions supérieures, nous
disposerons d’une forme analytique. L’intégrale double de la fonction maximin ne peut cependant
plus étre évaluée analytiquement, et nous aurons alors recours & une intégration numérique.

4.2 Diversité en dimension 2 (ou plus)

Passons maintenant & I’étude de la diversité en plus grande dimension. De I’étude préliminaire
en dimension 1, nous avons retenu deux fonctions pouvant servir & évaluer la diversité qui
semblent satisfaisantes pour notre probléme : la fonction distance de type maximin (§4.1.2)
et la fonction d’entropie de Tsallis (§4.1.6). Il s’agit de voir si ces deux critéres s’adaptent bien
en dimension supérieure.
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4.2.1 Fonction de type maximin

Supposons que 'on ait observé l'échantillon Y = {y1,...,yn} (y; € R?), correspondant
aux entrées x1,...,x, de dimension quelconque, et que ’on souhaite évaluer la diversité en un
nouveau point x. Le cokrigeage (annexe D) nous donne, au point x, une moyenne m,(z) € R?
et une matrice de covariance X, (x) de taille ¢ X ¢ (en pratique, les sorties sont supposées
indépendantes et chaque sortie est modélisée indépendamment : la matrice 3, (z) est donc
diagonale). L’intégrale & évaluer s’écrit ici comme en (4.3)

divi, (z / mln Iz — vil| & (mn (), Zn(x))( z)dz, (4.14)

avec O, (a:),En(a:))(') la densité de la loi normale de dimension ¢, de moyenne m,,(x) et variance
Y, (x). Apres avoir déterminé les n cellules de Voronoi C1,...,C, pour l'ensemble de points
Y1y .-, Yn (voir annexe J), l'intégrale (4.14) se raméne, & un facteur multiplicatif prés, a

divyg, (z

il exp {_%z - mn<w>>zn;<w><z — () } L

W Z/
(4.15)

Cette intégrale ne s’exprime malheureusement pas sous forme analytique. Si I'on veut déterminer

¥ = argmax divyy,, (),
zeX

il faut donc procéder a une évaluation numérique de la fonction de diversité. Nous allons
directement nous placer dans le cas de ¢ = 2 sorties, car il est coliteux en temps de calcul
d’évaluer numériquement des intégrales en grande dimension. Supposons également que les deux
sorties sont indépendantes pour simplifier les choses (c’est de toute fagon ce qui sera fait en
pratique) : ¥, (z) = diag(o2,(x),025(z)). On notera my(x) = {mp1(z), mp2(z)) les moyennes
données par le krigeage appliqué séparément a chacune des deux sorties. La formule (4.15) se
réécrit alors

21— m X 2 zZo —Mm X 2
iviin () o€ - — Z/ |z_yl|exp w} exp [_w dordan.

207, () 207,()
(4.16)
Afin de pouvoir évaluer numériquement cette intégrale, il faut se placer sur un domaine borné.
Notons donc K,, un compact de R? construit a partir de yi,...,y,. L'intégrale évaluée sur K,

se ramene a
1 - (21 — mm(x)q (22 — mna(x))?
divi. (z) 6« —————— / z—vyillexp | ——————"""—|exp | - —————""—| dzidz.
N () On1(T)on2 () ZZ:: nNC; I~ 207, () 207, (x)

Remarque 4.2.1 En pratique, le compact K,, peut étre déterminé de sorte que l’intégrale soit
inférieure a un seuil € > 0 donné sur R? \ K,.

Aprés changement de variable w = (w1, wy) = ¢ (t(zl, 2’2)) =1(21 — mp1(x))/on1 (), (20 — Mpa(x)) /op2(2)),
on obtient



Chapitre 4 Maximisation de la diversité des réponses 117

2

. - w ’lU2
Aigonte) x 3 [ \foti@wn = o+ ot — ) exp |~ | exp | <2 dund
=1 i

ou D; = (K, NC;) et ¥ =y}, yly) = ((y;). En séparant chaque cellule image D; en domaines
de la forme D" = {aj""w; + b}"¥ < wy < cwy + d¥,u < wy < v} comme sur la figure 4.13,
I'intégrale sur chacune de ces zones devient

n Duv w1+du1’ 2 5 5 2 w% w%
divyp ( / / b n1($)(w1 —Yi1)" + ona(T)(we — yjy)” exp [——2 } exp [——2 ] dwidws.
7J4'Uw + UvV

Cette intégrale n’est pas calculable analytiquement, il faut donc se résoudre & utiliser une
intégration numérique. Afin de diminuer I'influence des erreurs numériques issues du calcul des
coefficients al™”, b, ', d*¥ (qui peuvent étre trés grands), nous faisons finalement le changement
de variable t; = (w1 — u)/(v — u), qui fait apparaitre directement les coordonnées des sommets

du domaine D}, pour obtenir

wppr [ ; s [
aie @ = [ o ot o) exo | <5 exp |- 2] ande

Pt

avec w; = (v — u)t] + u, et les nouveaux coeficients pi’* = al’*(v — u), [} = af’u + b, ¢ =

(v —u), b = c’u+d?*, qui n’ont pas besoin d’étre calculés & partir des anciens coefficients

a’’, by, ct?, d;“’ puisqu’ils s’obtiennent a partir des ordonnées des sommets de D}*” (voir la figure
4.13).
to
puv ]
4" I Z
7
Juv |
7
P
t1

FIGURE 4.13 — Découpage d’une cellule image D; en domaines d’intégration.

4.2.2 Fonction de diversité de Tsallis multidimensionnelle

Rappelons tout d’abord la modélisation choisie. On se place dans le cas général ou les sorties
sont g—dimensionnelles (il est ensuite facile de se ramener au cas pratique ¢ = 2). On suppose que
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I'on a déja observé I'échantillon y1,...,y, et que I'on s’intéresse au point y,41 qui apportera la
plus grande diversité a I’ensemble {y1, ..., Yn, Yn+1}. La densité de 'échantillon {y1, ..., Yn, Yn+1}
est modélisée par des noyaux

+1 _
1 nz 1 exp{_t(y—yi)ﬁ 1(y_yi)}
n+14< (2r)3/det 2 ’

ou X est une matrice symétrique définie positive choisie.

Pryn i (y) =

Proposition 4.2.2 Si ¢, 4, ,(-) est la densité ci-dessus, alors

ntl NS (0 — 1y
“¢nayn+1|’§ = Z GXP{ y])24 (yz yj) } . (4.17)

(2) det( )(n+1)* 5=

[S]5SY

Preuve Afin de se débarrasser définitivement du terme constant, notons

g = (2m) 3 (det (22)) 2 (n + 1)

\/det(2X) = DSy — i) + Wy — y) S Ny — v
/R¢i,yn+1(y)dy - Z/]R exp{ W—y)X (y—y) + -y (y y])}dy
q q

(27r2det2” | 2
n+1 —1
vityi\ (2 Yi + Y
B (2 )% / (2 Z/Rlep{__[t(y_ 2 ]> (5) <y_T]>
™ 7 i,7=1

My + ;) (28)  (yi +yy) + iy + tyjzlyj] }d?/

+1 B / )
- % nz eXp{ (s ) @2) " (0 + ) i iy, lyj}

2
1,7=1

n+1 b Ly 1ty =1y 9ty =1
= a Z exp{— Yi Yi +7Yj y Y; Yi y]}
1,7=1

n+1 -1
A% Py
= anexp{ y]) 1 (v y])} U

1,7=1

Remarque 4.2.3 En pratique, on peut s’inspirer des résultats observés dans le cas d’une seule
sortie (§4.1.5) et prendre par exemple, apreés avoir normalisé chaque sortie par la transformation
linéaire
Y
Yy—=—"
Ymax — Ymin
(avec Ymin €l Ymax respectivement le minimum et le mazimum observé pour cette sortie), la
matrice ¥ = h%Iy, avec Iy la matrice unité d’ordre 2 et h une constante a choisir (dans ce cas,

les sorties sont donc supposées indépendantes).

On cherche & minimiser cette quantité, de facon & maximiser ’entropie de Tsallis d’ordre 2,
Ho(¢n 1) = 1=||#nynis H2 Puisque y,+1 = Yy, () est inconnu, mais suit la loi N'(my,(z), En(:ﬂ))
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donnée par le krigeage, le critére de choix du nouveau point est (en se débarassant de la constante
multiplicative)

z* =argminE, v () E exp
TeEX

n1 { t(yiyj)z_l(yiyj)}.
1,7=1

Ne gardant que les termes en y,1, on obtient

{ (yi = Yo(2))5 " (yi — Y (@) } _

z* = argminE Zexp

4
TeEX i—1

Proposition 4.2.4 Le point ajouté par le critére de diversité de Tsallis est

1 n O )
¥ = argmin Z exp {tUmCz Usi = Rai } ,
zex  +/det(Z,(z) 4 2%) & 2

avec Cp, = Y Yz) + (22)_, Ui = SN 2)mp(z) + (22)_1yi et Ry = tyi(QE)_lyi +

n n

I (2) 2 (2)mn (z).

Preuve Définissons Cy,Uy; et Ry comme ci-dessus. Alors,

Eiexp{ﬂw-Yn@”E‘W“”)}

— Z/Rq ex;{ —y)241(yi —y)}exp{_t(y—mn(w))ﬁnl(w)(y—mn(w))}dy
!

(4.18)

tycxy - 2tUm'y + Ry }
dy

:¢det:z/mexp{_ :

\/ det Rq {
\/ det - {t(]ng; Um - Rm }
\/det 2
n O-117 . )
_ 1 Ze {t(]xzcm U:m Rm}
2
\/det (12 4 (22) 'S (2 ))

- 1 ie {tzjmzcxlUm _Rm}
X
Jaet(2s + o) =T 2

et on retrouve bien (4.18). O

y C 1U$Z)Cm(y_C;1Ua:z) _t(]wzcg;lUm"i_Rm

La formule (4.18) ne se factorise pas dans le cas général ¢ > 1 sous une forme similaire au cas
q = 1, sauf dans le cas oul les matrices de covariance sont diagonales.

Corollaire 4.2.5 Si les matrices de covariance ¥ et X,(x) sont diagonales (les sorties
sont supposées indépendantes), alors la formule (4.18) se factorise. En effet, si l'on pose
¥ = diag(of,...,00), Sp(x) = diag(oZ (x),...,00,(2)), ¥i = Wi, ¥iq) et mp(x) =
U mn1(2), ... ,mnq(x)), le critére se réécrit

« T 1 i — My ()
z* = argmin Z H —0 exp {— ;?(Jaflj(x) +(222) } . (4.19)
= J
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Remarque 4.2.6 En faisant ¢ = 1, on retrouve bien la formule (4.13) obtenue dans le cas d’une
seule sortie.

Le grand avantage du critére de Tsallis est que la formule analytique (4.18) est valable quelles
que soient les dimensions du probléme.

4.2.3 Prise en compte des contraintes pratiques dans les critéres de diversité

Il s’agit maintenant d’essayer d’adapter les deux fonctions de diversité aux contraintes de
I’étude. Rappelons-les briévement :

— le systéme étudié a 5 entrées et 2 sorties ;

— les valeurs des sorties sont entachées d’un bruit de mesure ;

— les essais sont effectuée par séries, c’est-a-dire que le critére de diversité doit étre capable
de sélectionner plusieurs points a chaque itération de ’algorithme ;

— les résultats des mesures arrivent avec un temps de retard. Au moment de planifier les
mesures de la série n + 1, on ne disposera pas des résultats des mesures de la série n
planifiée précédemment.

Les fonctions de diversité ont passé le test de la dimension 2. La présence de bruit peut étre prise
en compte par le krigeage (voir le §2.4). Il reste donc a adapter les deux derniéres conditions.
Nous allons voir que la fonction de type distance maximin ne s’adapte pas bien & ces contraintes.
Puis nous constaterons que la fonction d’entropie de Tsallis prend quant & elle naturellement
en compte I'’ensemble des contraintes. Enfin, nous présenterons une approche simplifiée pouvant
étre utilisée dans les deux cas.

4.2.3.1 Notations

Nous noterons dans la suite ((z1,y1),...,(Zn,¥yn)) les observations déja effectucées, avec
z; = Hal, . 2l) e RP et y; = (yl,...,yf) € RO pour i = 1,...,n, et YI = Hyl,....yh) le
vecteur des observations correspondant & la j¢ sortie observée pour j = 1,...,q. Les g sorties

observées sont supposées indépendantes.
On suppose que 1'on souhaite ajouter k£ points en méme temps. Dans la suite, les nouveaux

points seront notés ((Tpt1sYnt1)s-- - » Ttk Ynik))s avec Xo = (Tpi1, ..., Tnsk) € (RP)F la
variable, Yo = (Yni1,- - Ynsk) € (RI)F les sorties correspondantes et Yi = t(yiLH, ... ,yfl+k) le
vecteur de dimension k des sorties numéro j, pour j=1,...,q.

On rappelle que I'on a modelisé les sorties par krigeage (chapitre 2),

. . ,
y (@) = ‘mj(x)5’ + Zj(x),
ot m;(+) est une fonction connue & valeurs dans RP7, 37 est un vecteur a p; coefficients inconnus

et Z;j(-) est un processus gaussien de moyenne nulle et fonction de covariance connue k;(-,-).
L’hypothése du krigeage est

EAN N MIEN (She ¥4
Yy Mg )\ 50, %to) )

avec M7 = t(mj(xl),...,mj(xn)),Mg = t(mj(xn+1),...,mj(anrk)),E%n = cov(Yj),EZZO =

cov (Y7, Yoj), Eén = cov(Yoj, Y7), et Eéo = cov(Yy). Sous certaines hypothéses, la loi a posteriori
des vecteurs aléatoires Yy, pour j = 1,...,q, est alors donnée par (voir [133])
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(Vg7 ~ N 3h)
avec
g = (S ) IO, e )
S} = Sl ST Sy + VIO (S 4V

ot VI = Mg — Eén(E%n)_le. Pour k£ = 1, on retrouve le prédicteur et la variance de krigeage
(2.23) et (2.24).

Remarque 4.2.7 La loi N(ué, Eé) n’a une densité que si Eé est définie positive. On supposera

donc que la fonction de covariance utilisée est définie positive.

Par indépendance des sorties, si ’on note f(7) la densité d’une variable aléatoire T', alors
F(Yo) = F(YG) - F(YG)-

4.2.3.2 Fonction de type maximin

Reprenons les hypothéses et notations utilisés précédemment, et cherchons & optimiser
plusieurs points en méme temps en utilisant la fonction de type maximin. Le critére a évaluer
est

E . . o
Y0\ ik et Ltk lyi = v
FE

et on doit déterminer le point X qui maximise le critére. Cela semble cependant trés difficile a
implémenter en pratique.

La fonction de type maximin ne s’adapte pas telle quelle pour prendre en compte les contraites
liées au probléme pratique. Néanmoins, nous présentons en fin de paragraphe une approche
simplifiée qui sera utilisée. Nous gardons donc la fonction de type maximin pour des tests
comparatifs sur des données simulées (voir le chapitre 5).

4.2.3.3 Entropie de Tsallis

On rappelle tout d’abord le formalisme de la méthode utilisant I'entropie de Tsallis. Soit

y € R?, on définit la densité de I'échantillon {y1,...,Yn, Yn+1,---, Yn+k} € R? comme étant
Tl+l€ t —1
y—y)X (Y —vi
o) x Y exp {00 |
=1
(avec ¥ = 021q par indépendance des sorties ; o2 étant fixé a priori, les sorties ont été

préalablement normalisées comme expliqué & la remarque 4.2.3). On a alors

= i —y)S " (yi — ;)
/ ¢,217y0 x E exp{— : 3 . J } (vrai VX, proposition 4.2.2)
Ra

ij=1 4
ntk 1_,1\2 q_ a2

= Z exp {_%} - EXPp {—%} (car ¥ = oI, corollaire 4.2.5),
ij=1
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et on recherche

X0 = argmmEYO/ ¢n Yoo

Evaluons 'espérance

B [ ot = [ ([ ) r00) 0%

n+k g yl)Q q
e /(Rk)q ZHexp{ j } Hf(Yol)dYol

(4.20)

ij=11=1 I=1
n+k q ( I . 1\2
= / qZHeXP{—T;}f(YOl)dYOl
®)T 7211=1
n+k l -1
i exp{ W} L {_t(Yol—Hf))(Eé) v - m} i
3
ij=11=1 4o (2#)% det(Zh) 2

n+k

1\2 —1
—y)t O b)) — b

q / {
exp 3
1,j= 1 \/ det El Rk 4o 2

En décomposant la somme

n+k n n n  n+k n+k n n+k n+k
I RDID DD DD LD IS
i,j=1  i=1j=1 i=1j=n+1 i=n+1j=1 i=n+1j=n+1
et remarquant que
n n

Z Z = constante,
i 1
+

=1 j=
n  n+k n+k n n  n+k
)IDIEDIDIEEINDS
i=1 j=n+1 1=n+1j=1 i=1 j=n+1

par symétrie des termes sommeés, et

n+k n+k n+k—1 n+k n+k—1 n+k n+k
)DL IID DRI D DI
i=n+1j=n+1 i=n+1 j=i+1 j=n+li=j+1 i=j=n+1
n+k—1 n+k
= 2 Z Z + constante,
i=n+1 j=i+1

I’expression a évaluer se rameéne &

>}dyol

n  n+k n+k—1 n+k

@ (Wi —vh)? (v — ub)(Sh) (v -
+ —— [ exp<{-— -
DD lH Tt%)/ﬂw p{ yos 5

i=1 j=n+1 i=n+1 j=i+1




Chapitre 4 Maximisation de la diversité des réponses 123

Nous allons évaluer séparément les termes de la somme. On notera I;; la matrice carrée nulle
partout sauf en (,7) ou elle vaut 1, 1; le vecteur colonne dont le i¢ terme vaut 1 et tous les
autres 0, et i =i — n.

~1<i<nn+1<j<n+k:danscecasyl ¢ Y{et yé € Y¢, y! est donc une constante et

yé une variable d’intégration.

exp {_ Wl g b)) 0 - ) }

402 2
1 l 1\~ 1 1 l l -1 ?/l‘ S At (?/l‘)2
=expq — 5(% [(Eo) + ﬁly} Yo — 2% |(Z6)  mo+ 2012 1; + o (o) po + 2;2

1
= exp|—5 (tYOZWOIYOZ — 2yt + ré) } (pour alléger la formule)

1
= exp —5

En intégrant par rapport a Y, on obtient

I 1\2 -1 k 1
/ exp {_ (i —95)"  (¥g — mp)(Bh) (Y5 — ) } avi— —0° {%(Wé) th — 7§ } |
R* det(W)) 2

-1 -1 -1
(v — v e ) W (Y - () eh) — )t + b

402 2

avec Wi = (Z4) + (1/(202) L5, th = (5h) s + (4}/(20)1; et rh = ub(Sh) ™ pup +
(y9)2/(20%) (la matrice W{ est inversible car c’est la somme d’une forme quadratique définie
positive et d’une forme quadratique positive).

Il reste & évaluer le produit des déterminants, dont le [® terme est

1 1
det (34Wo) \/det (Ir + 322 Okx(G-1) Z0 () Opx (7))
_ 1
=
1+ 550

_ 202
202 +34(4,)

Le terme (7, ) de la somme dans le cas 1 <i<n,n+1<j <n+k est donc

[Nk

202(2 tl l _1tl il
o?( 77)77 exp{ O(WO)2 0~ "o .
202 + 34(j,7)

Remarque 4.2.8 En faisant k = 1, on retrouve (a une constante multiplicative prés) la
formule de l’ajout de points 1 par 1 (4.19).

-n+1<i<j<n+k : dans ce cas yf € Yol et yé. € Y, yﬁ et yé sont des variables
d’intégration.
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1 1\2 —1
Wiy Y )3 (Y8 — pp)
exp 402 2
1

1 _ _
~on{ -3 - 20 b ot ) |

1
=expy—3 (tYOlZéYOl —oylrt 4 plo)} (pour alléger la formule)
-1

[ 1\2 -1 k
o )W) OG- )86 G ) | gy @2 (2D T —
e P 102 2 0= o xP 2 ’
R det(Z})

1
5 (I + Iﬁ — I - Iﬁ)

—1
! —
(Xo) +20

1
= exp —5

En intégrant par rapport a Yol, on obtient

¢ — (287 2 = (20 ) — (2 T + o

avec Zh = (24) " + (1/(20%) ([ + I — I — Iy), 7 = (Z5) ™ wh et ply = uh(Sh) " ay (la
matrice Zé est inversible car c’est la somme d’une forme quadratique définie positive et
d’une forme quadratique positive).

Il reste & évaluer le produit des déterminants. Calculons

1 - - = -
det (Ef)Zo) = det {Ik +t53 <0kx(é_1) s 3005 8) =20 1) O Goi-1) 3 Z0 (5 4) =S54 4) ;ka(k_j))}
() S S [, ShG.5) TG
202 202
202 202
o 207 o
202 + 5§(i, 1) + Sh(j,4) — Z6(,5) — ZH(, 1)
202

Le terme (7,7) de la somme dans le cas n +1 <i < j <n+k est donc

k —1
V20%(2m)? o {%(Zé) i — pé}
- = - = - = 2 ’
\/202 + 346, 4) + 24, 5) — 2524(5, 5)

Remarque 4.2.9 On peut simplifier dans les deux cas par v 202(271')%.

Le critére de diversité de Tsallis s’adapte donc naturellement au cas ol les mesures s’effectuent
plusieurs a la fois (d’un point de vue théorique en tout cas).

Mesures avec retard Il nous reste & adapter le critére de Tsallis au cas oul les résultats des
mesures arrivent avec un temps de retard : au moment de planifier la série {x, k41, .-, Tniok},
on ne connait pas encore les résultats correspondant a la série de mesures en cours
aux points {xy y,...,2) .} Nous proposons d’utiliser le critére (4.20) appliqué a Xo =
(Trits oo Trks Tt 1y - - - s Trgok) € (RP)2K mais en fixant les valeurs de {11, .., Zn 1k}, que
I’on connait. Notons maintenant Yy = (Yni1, - - - » Ytk Yntktls - - - » Uns2k) € (R7)28, on recherche
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Xo

acn+1:ac;’;+1,“.,acn+k:x;‘1

* : 2
Xy = argmin IEYO/ gbn’yo.
Ra
+k

Les k derniers éléments de X

{x:L+k+17 e 7907*1+2k}

forment alors la prochaine série de mesures a effectuer.

La fonction de diversité de Tsallis prend naturellement en compte ’ensemble des contraintes
de I'étude, ce qui n’est pas le cas de la fonction de type maximin. Au chapitre suivant, nous
verrons que le critére de Tsallis présente aussi des difficultés pratiques d’implémentation, en
raison notamment du mauvais conditionnement des matrices de covariance a posteriori Ef). Clest
pourquoi nous utiliserons aussi la méthode simplifiée présentée au paragraphe suivant.

4.2.3.4 Une approche simplifiée

Nous présentons ici une approche pouvant étre utilisée pour faire face aux probléme
d’implémentation des critéres de diversité avec prise en compte des contraintes pratiques. Cette
approche est nettement moins optimale que la méthode présentée au paragraphe précédent, mais
permet d’utiliser la fonction de type maximin (analytiquement pour ¢ = 1, avec une intégration
numeérique pour ¢ = 2, voir le §4.1.2) et d’utiliser le critére de Tsallis sans devoir faire face aux
difficultés exposées a la remarque 2.2.16.

— Prise en compte du bruit de mesure : les réponses sont modélisées par krigeage
avec bruit de mesure, mais afin d’éviter les répétitions, nous proposons d’utiliser la
réinterpolation (§2.4). Le modéle est donc un interpolateur et la variance de krigeage est
nulle aux entrées observées, ce qui garantit la non-répétition des mesures (cette approche est
utilisée en pratique en raison du nombre d’essais relativement restreint a notre disposition).

— Ajout de k points a la fois : le critére utilisé est celui de 'ajout de points 1 par 1, (4.14)
ou (4.18) selon que l'on utilise la fonction de type maximim ou l’entropie de Tsallis. Les
k points sélectionnés pour la prochaine série de mesures sont ceux réalisant les £ maxima
locaux les plus grands du critére choisi.

— Retard d’arrivée des mesures : on suppose connaitre la position Zpyi1,...,ZTntk
des mesures en cours, dont on ne sait pas encore la valeur des réponses. On
souhaite appliquer le critére ci-dessus pour choisir la prochaine série x, x+1,. .., Tniok,

mais en tenant compte de l'emplacement de la série de mesures en cours. Nous
proposons d’attribuer une valeur fictive aux réponses, donnée par les prédictions du
modele de krigeage Un(Tn41),-- -, Yn(Tnir). Au moment de choisir la prochaine série
Tptk+ls- -+ Tn+2k, o0 applique donc la méthode ci-dessus aux n + k « observations »
{(.%'1, y1)7 R (xTM yn)v (xn-f—lv @\n(xn-i-l))v R (xTLJrkv i/\n(anrk))}
La méthode heuristique proposée dans ce paragraphe permet d’utiliser chacun des deux critéres
de diversité retenus, en respectant les contraintes pratiques. Son efficacité sera testée au chapitre
suivant sur des données simulées.
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Chapitre 5

Mise en ceuvre pratique et résultats

Il s’agit maintenant de mettre au point une procédure permettant de tester les deux fonctions
de diversité retenues au chapitre précédent dans des conditions proches de ce qui sera fait en
pratique. Pour cela, nous nous sommes donnés une famille de fonctions-test modélisant chacune
un systéme imaginaire, et avons appliqué pour chacune d’elle le méme algorithme séquentiel :
un plan initial est enrichi & chaque itération du point optimisant le critére de diversité, jusqu’a
atteindre un nombre donné d’observations. Afin de vérifier que la qualité des résultats ne dépend
pas du plan initial, I'algorithme a été testé pour plusieurs configurations initiales des points a
chaque fois. Les premiers essais ont été effectués sur une famille de 6 fonctions-test définies sur
[~1,1]% et & valeurs dans R afin de pouvoir observer graphiquement la facon dont sont placés
les points en entrée et en sortie. Aprés avoir constaté que ’approche utilisée donne des résultats
satisfaisants et similaires pour les deux critéres de diversité, la procédure d’ajout a été testée
dans les dimensions du probléme pratique (5 entrées et 2 sorties), en utilisant une fonction-test
modélisant grossiérement le systéme réel construite & partir de données physiques.

Nous présentons dans un premier temps la structure générale de l’algorithme, que 1'on
retrouvera quelle que soit la configuration. Puis chacun des deux critéres de diversité est testé dans
le cas de 2 entrées et une sortie, et la répartition finale des points est observée graphiquement.
Afin de s’assurer de la pertinence de ’approche par maximisation de la diversité, nous comparons
les résultats obtenus avec le critére classique d’ajout de point au maximum de la variance de
krigeage (§3.2.2). L’inversion du systéme est présentée. Finalement, ’algorithme est modifié pour
prendre en compte les spécificités du probléme (délai des réponses et traitement par blocs, voir
I'introduction) et testé sur une fonction a 5 entrées et 2 sorties.

5.1 Structure de ’algorithme

Le principe général de 'algorithme est présenté ici. Dans tous les cas, celui-ci est construit
autour du noyau suivant :

1. discrétiser le domaine d’entrée X en une grille notée Gy ;

2. choisir la fonction-test f et le plan initial P,, C Gy a ng points, poser n = ng ;
3. observer les valeurs de sortie Y = f(P,) ;
4. construire un modéle de krigeage f, de f a partir des points du plan courant P, et des

observations Y, ce qui donne la loi conditionnelle Y,,(z) de la sortie en tout point x € X ;

5. optimiser une fonction de diversité Ediv,(Y,(-)) sur la grille des entrées, ce qui fournit
un nouveau point z* = argmax,.g, Ediv,(Y,(z)), et un nouveau plan courant P, :=
P,U{z*}, faire n < n+1;

126
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6. répéter les étapes 3. — 4. — 5., jusqu’a ce que le plan contienne le nombre de points voulus.

L’algorithme est écrit en langage Matlab, et le modéle de krigeage est construit a l'aide de la
boite a outils DACE [104, 105]. Ayant observé qu’en pratique la modélisation par krigeage avec
une moyenne constante donne des résultats satisfaisants, nous modélisons chacune des sorties
indépendamment sous la forme

Y(z) =+ Z(z) +e(x),

avec 3 inconnu, Z(-) un processus gaussien centré stationnaire, et £(z) ~ N(0,02(x)) comme au
§2.4 (mais la variance de bruit o2 est ici supposée étre une fonction connue de z). Les paramétres
du modéle sont estimés par maximum de vraisemblance.

Remarque 5.1.1 Dans les conditions du probleme réel (5 facteurs d’entrée), le domaine d’entrée
est discrétisé car d’une part l’optimisation globale d’une fonction est trés codteuse en temps de
calcul pour de grandes dimensions (la recherche de l’optimum se rameéne donc & une mazximisation
sur les points d’une grille), et d’autre part les mesures étant bruitées il est inutile de vouloir étre
tres précis sur les entrées. Par souct de cohérence, nous décidons de discrétiser le domaine d’entrée
quelle que soit sa dimension.

Les particularités de ’algorithme seront rapportées dans les paragraphes suivants selon le critére
utilisé.

5.2 Cas ou la fonction inconnue a 2 entrées et 1 sortie

Nous présentons ici 'algorithme tel qu’il est mis en ceuvre pour des systémes déterministes a 2
entrées et 1 sortie (pas de bruit de mesure, e(x) = 0), puis comparons par simulation les résultats
obtenus avec chacun des deux critéres de diversité (maximin et Tsallis), ainsi qu’avec l'ajout de
point au maximum de la variance de krigeage. Les fonctions-test choisies ainsi que la construction
des plans initiaux sont détaillées dans un premier temps, puis nous présentons la mise en ceuvre
ainsi que les résultats des tests. Finalement, 'inversion du systéme telle qu’introduite au début
du chapitre 4 est présentée.

5.2.1 Choix des fonctions-test et des plans initiaux

Nous dressons ici la liste des fonctions-test choisies comme systémes fictifs sur lequels
appliquer 'algorithme, ainsi que des plans initiaux qui permettront de mesurer la robustesse
de la procédure vis-a-vis des conditions initiales.

5.2.1.1 Fonctions-test

Nous avons testé la procédure d’ajout sur 6 fonctions-test, dont les expressions analytiques
sont données ci-dessous, toutes définies sur [—1, 1]2. Les surfaces représentatives de ces fonctions
sont tracées sur la figure 5.1. Les fonctions fi, fa, f3 et fg ont été utilisées dans [148] pour
tester une autre procédure d’ajout, et les fonctions fy et f; dans [168]. Chacune présente des
caractéristiques particuliéres : la courbe de la fonction f; a de nombreux « creux » et « bosses »
difficiles & modéliser ; la courbe de fo a une forme sinusoidale ; la courbe de f3 a une forme assez
similaire & la courbe de f; sur le domaine agrandi [—3, 3] ; les courbes des fonctions fy et f5 sont
plates sur une grande partie du domaine, et & variation assez rapide ailleurs ; la courbe de fg
présente des similitudes avec celle de la fonction f7, mais avec la présence d’un « pic » central
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tres difficile & modéliser. Tester ’algorithme sur ces 6 fonctions permettra de voir si il peut faire
face & des systémes relativement compliqués.

fi(z1, z2)
fa(z1, x2)

f3(x1, 22)

fa(z1, 22)

fs(z1,22)
Je(x1,22)

6
4a? — 2.1z + % + x129 — 423 + dad

_sin(3x1)  sin (5x2) |
r1 — 3 To + 5 ’
(3%1)6
3

2 (21 +0.1)2 + (22 4 0.1)?
exp § — ;
1—e™? 0.18

2 2 1
1 6$1+? _ 6 _ = .
—|—7€6+%_€_6<e e 8)’
0.2¢"173 4+ 2.2|29| + 1.325 — 222 — 0.523 — 0.527 + 2.527 +
3
(81 — 2)* + (5xp — 3)* + 1

8laf — 2, 1(3561)4 + + 92129 — 3625 + 81m§;

0.723 + + sin (5z1) cos (3z2).
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Bibliothéque des 6 fonctions-test utilisées
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FIGURE 5.1 — Les 6 fonctions-test utilisées dans cette étude.
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5.2.1.2 Plans initiaux

Ne disposant pas d’information a priori sur le systéme au stade initial de I’expérimentation,
nous sommes intéressés par un plan initial remplissant I’espace, et nous choisissons un hypercube
latin maximin (§3.1.3.1) en raison de sa simplicité de construction. Nous allons donc générer une
bibliothéque d’hypercubes latins ayant de bonnes propriétés maximin et suffisamment différents
les uns des autres afin de pouvoir tester I'influence du plan initial sur les approches séquentielles
proposées.

Afin de quantifier la différence entre deux plans A = {a1,...,a,} et B = {b1,...,b,} de R?
(mais la méthode fonctionne aussi pour R?), nous avons utilisé la fonction

1 ¢ . .
e, B) = 33 (min flai = bl + min [0 ail, ).
1=1

ot || - ||, désigne la norme euclidienne sur R2.

Remarque 5.2.1 La fonction dp(-,-) n’est pas une distance, car elle ne vérifie pas l'inégalité
triangulaire. Une autre facon de quantifier [’éloignement de deux plans A et B, qui est une vraie
distance (voir l'annexe 1), serait la fonction

1 n
d;(A, B) = — min Z |a; — b.r(l-)| o
1=1

n T7€S,

ot S, désigne l’ensemble des permutations de {1,...,n}. Malheureusement, celle-ci exige
lévaluation de la somme pour les n! permutations T possibles, ce qui est trés codteux en temps
de calcul.

Nous avons décidé de prendre des plans initiaux & 9 points afin de disposer d’'un modéle initial
relativement précis. La construction des 20 plans initiaux de la bibliothéque est détaillé ci-dessous.

1. Construction du 1" plan : générer 1000 hypercubes latins de fagon aléatoire, et garder
parmi les 1000 un de ceux qui sont maximin (— Py).

2. Pour ¢t =2,...,20:
— générer 1000 hypercubes latins ;
— parmi ces 1000 plans, choisir aléatoirement un de ceux qui sont maximin, sous la

contrainte qu’il soit a une distance dp > 0,5 de chacun des plans déja obtenus
P17"'7Pi—1 (_>PZ)

L’ensemble des 20 plans obtenus par cette méthode est représenté sur la figure 5.2. Nous avons
observé empiriquement que la valeur seuil dp > 0,5 permet d’obtenir 20 plans suffisamment
différents.

Remarque 5.2.2 [ aurait été possible d’utiliser un algorithme de construction d’hypercubes
latins mazximin, comme par exemple celui présenté dans [77], mais les 20 plans obtenus par notre
méthode sont satisfaisants, voir la figure 5.2.
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Bibliothéque des 20 plans initiaux utilisés
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FIGURE 5.2 — Les 20 plans initiaux utilisés dans cette étude.
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5.2.2 Tests

Nous présentons maintenant les résultats des tests effectués en utilisant les fonctions-test et

les plans initiaux construits précédemment. L’algorithme est paramétré de la fagon suivante :

— le domaine d’entrée [—1, 1]2 est discrétisé en une grille réguliére de taille 201 x 201. Les
calculs sont ensuite effectués « vectoriellement » sur la matrice des entrées toute entiére et
non pas point par point afin d’accélérer le temps de calcul ;

— la fonction de covariance utilisée dans le modéle de krigeage est la covariance gaussienne
isotrope

k(z,2') = 0_2679”:1371/”2’

car nous avons observé qu’elle donne en général un bon modéle méme quand le nombre de
données est restreint (il faut cependant prendre garde aux problémes de conditionnement
des matrices de covariance [1]) ;

— pour l'estimation du paramétre de corrélation € par maximum de vraisemblance, nous

limitons le domaine de recherche de ’algorithme d’optimisation de DACE a 6 € [0.1, 20]
(ce qui permet déja de modéliser une large gamme de processus), et la valeur initiale est
fixée & 0y = 1 (ces valeurs ne dépendent pas de la plage de variation des entrées, qui sont
systématiquement normalisées par DACE, mais dépendent de la fonction de corrélation
choisie).

Remarque 5.2.3 [142] Nous avons pu observer qu’en pratique, fizer le paramétre de
corrélation a @ = 1 donne souvent lieu a un modéle satisfaisant.

Nous allons exécuter 'algorithme pour chaque fonction-test et pour chaque plan initial, ce
qui va nous permettre d’observer le comportement des deux critéres de diversité et d’ajuster
leurs paramétres. Puis nous allons comparer la répartition finale des points obtenue par chaque
méthode (nous décidons de nous arréter lorsque le plan contient 20 points). Finalement, nous
testons le critére de Tsallis modifié de facon & s’approcher des conditions du probléme réel.

5.2.2.1 Critére de diversité maximin

Détaillons tout d’abord le calcul du critére de diversité. Arrivés a ’étape 4 de l'algorithme,
on dispose des observations (z1,y1), ..., (Zn, yn), ol les x; sont les points du plan courant (des
vecteurs de taille 2), les y; sont les sorties, scalaires, correspondantes. On souhaite évaluer le
critére de diversité maximin en un point z de la grille des entrées. Le krigeage donne une
approximation de la loi a posteriori de la sortie Y;,(z) ~ N (un(x),02(x)), dont on va se servir
pour évaluer le critére de diversité.

Nous avons vu au §4.1.2, proposition 4.1.8, que le critére de diversité maximin est affine par
morceaux. Il s’agit de calculer U'intégrale (4.3). Pour cela, on partage le domaine d’intégration
R en intervalles (donnés par la proposition 4.1.8) ou le critére de diversité est affine. On calcule
ensuite les intégrales séparément sur chaque intervalle en utilisant les formules de I'annexe F,
puis on fait la somme des valeurs obtenues.

Anticipant les difficultés qui nous attendent dans le cas de 2 sorties (le critére ne s’écrivant
pas sous forme analytique, il faudra faire une intégration numérique sur un domaine borné), nous
avons voulu observer le comportement du critére dans le cas ou l'intégrale (4.3) est tronquée et
s’écrit

e e (-
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(ce qui revient & travailler avec la sortie Y, 1,4 (Y5)). On souhaiterait que a et b correspondent
aux bornes du domaine atteignable par la sortie ([a,b] = f(X)) : en effet, prendre des bornes
infinies conduit & tenir compte de prédictions situées hors du domaine atteignable, et ainsi
A sur-échantillonner les bords du domaine ; au contraire, prendre des bornes trop resserrées
empéche l'algorithme d’explorer les bornes du domaine atteignable par la sortie. Si ces bornes
sont connues a priori, il n’y a pas de probléme, mais malheureusement les limites du domaine
de sortie seront inconnues en pratique. Nous avons ainsi testé, en plus du cas ou l'intégrale
(4.3) n’est pas tronquée, le cas ou elle est tronquée aux vraies bornes (supposées connues)
du domaine, et le cas ou elle est tronquée au minimum et au maximum des valeurs observées
(@ =minj—1_, ¥, b = max;—1,__ n¥i).

Observons sur la figure 5.3 'allure du critére maximin, que ’on cherche & maximiser. Les
points du plan courant P} sont localisés aux cercles pleins bleus. On remarque, au vu de la forme
de la surface, que le critére ne se résume pas & une distance mais que l'incertitude est aussi prise

en compte.
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FIGURE 5.3 — Critére maximin, avec la fonction-test fi et le plan initial P;. Les points du plan
courant P; sont les cercles pleins bleus, le maximum du critére est situé au triangle noir.

Nous pouvons comparer sur la figure 5.4 les plans finaux obtenus avec le critére de diversité
maximin pour la fonction fg et le plan initial n°10 dans les trois configurations : non tronqué (en
haut), tronqué aux vraies bornes du domaine de sortie (au milieu) et tronqué a chaque itération
aux bornes observées (en bas). Cet exemple est représentatif de ce que I'on a pu observer pour
I’ensemble des 6 fonctions et des 20 plans initiaux. La répartition des entrées est affichée dans la
partie gauche, ot les pointillés représentent les lignes de niveau de la fonction fg, les points du plan
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initial sont représentés par des cercles pleins et les points ajoutés par leur numéro d’apparition
(de 10 & 20). Les valeurs des sorties en fonction de leur ordre d’apparition sont représentées dans
la partie droite de la figure, ot les points initiaux sont désignés par des cercles pleins et les points
ajoutés par des étoiles. L’axe des ordonnées est limité au domaine atteignable par les sorties. On
peut observer que le critére maximin non tronqué explore davantage le domaine atteignable en
sortie que les critéres tronqués (’ensemble du domaine est décrit par les étoiles en haut a droite),
alors que le critére tronqué aux bornes observées (noté O sur la figure, en bas) n’explore pas
au-dela des valeurs de sorties observées, ce qui fait qu'on ne dépasse jamais la plage des valeurs
décrites par les sorties du plan initial. En ce qui concerne la position des facteurs d’entrée, on
constate qu’ils sont d’autant plus concentrés que le critére est tronqué.

Cet exemple pourrait laisser penser que le critére non tronqué est trés efficace. Cependant,
nous avons observé des cas ou il a tendance & chercher les bornes du domaine de sortie de fagon
trés fine, ce qui fait qu’un nombre conséquent d’observations peuvent étre situées proches des
bornes du domaine atteignable, alors que ces essais auraient pu étre utilisés pour échantillonner
le domaine des sorties plus uniformément. Observons la figure 5.5, obtenue pour la fonction
f5 et le plan initial n°13, avec le plan final obtenu par le critére non tronqué en haut et par
le critére tronqué aux vraies bornes du domaine de sortie en bas. On peut voir en haut &
droite qu’une grande partie des observations est proche du minimum atteignable par les sorties.
Ce comportement s’explique par le fait suivant : supposons qu’au point z, la prédiction soit
située en-deca du domaine atteignable par les sorties. La diversité en x est alors inférieure a
(minj—1.._» ¥ — Y(x))/2, qui sera d’autant plus grand que la prédiction est mauvaise. Le critére
non tronqué perd donc une grande partie de son efficacité quand le modéle de krigeage est
imprécis. Nous remarquons en haut & gauche que le critére non tronqué explore alors le domaine
d’entrée.

Le critére qui s’est révélé satisfaisant dans tous les cas est le critére de diversité maximin
tronqué aux vraies valeurs (noté V sur les figures). Celui-ci nécessite cependant la connaissance
préalable des bornes atteignables par les réponses, ou au moins une idée de celles-ci.
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FIGURE 5.4 — Comparaison des critéres de diversité maximin : sans troncation (haut), tronqué
aux vraies bornes des sorties (milieu), tronqué aux bornes observées a chaque itération (bas),

pour la fonction-test fg et le plan initial Pyg.
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FIGURE 5.5 — Un cas ou le critére de diversité maximin non tronqué n’est pas satisfaisant (haut),
le cas correspondant obtenu en utilisant le critére tronqué aux vraies bornes des sorties (bas),
avec la fonction-test f5 et le plan initial P;3.
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5.2.2.2 Critére de diversité de Tsallis

Dans le cas du critére de diversité utilisant I’entropie de Tsallis (§4.1.6), nous avons vu en
(4.13) que le nouveau point s’obtient par

o 2
z* = argmin yi — tn(@)) } )

1 Z (
v€Gx /02 (x) + 2h% P 2(02(x) + 2h2)

ol Y1,...,Yn sont les sorties observées, p,(x) et o2(x) sont respectivement la moyenne et la
variance de krigeage au point x, et la valeur du pas h est a choisir. On peut le déterminer a
priori ou le calculer en fonction des données, en utilisant par exemple la formule empirique (4.7).

Observons sur la figure 5.6 I'allure de I'opposé du critére de Tsallis quand h = 1072 (haut)
et h = 0.5 (bas). Les points du plan courant sont les cercles pleins bleus, localisés aux « pics
renversés » de la surface au-dessus, ot le critére de Tsallis a été tronqué car il prend des valeurs
trés élevées. On peut remarquer que le critére est assez similaire au critére maximin de la figure
5.3 quand h = 1072, dans le sens ol ses pics sont aussi situés aux points du plan courant et
ol le critére n’est pas une simple distance aux observations. Par contre, pour une valeur du pas
grande (ici h = 0.5, figure du bas), le critére n’est pas satisfaisant car ici le maximum est localisé
en un point du plan.

Les plans finaux obtenus avec le critére de Tsallis pour trois valeurs du parameétre h sont
représentés sur la figure 5.7. En haut, les sorties ont été ramenées a [0, 1] & chaque itération et le
paramétre a été fixé & h = 1072 ; au milieu, h a été recalculé a chaque itération par la formule
empirique (4.7)

Yi+1) — Y@)

hemp - i=1r,n..§:)éfl 6 )

et en bas h est recalculé a chaque itération par la régle de mise a I’échelle normale (4.6)

1
~ [ 4 \5
hNS = 0—<%> 9

avec o l'écart-type empirique de I’échantillon {y1,...,y,}. Les valeurs de h utilisées grandissent
du haut au bas de la figure et leurs évolutions sont illustrées sur la figure 5.8. La fonction et
le plan initial utilisés sont les mémes que pour la figure 5.4, respectivement fg et le n°10. Cet
exemple particulier refléte ce que 'on a pu observer pour I’ensemble des 6 fonctions et des 20
plans initiaux. La répartition des entrées du plan final est & gauche sur la figure, les pointillés
représentant les lignes de niveau de la fonction fg, les points du plan initial étant représentés par
des cercles pleins et les points ajoutés par leur numéro d’apparition, de 10 & 20. A droite sur la
figure sont représentées les valeurs des sorties observées en fonction de leur ordre d’apparition, les
points initiaux sont désignés par des cercles pleins et les points ajoutés par des étoiles. L’axe des
ordonnées est limité au domaine atteignable par les sorties. On remarque qu'une petite largeur
de fenétre h = 1072 a tendance & concentrer les points dans le domaine d’entrée (en haut &
gauche), alors qu'une grande valeur du pas a tendance a explorer davantage le domaine d’entrée
(au milieu et en bas & gauche). Exceptés les points 16 et 18 pour hemp, et 17 et 20 pour hng,
situés en-dehors du groupe, les trois valeurs de pas h donnent & peu prés les mémes valeurs
en entrée. Cependant, cette exploration du domaine d’entrée se révéle ici inutile car en ces 2
points les valeurs de sortie sont proches d’une valeur déja observée. Nous avons généralement pu
observer qu’'une petite valeur de pas garantit que les points sont répartis « assez uniformément »
en sortie, mais ceux-ci recouvrent parfois une zone plus restreinte que lorsque la valeur de pas
est grande, ou les sorties occupent un plus grand espace mais de facon moins uniforme.
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Si 'on compare avec les critéres maximin de la figure 5.4, ot la fonction-test et le plan initial
sont identiques, on remarque que le critére de diversité maximin tronqué aux vraies bornes des
sorties place les points de fagon assez similaire aux critéres de Tsallis (qui ne nécessitent pas de
connaissance des bornes atteignables en sortie). Nous avons observé ce type d’analogie entre les
deux critéres sur ’ensemble des cas testés.
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FIGURE 5.6 — Opposé du critére de Tsallis, avec la fonction f; et le plan initial P, selon la
largeur de fenétre : h=0.01 (haut) et h=0.5 (bas). Les points du plan courant P; sont les cercles
pleins bleus, le maximum du critére est situé au triangle plein noir dans les deux cas.
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Entrées, diversité de Tsallis (h=10"2)
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FIGURE 5.7 — Comparaison des critéres de diversité de Tsallis : h = 1072 (haut), hemp calculé a
chaque itération (milieu), hng calculé a chaque itération (bas), pour la fonction-test fg et le plan

initial PlO-
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Evolution de la largeur de fenétre
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Nombre de points ajoutés au plan initial

FI1GURE 5.8 — Evolution des largeurs de fenétres h en fonction du nombre de points ajoutés au
plan initial.
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5.2.2.3 Variance de krigeage

Afin de s’assurer qu’il était bien utile de définir les critéres de diversité précédents, nous
avons testé l'algorithme séquentiel en utilisant le critére classique de variance de krigeage. Le
point ajouté & chaque itération est

z* = argmax o2 (z).
x€Gx

Sur la figure 5.9, en haut, sont tracées les entrées et sorties du plan final correspondant & la méme
fonction et au méme plan initial que pour la figure 5.4 et la figure 5.7. Nous pouvons remarquer
qu’a linverse des critéres précédents, les entrées sont ici trés dispersées : on a construit un
plan remplissant 1’espace. Les sorties sont dispersées, mais sont souvent proches de valeurs déja
obtenues. Un cas extréme est présenté au bas de la figure 5.9, ou sont utilisées la fonction f;
et le plan initial n°10, et 'on constate que des valeurs d’entrée éloignées les unes des autres (a
gauche) ne garantissent pas d’obtenir des valeurs de sortie bien réparties. Le critére de variance
de krigeage n’est donc pas satisfaisant pour notre étude.

Entrées, EQM Sorties correspondantes

Répartition des sorties

1

5 10 15 20
n° point y

FIGURE 5.9 — Ajout du nouveau point au maximum de la variance de krigeage, pour la fonction-
test fg et le plan initial Pjy (haut), et pour la fonction-test fy et le plan initial Pjy (bas).
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5.2.2.4 Critére de Tsallis modifié

Nous testons finalement le critére de Tsallis avec prise en compte des contraintes de mesures
groupées et de retard, présentées au §4.2.3.3. Dans un premier temps, nous ajoutons 2 points
4 la fois au plan courant. Puis nous introduisons un retard d’arrivée des mesures. Les résultats
présentés sont assez sommaires et incomplets car nous n’avons pas résolu le probléme lié au cofit
de calcul de la méthode : dans le cas d’'une mesure & la fois, ’optimisation consistait & chercher
I'optimum sur une grille, ce qui est un probléme simple de tri ; dans le cas de plusieurs mesures
a la fois, avec 'approche exacte de Tsallis, il faut chercher la série de points de la grille réalisant
I'optimum du critére, ce qui est un probléme d’optimisation multi-entrées beaucoup plus cotliteux
en temps de calcul. L’approche simplifiée présentée au §4.2.3.4 conduit & chercher les meilleurs
optima locaux sur la grille, ce qui est aussi un probléme simple de tri. Cette approche s’est
heureusement révélée satisfaisante dans le cas de 5 entrées et 2 sorties.

Ajout de 2 points a la fois. Nous ajoutons & chaque itération le meilleur couple de points
pour le critére de Tsallis. L’optimisation se fait maintenant sur le domaine d’entrée discrétisé
en une grille réguliére de taille 41 x 41 points, car la recherche de 'optimum du critére pour
deux entrées en méme temps est trés cotiteuse en temps de calcul. Nous n’avons pu mener
Palgorithme jusqu’a son terme que pour un nombre restreint de plans initiaux et de fonctions-
test. Les remarques que nous faisons ici sont représentatives de ce qui a été observé.

Sur la figure 5.10 nous avons représenté le plan final obtenu par ajout de points par paquets
de 2, pour la fonction f; et le plan initial n°1. Nous pouvons remarquer & gauche que les points
sont assez proches dans le domaine d’entrée, et plutét bien répartis dans le domaine de sortie.

143

Entrées, Tsallis par paquets de 2 Sorties correspondantes Répartition des sorties
1
0.5 : : S > VIO
° ‘**
Olg3 W235 4 > qle @ **
N ¢ oo **‘
-0.5 S S 06 @ .
® ‘ ‘ *
( 1)
-1 : -1 S
-1 0 1 5 10 15
x1 n° point

FIGURE 5.10 — Critére de Tsallis avec prise en compte de mesures effectuées 2 par 2, pour la
fonction-test fi et le plan initial Pj.

Comparons avec la figure 5.11, ou les points ont été ajoutés 1 par 1 (avec le domaine d’entrée
discrétisé en une grille de taille 201 x 201). On constate que le positionnement des sorties n’est
pas beaucoup dégradé par rapport a ’ajout de points 1 par 1.

Si 'on compare finalement avec 'approche simplifiée présentée en 4.2.3.4 (figure 5.12), on
constate que la répartition des sorties est relativement satisfaisante, méme si la partie inférieure
du domaine atteignable par les sorties n’est pas explorée.
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Entrées, diversité de Tsallis (h=1 0‘2) Sorties correspondantes
1
3
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; % ¥
( [ ]
-1 -1 S U .
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x1 n° point

Répartition des sorties

FIGURE 5.11 — Plan final obtenu par ajout de points 1 par 1 avec critére de diversité de Tsallis,

pour la fonction-test fi et le plan initial P;.

Entrées, Tsallis par paquets simplifié Sorties correspondantes
1
3
*
0.5 > . *
M *
[
*
01 > 1j® o
*
o0 %
-0.5 o' N
; *
[ [ )
-1 —1 _—
-1 0 1 5 10 15
x1 n° point

Répartition des sorties

FIGURE 5.12 — Plan final obtenu par ajout de 2 points & la fois avec critére de diversité de Tsallis

simplfié, pour la fonction-test f; et le plan initial P;.
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Ajout de 2 points a la fois avec retard. Voyons enfin comment sont répartis les points
quand les points sont ajoutés par paquets de 2 avec retard d’arrivée des mesures. Le cas
correspondant & la fonction f; et au plan initial n°1 est représenté sur la figure 5.13. On peut
remarquer que la position des points en sortie est nettement dégradée par rapport au cas sans
retard de la figure 5.10 (la premiére série de points est identique a celle de la figure 5.10, ce qui
est normal puisqu’elle est déterminée de la méme maniére). Nous avons observé que les résultats
sont sensibles a la taille de la grille, il serait donc intéressant de pouvoir tester ’approche avec
une grille plus fine une fois le probléeme de temps de calcul résolu. Pour une comparaison avec
I’approche simplifiée du paragraphe 4.2.3.4, voir la figure 5.14.

Entrées, Tsallis par paquets et retard Sorties correspondantes Répartition des sorties
1 ;
3
. (® -
[ ‘ * :
o [
. o e |
o5
-0.5 s ' 0 @
° ®
(1 X : :
_1 - e
-1 0 1 5 10 15
x1 n° point

FIGURE 5.13 — Critére de Tsallis avec prise en compte de mesures effectuées 2 par 2 et retard
d’arrivée des résultats, pour la fonction-test fi et le plan initial P;.

Entrées, Tsallis par paquets et retard simplifié Sorties correspondantes Répartition des sorties

1 :
3.
[ ]
0.5' " 2- *
% *
[ ]
- *
® *
o o
-0.5¢ S 0] ot @
Q) I
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-1 - -1t —_— iz * ]
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x1 n° point y

FIGURE 5.14 — Plan final obtenu par ajout de 2 points & la fois et retard, avec critére de diversité
de Tsallis simplfié, pour la fonction-test f; et le plan initial P;.

Une recherche plus poussée est nécessaire pour résoudre les problémes pratiques que nous
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avons rencontré lors de I'optimisation, concernant notamment les probléme de conditionnement
des matrices de covariance, plus importants que dans le cas sans retard : un changement de la
fonction de covariance est sans doute nécessaire (la covariance de Matérn, donnant des matrices
de covariance numériquement plus stables, est & considérer). Un algorithme d’optimisation plus
efficace qui n’évaluerait pas le critére de diversité pour tous les points de la grille pourrait
diminuer le temps de calcul.



Chapitre 5  Mise en ceuvre pratique et résultats 147

5.2.3 Inversion du systéme

Nous nous intéressons maintenant aux prédictions inverses. Rappelons le but de la
modélisation tel qu’il avait été défini dans I'introduction du chapitre 4 : aprés avoir effectué
I'ensemble des essais 1, ..., 2y et observé le vecteur de réponses YV = {(y1,...,yn), on souhaite,
pour une valeur de la réponse y € J donnée, étre capable de déterminer une entrée x, € X telle
que f(zy) ~ y. La fonction suivante avait ét¢ introduite pour mesurer la distance entre la valeur
(inconnue) de la réponse en un point z et la valeur y,

(v(@y) = E[(¥V(@) -y’ [y"]
= EQM(z) + (§(x) — )",

avec y(z) la prédiction en = et EQM(z) 'erreur quadratique moyenne associée. Nous avions
défini la prédiction inverse de y par

7, = argmin C (@, 1),
TeEX

qui est le point ot 'on va observer si ’on souhaite obtenir une réponse proche de y, au sens de

la « distance » (n(,-). On notera désormais (n(y) = (n(zy,y). Nous allons comparer les plans

finaux obtenus par les critéres maximin et de Tsallis en utilisant la quantité

Ic(wlv---va)Z/yCN(y)dy,

qui est une version a posteriori du critére de construction de plans d’expériences (impossible a
mettre en ceuvre) présenté dans l'introduction du chapitre 4.

Dés lors que les mesures ont été effectuées, il est cependant possible de calculer I’écart effectif
entre la valeur de la réponse en x, et y,

An(y) = (f(zy) —y)°.

Une mesure de la précision effective des réponses aux prédictions inverses est alors donnée par
la quantité

In(z1,...,2N) = /yAN(y) dy.

Les valeurs de I et Ia sont tracées sur la figure 5.15 pour chacune des 6 fonctions-test et des
20 plans initiaux, et pour chacun des critéres d’ajout, maximin (bleu), Tsallis (vert) et variance
de krigeage (rouge). Ces valeurs ont été calculées par discrétisation du domaine de sortie en
201 points espacés réguliérement et du domaine d’entrée en une grille de taille 801 x 801 (afin
d’avoir une bonne précision de la prédiction inverse pour un temps de calcul raisonnable), puis
en approximant I et Ian par la moyenne de (n(y) et An(y) en ces 201 points. Les valeurs
approchées de I et In ainsi obtenues ont ensuite été normalisées en les divisant, pour chaque
fonction-test f;, par (max(f;) — min(f;))?. Observons que l'ordre de grandeur de Ir et Ia est le
méme. On remarque que le critére de variance de krigeage est globalement bien meilleur pour
les fonctions-test f1 et f3, en raison du fait que le maximum atteignable par les sorties a été
observé. Ceci s’explique par le fait que le critére du maximum de variance a tendance a explorer
aux bords du domaine d’entrée, or le point ot les fonctions-test f et f3 atteignent leur maximum
est situé au bord du domaine d’entrée (figure 5.1). C’est pour cette seule raison que le critére
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de variance est ici le plus performant pour ces deux fonctions-test. Les critéres maximin et de
Tsallis sont plus performants (environ dans les mémes proportions) pour la fonction-test fy. Pour
les fonctions-test fy et f5, trés difficiles & modéliser car présentant des variations brusques, les
critéres maximin et de Tsallis sont bien plus performants que le critére de variance. Pour la
fonction fg qui présente un pic trés difficile & modéliser, les performances des critéres d’ajout
sont difficiles & comparer, mais & peu prés équivalentes. Un fait marquant est observé pour le
critére de variance de krigeage appliqué aux fonctions-test f4 et f5, ou les valeurs de Ia sont
plus grandes que celles de I pour f4, et plus petites pour f5. Dans le premier cas, le modele de
krigeage est plus fiable que ce qu’il semble pour la recherche des prédictions inverses, alors que
dans le deuxiéme cas les prédictions inverses sont bien moins précises que prévu par le modéle.

Sur les figures 5.16 et 5.17, la position des prédictions inverses ainsi que les fonctions (n et
Ay sont tracées, pour la fonction-test fi et le plan initial P; et la fonction-test f4 et le plan
initial P respectivement. Pour faciliter la recherche des prédictions inverses, le domaine d’entrée
a été discrétisé en une grille réguliére de taille 801 x 801 et le domaine de sortie en 201 points
espacés réguliérement. Les plans finaux utilisés correspondent au critére maximin tronqué aux
vraies bornes de sorties (en haut), au critére de Tsallis avec h = 1072 (milieu) et au critére
de variance de krigeage (bas). Nous pouvons remarquer, en observant la partie gauche, que les
prédictions inverses (les points) sont trés concentrées pour les critére maximin et de Tsallis (pour
lequel elles sont toutes situées sur une ligne dans le cas f1/Pjg), et plus éparses pour le critére
de variance. Les fonctions (n (colonne du milieu) et Ay (colonne de droite) s’écartent de 0 dans
les zones ol des réponses n’ont pas été observées. Dans le premier cas, on constate que le critére
de variance est plus efficace car (par chance) en répartissant les points dans le domaine d’entrée,
les observations correspondantes sont bien réparties dans le domaine de sortie, alors que par les
critéres maximin et de Tsallis les grandes valeurs de sortie n’ont pas été échantillonnées. Dans le
deuxiéme cas, on constate que le critére de variance est bien plus mauvais du fait que le domaine
de sortie n’est pas bien échantillonné.

Nous avons essayé de combiner les critére maximin et de Tsallis avec le critére de variance : le
premier point est ajouté au maximum de la variance de krigeage, puis, alternativement, un point
est ajouté a I'optimum du critere de puis au maximum du critére de variance. Les valeurs de I;
et Ian obtenues sont tracées sur la figure 5.18, ol 'on constate, par comparaison avec la figure
5.15, que cette fagon de procéder améliore les performances des deux critéres pour les fonctions
f1 et f3 ou ils étaient moins performants que le critére de variance, mais les font globalement
empirer dans les autres cas : avec le peu de mesures dont on dispose, il semble que les critéres de
diversité soient les plus & méme & répondre au probléme posé, mais il faut se poser la question
de la recherche des bornes du domaine de sortie.
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FIGURE 5.15 — Valeurs de I; et In correspondant aux 120 plans finaux obtenus par le critere
maximin (en bleu), de Tsallis (en vert) et de variance de krigeage (rouge). Pour chaque fonction-
test, les valeurs sont ordonnées dans 'ordre croissant des plans (de Py & Py).
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FIGURE 5.16 — Inversion du systéme a partir du plan final obtenu pour le critére maximin avec
bornes connues (haut), Tsallis avec h = 1072 (milieu), et variance de krigeage (bas), avec la

fonction-test fi et le plan initial Pj.
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Maximin, prédictions inverses x -
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FIGURE 5.17 — Inversion du systéme a partir du plan final obtenu pour le critére maximin avec
bornes connues (haut), Tsallis avec h = 1072 (milieu), et variance de krigeage (bas), avec la
fonction-test fy et le plan initial Pjg.
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FIGURE 5.18 — Valeurs de I; et In correspondant aux 120 plans finaux obtenus par le critere
maximin (en bleu), de Tsallis (en vert), avec pour chaque critére un point sur deux ajouté au
maximum de la variance de krigeage. Pour chaque fonction-test, les valeurs sont ordonnées dans
I'ordre croissant des plans (de P; a Py).
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5.3 Cas ou la fonction inconnue a 5 entrées et 2 sorties

Nous présentons maintenant 1’algorithme tel qu’il est mis au point dans le cas de 5 entrées et
2 sorties. Afin de tester ses performances, une fonction, que I’on espére représentative du systéme
physique, a été construite a partir d’'un nombre limité de données obtenues sur un systéme trés
proche du systéme étudié. Nous allons lancer la procédure séquentielle sur cette fonction.

Le choix ainsi que la construction du plan initial retenu dans le cas de 5 facteurs d’entrée
sont expliqués dans un premier temps. Puis, nous traitons de l'implémentation des critéres
de diversité dans l'algorithme ainsi que des particularités liées au fait qu’il y a maintenant 2
sorties. Finalement, nous donnons les résultats des tests effectués et constatons que 'approche
simplifiée présentée en 4.2.3.4 donne en pratique des résultats satisfaisants pour les deux critéres
de diversité.

Notons que, pour des raisons de temps de calcul dues & 'augmentation des dimensions du
probléme, nous ne présentons pas de résultats liés a l'inversion du systéme tels que ceux du
paragraphe 5.2.3 : les comparaisons des performances des critéres se font en terme de répartition
des sorties observées.

5.3.1 Fonction-test et plan initial

La fonction-test, construite & partir de données réelles, ne s’écrit pas sous une forme
analytique simple. Nous illustrons ci-dessous ses variations afin de montrer sa complexité. Sur les
figures suivantes sont représentées les courbes des sorties en fonction d’une entrée donnée, pour
différentes valeurs du ratio Si/Al, les 3 entrées restantes étant fixées.

SBET = f(pH) — temp=20 - conc=50 — duree=3
900 T T T T T T
Al50%
800

700
600
500
400 Al=14%
300

200

100

pH

FIGURE 5.19 — Surface spécifique en fonction du pH, pour différentes valeurs du ratio Si/Al.
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SBET = f(temp) — pH=9.8 — conc=50 - duree=3
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FIGURE 5.20 — Surface spécifique en fonction de la température, pour différentes valeurs du ratio

Si/Al
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FIGURE 5.21 — Surface spécifique en fonction de la concentration, pour différentes valeurs du
ratio Si/Al.
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FIGURE 5.22 — Surface spécifique en fonction de la durée d’ajout, pour différentes valeurs du

SBET = f(duree) — pH=9.8 — temp=20 - conc=50

ratio Si/Al.

FIGURE 5.23 — Volume mésoporeux en fonction du pH, pour différentes valeurs du ratio Si/Al.

VPOREUX = f(pH) - temp=20 - conc=50 — duree=3

I _AI=5%
ST T - L A10%
S Al=25% _ _
i . I R L AN=40%
Al=0%
0 5 10 15 20 25 30
duree (min)

0.9

‘A}=\9®°/o ‘/\'\/~ : \I\ 4
Sssl ‘SAl=25% ’
0.2F STl B2 4 7]
~ o V4
~ o /
0.1 i i i |\~_I.=14%’ i
4 5 6 7 8 9 10 11
pH

155



Chapitre 5

Mise en ceuvre pratique et résultats

FIGURE 5.24 — Volume mésoporeux en fonction de la température, pour différentes valeurs du

VPOREUX = f(temp) — pH=9.8 — conc=50 - duree=3
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FIGURE 5.25 — Volume mésoporeux en fonction de la concentration, pour différentes valeurs du

VPOREUX = f(conc) — pH=9.8 — temp=20 - duree=3
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VPOREUX = f(duree) — pH=9.8 — temp=20 - conc=50
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FIGURE 5.26 — Volume mésoporeux en fonction de la durée d’ajout, pour différentes valeurs du
ratio Si/Al.
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En ce qui concerne le choix du plan initial utilisé pour les tests (qui sera ensuite utilisé comme
premiére série de mesures du systéme physique), nous nous intéressons tout d’abord au nombre
de points qu’il doit contenir. Lors d’une procédure d’optimisation séquentielle, le choix de la
taille du plan initial est importante : il s’agit de ne pas faire trop d’essais au départ, afin de ne
pas « gacher » des expériences que 1’on pourrait faire de fagon plus avisée ensuite en utilisant le
modéle, mais il importe tout de méme de disposer d’une quantité suffisante de points afin que le
modéle initial ne soit pas trop mauvais. Sachant que 'on va disposer d’un budget d’environ 500
essais au total, le choix d'une cinquantaine de points a été choisie pour le plan initial.

Ayant remarqué que le modeéle de krigeage est meilleur si ’on connait les valeurs du systéme
aux coins du domaine expérimental, il a été décidé d’inclure tous les coins du cube de dimension
5 au plan initial, ce qui fait déja 2° = 32 points. Les 16 points restants sont définis en
s’inspirant des tableaux orthogonaux (§3.1.1.2) : nous souhaitons construire un plan dont les
projections d-dimensionnelles soient toutes identiques, pour d = 1,...,4. Si 'on rameéne le
domaine expérimental & [0, 1], les 16 points ajoutés aux 32 coins sont les suivants,

11111
11122
1121 2
11221
121 2 2
121 21
12211

Lofr222:2

372111 2
2 1121
2 1211
212 2 2
2 2 111
2 21 2 2
2 2 2 1 2
2 2 221

Les projections selon 2 et 3 coordonnées du plan ci-dessus complété avec les 32 coins sont
représentées sur la figure (5.27).

Remarque 5.3.1 Le plan dual, obtenu en échangeant les valeurs 1/3 et 2/3, se projette de fagon
identique.

Nous disposons donc d’un plan initial contenant 48 points.

5.3.2 Tests

Nous allons maintenant comparer les critéres de diversité dans les dimensions du probléme
réel, en utilisant la fonction-test et le plan initial présentés précédemment. Rappelons qu’en
pratique, les observations sont entachées de bruit de mesure, se font par séries de 6 et les résultats
des mesures arrivent avec un retard d’une série.

Nous présentons dans un premier temps les modifications de ’algorithme effectuées pour
prendre en compte cette nouvelle configuration. Puis, nous comparons les deux critéres de
diversité, en ajoutant tout d’abord les points un par un sans bruit de mesure, puis avec bruit, et
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FIGURE 5.27 — Projections selon 2 et 3 facteurs des points du plan initial.

enfin par séries de 6 avec retard. En raison de 'augmentation du temps de calcul, nous aurons
recours a l'approche simplifiée présentée au paragraphe 4.2.3.4

5.3.2.1 Modifications de l’algorithme

L’algorithme a di étre adapté au cas de 5 entrées et 2 sorties, car l'optimisation se fait
maintenant sur un plus grand nombre de points, et les calculs de diversité se font différemment
dans le cas de deux sorties pour le critére maximin (pas de formule analytique).

Discrétisation du domaine d’entrée. Nous avons dans un premier temps essayé de faire
de l'optimisation globale du critére de diversité en utilisant les polyédres de Delaunay (§J.1) :
des optimisations locales sont effectuées avec pour valeurs initiales les centres des polyédres
de Delaunay construits a partir de ’ensemble des observations, puis le meilleur optimum local
obtenu est considéré comme réalisant 'optimum global du critére. Cependant, cette fagon de
procéder est trés cotiteuse en temps de calcul dans le cas de 5 entrées, car le nombre de polyédres
de Delaunay augmente trés rapidement avec le nombre de points du plan (voir la figure J.2, ou
est tracée I’évolution du nombre de polyédres en fonction du nombre de points), et donc avec
lui le nombre d’optimisations locales & effectuer & chaque ajout de point. Afin de remédier a
cette difficulté, que 'on peut rattacher au fléau de la dimension 92|, nous nous sommes résolus
a discrétiser le domaine d’entrée en une grille Gy. Ainsi, & chaque itération de I'algorithme, c’est
simplement le point de la grille optimisant le critére de diversité qui est ajouté au plan courant.
La grille a été choisie aprés discussion avec 'expérimentateur, qui s’est basé sur sa connaissance
du systéme ainsi que sur la précision avec laquelle il peut obtenir les valeurs de facteurs d’entrée :
la grille contient 13 x 17 x 13 X 6 x 5 = 86190 points.

Calcul des prédictions par krigeage. Le calcul de la moyenne et de la variance de krigeage
aux points de la grille se fait vectoriellement par appel de la routine predictor de DACE, qui a
pour argument d’entrée I’ensemble des points de la grille. L’augmentation du nombre de points
par rapport au cas de 2 entrées fait que le temps de calcul augmente de facon notable. Afin de
contourner ce probléme, nous avons choisi d’appeler séquentiellement la routine predictor avec
pour argument d’entrée des sous-ensembles disjoints de points de la grille, dont la taille a da
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étre choisie. Faire les calculs point par point étant cotiteux en raison du grand nombre d’appels
de la routine, il a fallu trouver un compromis. Nous avons remarqué que prendre des séries de
1000 points est un compromis raisonnable (aller au-dela de 1000 points a la fois rallonge le temps
de calcul). Les 2 sorties sont modélisées de fagon indépendante, ce qui signifie qu'un modéle de
krigeage est construit séparément pour chacune des deux sorties.

Inclusion de bruit de mesure. Il est possible en théorie d’inclure et d’estimer un bruit de
mesure dans le modéle de krigeage (voir le § 2.4). En pratique, le nombre de données d’observation
relativement faible ainsi que la complexité du systéme étudié font qu’il est peu raisonnable
d’espérer obtenir une estimation précise du bruit. En conséquence, la variance du bruit de mesure
a été estimée dans un premier temps : un modéle quadratique de la variance des réponses a été
construit en se servant de I'expertise de I'expérimentateur, puis ses paramétres ont été estimés
en utilisant un plan d’expériences. Le bruit de mesure est donc supposé connu.

La routine DACE a été modifiée pour pouvoir inclure un bruit de mesure connu dans le modéle
de krigeage, et estimer les paramétres en remplacant les formules du maximum de vraisemblance
par celles données au paragraphe 2.4. Le reste de la routine n’a pas été modifié.

Calcul de la diversité pour le critére maximin. Pour ’évaluation du critére de diversité
(4.16), la méthode de calcul proposée basée sur une évaluation numérique a U'intérieur des cellules
de Voronoi s’est révélée trop cotiteuse en temps de calcul. En pratique, le domaine des sorties
(supposé connu) est discrétisé en une grille de taille 100 x 100, et l'intégrale (4.16) est évaluée
en prenant la moyenne de l'intégrande sur les points de la grille. La précision de la méthode n’a
pas été évaluée, mais nous avons remarqué qu’en pratique 'optimum obtenu par cette méthode
est le méme que celui obtenu & partir de I'intégration numérique, et le gain en temps de calcul
est conséquent. L’algorithme Matlab appelle une routine Fortran qui effectue le calcul ci-dessus,
ce qui accélére encore le temps de calcul.

5.3.2.2 Comparaison des résultats selon le critére utilisé

Nous testons maintenant les critéres de diversité dans les conditions réelles. Afin de comparer
lefficacité des critéres dans le cas de 2 sorties, les points sont tout d’abord ajoutés 1 par 1 au
plan initial contenant 48 points jusqu’a atteindre 500 points, puis nous comparons la répartition
finale des sorties et des entrées. Un bruit de mesure est ensuite incorporé au modéle de krigeage,
et I'on constate qu'une grande proportion d’observations sont répétées, ce qui va nous conduire
a utiliser la réinterpolation (§2.4.2) afin de garantir que les observations ne seront pas répétées.
Nous comparons finalement les deux critéres dans le cas bruité ou les observations se font par
paquets de 6 et les résultats des mesures arrivent avec retard.

Points ajoutés 1 par 1 sans bruit de mesure. Les 500 valeurs de sortie du plan final
sont représentées sur la figure 5.28, pour le critére maximin (haut) et le critére de Tsallis (bas),
ol les cercles pleins représentent les 48 points du plan initial, les croix les 452 points ajoutés,
et le fond gris est le domaine de sortie f(Gx) atteignable par les points de la grille d’entrée (on
ne peut pas espérer obtenir des valeurs en-dehors de cette zone). Comme on peut le constater,
le critére maximin répartit plutét bien les points, a part dans la zone située a droite, mais la
fonction étant trés compliquée, le modéle de krigeage est imprécis. L’ensemble du domaine est
exploré, mais rappelons que les bornes du domaine atteignable sont supposées connues. Le critére
de Tsallis a été utilisé avec une valeur du paramétre h = 1072 afin de s’assurer qu’il soit bien
discriminant, en utilisant la formule de la remarque 4.2.3. Nous pouvons observer dans la partie
basse de la figure que les points ajoutés avec le critére de Tsallis semblent moins bien répartis,
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et surtout sont trés concentrés dans la partie basse du domaine ou il y a déja de nombreuses
observations du plan initial (cercles pleins). Bien que les bornes du domaine atteignable en sortie
soient supposées inconnues ici, le critére a bien exploré les bords du domaine ce qui est trés
satisfaisant. Le critére de Tsallis a 'avantage d’étre plus économe en temps de calcul : en effet,
le temps de calcul total est d’environ 34h10min pour le critére maximin (le dernier point a été
ajouté en 8min8sec), alors que le temps de calcul total est de 18h12min dans le cas du critére de
Tsallis (dernier point ajouté en 5min21s).

Comparons alors le placement des facteurs d’entrée correspondants, représentés sur la figure
5.29 et la figure 5.30. Le graphique de coordonnées (i, j) correspond dans les deux cas au facteur
x; en abcisse contre le facteur x; en ordonnée (ce qui explique la répartition diagonale des points
sur les graphiques de coordonnées (i,4)). Les cercles sont les points du plan initial, les étoiles les
points ajoutés. On remarque que le nombre des facteurs explorés est limité dans les deux cas (il
n’y a par exemple aucune observation correspondant & x4 = 20). Pour les 2 derniers facteurs x4
et x5, le petit nombre de niveaux observés s’explique en partie par la discrétisation grossiére (6
et 5 niveaux respectivement).
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Sorties, diversité maximin

FIGURE 5.28 — Sorties obtenues par les critéres de diversité maximin et de Tsallis.
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Nous avons ensuite testé une détermination empirique du pas h pour le critére de Tsallis dans
le cas de 2 sorties. S’inspirant du pas empirique dans le cas d’une seule sortie, les termes de la
matrice ¥ du corollaire 4.2.5 sont estimés en utilisant la formule empirique (4.7) pour chacune
des deux sorties,

oj = max LH) _ ?sz‘)’ J=12,
i=1,...,n—1 6
avec y{i) la i€ plus grande observation de la sortie numéro j. Les sorties du plan final correspondant
sont représentées sur la figure 5.31, et 'on constate que les résultats sont moins bons que sur
la figure 5.28 car les grandes valeurs de ys ne sont pas explorées (la formule empirique n’est
pas satisfaisante car les pas calculés ne tiennent pas compte des distances entre les points mais

seulement des distances marginales entre leurs coordonnées).

Sorties, diversité de Tsallis (h=h emp)

09F L ........... R R SRR i

FIGURE 5.31 — Sorties obtenues par diversité de Tsallis et hemp.
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Points ajoutés 1 par 1 avec bruit de mesure. En ajoutant systématiquement aux
observations de la fonction-test un bruit gaussien d’écart-type égal a 5% de la plage de variation
de chaque sortie, et utilisant un modéle de krigeage avec inclusion de ce bruit supposé connu,
nous avons obtenu avec les critéres maximin et de Tsallis une liste de 500 points représentés sur
la figure 5.32, ol les points du plan initial sont représentés par des cercles pleins et les points
ajoutés ensuite par des étoiles (le domaine atteignable étant le fond gris).

Nous constatons qu’il y a un grand nombre de répétitions : 336 observations ont été faites
en double sur les 500 dont nous disposons pour le critére maximin (ce qui ne laisse que 164
points différents dans le plan final), 219 sont en double pour le critére de Tsallis (ce qui ne laisse
que 281 points différents dans le plan final). Nous pensons que cela n’est pas acceptable pour
espérer obtenir un modéle relativement fiable du systéme, et appliquons donc la technique de
réinterpolation présentée en 2.4.2 : a chaque itération, le modéle de krigeage obtenu est modifié de
sorte que la variance de prédiction soit nulle aux observations, garantissant ainsi la non-répétition
des observations. Les plans finaux obtenus sont représentés sur la figure 5.33. Les sorties ne sont
alors pas aussi bien réparties que dans le cas sans bruit de la figure 5.28 (ce qui est raisonnable),
mais on observe, pour le critére maximin, une nette amélioration dans le remplissage de ’espace
par rapport au cas bruité sans réinterpolation représenté sur la figure 5.32. Le critére de Tsallis
produit un plan final globalement meilleur.
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Sorties, diversité maximin et réinterpolation
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FIGURE 5.33 — Sorties obtenues par diversité maximin et de Tsallis, avec réinterpolation avec un

bruit de 5%.
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Points ajoutés 6 par 6, avec bruit de mesure et réinterpolation, et retard d’arrivée
des mesures. Nous comparons finalement le critére maximin et le critére de Tsallis dans les
conditions du probléme réel, en utilisant ’approche simplifiée présentée au §4.2.3. Afin de trouver
les 6 meilleurs optima locaux du critére de diversité, un algorithme d’optimisations locales
simultanées sur une grille a été utilisé : & partir d’'un vecteur de points initiaux, ’algorithme
effectue des optimisations locales dans les directions de plus grande pente et retourne le vecteur
correspondant d’optima locaux. Ne pouvant utiliser comme points initiaux les centres des
polyédres de Delaunay en raison de leur nombre prohibitif dans le cas de 5 entrées (voir le
§ J.1, figure J.2), nous choisissons de prendre comme points initiaux de la recherche les points
du plan courant. Nous avons considéré 75 étapes de planification et ajouté aux 48 points du
plan initial 75 séries de 6 points, ce qui fait un total de 48 + 6 x 75 = 498 points. Les résultats
obtenus par cette méthode sont présentés sur la figure 5.34, et sont trés satisfaisants quel que
soit le critére utilisé. Le plan final obtenu avec le critére maximin est représenté en haut, celui
obtenu par le critére de Tsallis en bas. Dans les deux cas, les 48 points du plan initial sont
les cercles pleins et les 450 points ajoutés les étoiles. Le domaine atteignable, en fond gris, est
bien échantillonné dans les deux cas, avec les bords relativement bien atteints (les bords sont
plus nettement atteints avec le critére maximin, mais celui-ci intégre la connaissance des bornes
atteignables par les sorties). La répartition des points est plutot satisfaisante si 'on considére le
petit nombre d’essais & disposition, méme si tout le domaine n’est pas atteint, et il y a des zones
vides de points alors que d’autres contiennent une grande concentration de points. Le temps de
calcul total est bien moins important (d'un facteur au moins 4) que dans le cas ou les points
étaient ajoutés 1 par 1, ce qui s’explique par le fait que I'on fait 6 fois moins d’optimisations.
Pour le critére maximin, le temps de calcul total est de 6h46min (la derniére série de points
ajoutée en 10min5s), alors que pour le critére de Tsallis le temps de calcul total est de 4h22s (la
derniére série de points ajoutée en 8minb3s). Remarquons cependant que la derniére série de 6
points est ajoutée en plus de temps que le dernier point dans le cas 1 par 1 (page 161), car le
nombre d’optimisations locales a chaque itération augmente avec le nombre de points contenu
dans le plan (une initialisation est effectuée en chaque point du plan courant) et devient a terme
plus cotiteux qu’un tri des valeurs du critére sur la grille des entrées.

En pratique, il est possible que I'on dispose d’'un budget de moins de 500 mesures. C’est
pourquoi le remplissage du domaine de sorties pour 100, 200, 300 et 400 points est représenté
respectivement sur la figure 5.35 pour le critére maximin et sur la figure 5.36 pour le critére de
Tsallis. On peut constater que le remplissage du domaine devient rapidement satisfaisant dans
les deux cas.
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Sorties, diversité maximin simplifiée
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FIGURE 5.34 — Sorties obtenues par diversité maximin et de Tsallis, avec bruit de mesure de 5%,
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Maximin, 100 points
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FiGURE 5.35 — Remplissage du domaine de sortie par diversité maximin, avec bruit de mesure
de 5%, essais par séries de 6 et retard d’arrivée des résultats.
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FIGURE 5.36 — Remplissage du domaine de sortie par diversité de Tsallis, avec bruit de mesure
de 5%, essais par séries de 6 et retard d’arrivée des résultats.
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Nous avons dans ce chapitre comparé les critéres de diversité maximin et de Tsallis. Dans le
cas du critére maximin, les bornes du domaine atteignable en sortie étaient supposées connues, ce
qui rend la méthode applicable & condition d’avoir au moins une idée a priori des valeurs de ces
bornes. Le critére de Tsallis ne suppose pas ces bornes connues. Pour le choix de la valeur du pas,
nous I'avons fixé & h = 1072, les sorties observées étant ramenées a [0, 1] & chaque itération. Le
critére maximin avec bornes connues donne les résultats les plus satisfaisants en ce qui concerne
la répartition finale des sorties, mais le critére de Tsallis donne aussi une répartition satisfaisante
et est plus économe en temps de calcul du fait qu’il se calcule analytiquement. Nous avons
testé une approche simplifiée donnant de bons résultats pratiques, mais peu satisfaisante sur le
plan théorique (réinterpolation, meilleurs optima locaux). L’approche théoriquement satisfaisante
présentée en 4.2.3.3 a été abordée en pratique dans le cas de 2 entrées et 1 sortie : le peu
de résultats obtenus semblent encourageants, mais il reste & mettre au point un algorithme
d’optimisation efficace et régler les problémes de conditionnement des matrices de corrélation
dans le cas du retard d’arrivée des mesures, en utilisant par exemple une fonction de covariance
de Matérn du type (2.14) ou (2.15). Finalement, 'inversion du systéme a partir des plans finaux
obtenus a ’aide de ces critéres d’ajout a été étudiée dans le cas de deux entrées et une sortie, et
il a été observé que les deux critéres de diversité retenus sont pertinents pour la recherche des
facteurs d’entrée ou la réponse est la plus proche d’une valeur cible donnée. Le probléme de la
recherche des bornes du domaine atteignable par les sorties reste cependant & étudier.



Conclusions et perspectives

Conclusions La premiére partie de ce travail a consisté en un exposé théorique des notions
utilisées dans ce mémoire.

Nous avons tout d’abord voulu écrire de fagon claire et détaillée les liens bien connus existant
entre des méthodes telles que le krigeage, les splines, les ondelettes et les machines & vecteurs de
support. Aprés une bréve introduction aux espaces de Hilbert a noyau reproduisant, 1’énoncé
du théoréme du représentant sous diverses formes a montré que ces méthodes consistent a
minimiser la somme d’un risque empirique et d’'un terme de pénalisation. Il a ainsi été constaté
que le krigeage intrinséque est équivalent aux splines « plaque mince » (lorsque le noyau est
conditionnellement semi-défini positif), et le fait que les machines a vecteurs de support forment
un cadre général regroupant les autres méthodes citées précédemment (notamment, la fonction
de risque empirique n’est pas nécessairement quadratique dans le cas de la SVR, mais le noyau
est supposé continu). Notre choix d’utiliser le krigeage pour modéliser le systéme a été motivé par
le fait qu’il permet d’évaluer naturellement I'incertitude (& travers le cadre probabiliste) pour
un cotit de calcul moindre, ce qui nous a permis de prendre en compte lerreur (quadratique
moyenne) de prédiction dans nos critéres d’ajout.

Nous avons ensuite détaillé davantage 1’exposé théorique concernant le krigeage, en
commencant par présenter les processus gaussiens qui forment la base probabiliste de la
méthode. Il a ainsi été constaté que la régularité des trajectoires dépend de la régularité
de la fonction de covariance. Puis, aprés quelques rappels de statistique, la définition du
prédicteur de krigeage en un point a été donnée ainsi que son expression analytique et celle
de lerreur (quadratique moyenne) associée. Nous nous sommes ensuite intéressés aux qualités
des estimateurs du maximum de vraisemblance, dont les « bonnes » propriétés asymptotiques
dépendent généralement d’observations placées de plus en plus loin (i.e. dans un domaine de
taille croissante), ce qui ne correspond pas & la plupart des situations pratiques ol le domaine
d’observation est borné. Il est rappelé que choisir une mauvaise fonction de covariance n’est pas
nécessairement un obstacle & la prédiction optimale, du moment que la fonction de covariance
choisie est compatible, en un certain sens, avec la vraie fonction de covariance. Finalement, les
modifications & intégrer au modéle de krigeage afin de prendre en compte le bruit de mesure ont
été présentées.

Le chapitre sur les plans d’expériences a conclu cette présentation théorique. Il s’agissait
plutdt de donner les idées générales intervenant dans la mise au point d’un plan d’expériences que
de rentrer dans les détails. Les plans remplissant 'espace (ou space-filling) dont la construction
est indépendante d’un modéle ont été présentés dans un premier temps. Ce type de plan peut
étre utilisé lorsqu’on ne dispose d’aucune information a priori sur le systéme et que ’on souhaite
observer « un peu partout ». Nous avons retenu les hypercubes latins maximin pour leur facilité
de construction. Ensuite, une liste de plans d’expériences construits a partir d'un modéle a été
présentée. Il a ainsi été rappelé que les critéres traditionnels (D-optimalité par exemple), définis
pour un modéle de régression classique, peuvent étre généralisés pour un modéle de krigeage.
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Finalement, des critéres d’ajout séquentiel de points utilisés pour I'optimisation globale d’une
fonction, issus de la littérature, ont été présentés. Nous nous sommes inspirés de ces critéres pour
mettre au point des critéres d’ajout visant & optimiser la diversité des réponses, critéres présentés
dans la deuxiéme partie de ce travail.

Cette seconde partie a été consacrée & la mise au point d’un critére d’ajout dans le but
de maximiser la diversité des réponses (afin de pouvoir, par la suite, obtenir un ensemble de
points en entrée, les « prédictions inverses », permettant de bien prédire I’ensemble des valeurs
atteignables par les sorties). Dans un premier temps, des critéres a base de discrépance, de
distance et d’entropie ont été testés dans le cas simple ot I’on souhaite ajouter un point & un
ensemble existant de sorte que le nouvel ensemble obtenu soit aussi dispersé que possible. Des
essais préliminaires dans R ont permis de retenir deux critéres, I'un a base de distance, 'autre
a base d’entropie (de Tsallis), qui ont ensuite été testés plus en détail. Chacun des deux critéres
permet la prise en compte de l'incertitude donnée par le modéle de krigeage pour un cott de
calcul faible dans le cas d’une seule sortie. Dans le cas de deux sorties, le critére a base de
distance ne s’écrit plus sous forme analytique et doit étre calculé en effectuant une intégration
numérique, ce qui allonge le temps de calcul. Le critére & base d’entropie de Tsallis s’écrit sous
forme analytique quel que soit le nombre de sorties. La mise en forme des critéres afin de prendre
en compte les contraintes de I’étude (bruit, mesures effectuées plusieurs a la fois et retard d’arrivée
des résultats) a ensuite été discutée. Si le critére a base de distance ne s’adapte pas naturellement
A ces contraintes pratiques, il a été montré que c’est le cas pour le critére a base d’entropie de
Tsallis. Cependant, la mise en ceuvre pratique peut s’avérer délicate, en raison notamment du
mauvais conditionnement des matrices de covariance et du cotit de calcul inhérent a I’optimisation
d’un critére multi-variable (plusieurs points étant ajoutés a chaque étape). C’est pourquoi nous
avons finalement proposé une approche empirique qui permet en pratique d’utiliser les deux
critéres dans le cadre du probléme posé.

Le fonctionnement de I’algorithme d’optimisation a ensuite été détaillé. Un plan d’expériences
initial est enrichi séquentiellement, en utilisant un critére de diversité, jusqu’a avoir épuisé le
budget de mesures. La procédure a tout d’abord été mise au point dans le cas ou le systéme a 2
entrées et 1 sortie. Des tests effectués sur une bibliothéque de plans initiaux et de fonctions-test
ont montré que le critére a base de distance donne les meilleurs résultats quand les bornes du
domaine de sortie sont connues (ce qui n’est pas le cas en pratique). Le critére a base d’entropie
de Tsallis donne des résultats satisfaisants quand ces bornes sont inconnues. Nous avons montré
la pertinence des critéres d’ajout proposés en les comparant a la technique classique consistant
& ajouter séquentiellement des points au maximum de la variance de krigeage, technique qui ne
permet pas de construire un ensemble de réponses convenablement dispersées. Nous avons effectué
quelques tests avec le critére d’entropie de Tsallis en prenant en compte les contraintes pratiques
de l'étude (retards et expérimentations groupées). Les résultats obtenus sont satisfisants au
niveau de la répartition finale des réponses, mais ’optimisation du critére est cotiteuse en temps
de calcul. En ce qui concerne les performances des prédictions inverses, nous avons observé que
les deux critéres d’ajout proposés donnent des résultats satisfaisants, mais que la recherche des
bornes du domaine atteignable par les sorties devrait étre incorporée a I'algorithme d’ajout. Nous
avons finalement mis au point la procédure d’ajout dans le cas ou le systéme comporte 5 entrées
et 2 sorties (comme le systéme réel), et avons fait des tests sur un modéle physique du systéme.
Les deux critéres de diversité ont donné des résultats satisfaisants lorsqu’on utilise ’approche
empirique en présence de retard et d’expérimentations groupées.
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Perspectives Il a été montré que le critére de diversité utilisant ’entropie de Tsallis s’adapte
naturellement en théorie aux contraintes de 1’étude (retard et expérimentations groupées). D’un
point de vue pratique, celui-ci n’est cependant pas encore utilisable en raison du temps de
calcul élevé pour déterminer la prochaine série de points de mesure & chaque itération. Il serait
donc intéressant de mettre au point un algorithme de recherche plus efficace permettant de
trouver la solution dans un temps raisonnable. L’approche empirique proposée donne des résultats
satisfaisants en pratique, mais sa justification théorique reste & établir.

Nous avons observé que dans certains cas, les deux critéres d’ajout proposés n’étaient pas
entiérement satisfaisant pour le calcul des prédictions inverses : en effet, lorsque les bornes du
domaine de sortie ne sont pas explorées, leurs prédictions inverses ne donnent pas des prédictions
satisfaisantes. Il serait donc profitable d’imaginer une procédure d’ajout prenant en compte la
recherche des bornes du domaine de sortie.

Nous avons supposé ici que le phénoméne étudié pouvait étre modélisé par un processus
stationnaire. L’extension de la méthode au cas non stationnaire (sans doute plus proche de la
réalité) mériterait d’étre étudiée. Il faudrait alors faire intervenir des fonctions de corrélation non
stationnaires dans la méthode de krigeage telles que celles proposées par Paciorek [123] et Stein
[165], ou utiliser le krigeage intrinséque.

Le calcul de l'incertitude sur la prédiction par krigeage utilisée dans la méthode d’ajout de
points ne prend pas en compte la part due a I'estimation des paramétres du modéle (paramétres
de la fonction de corrélation). Une correction du type de celles introduites par Abt [4, 5| ou
Zimmerman et Cressie [201] pourrait étre utilisée pour estimer la variance de krigeage, en gardant
a lesprit qu’il y a des cas ol ces corrections font empirer la qualité de 'estimation. En ce qui
concerne les changements apportés au critére de diversité, seule la variance de la loi normale de
la nouvelle sortie serait alors modifiée.

Il aurait également été possible de prendre en compte le coiit de fabrication. En effet, plusieurs
choix différents des variables d’entrée peuvent conduire aux mémes valeurs de sortie, et tous
les choix des variables d’entrée n’ont pas le méme coiit de fabrication. Pour ce faire, il serait
envisageable d’introduire une fonction de colit dans 'intégrale qui définit le critére de diversité.

Il aurait finalement été intéressant de pouvoir tester ’approche proposée sur le systéme réel.
Celui-ci n’était cependant pas encore prét & recevoir des mesures au moment de ’écriture de
ces lignes. Pour le moment, des études de répétabilité (visant a vérifier que des valeurs d’entrée
identiques produisent & peu prés des mémes valeurs en sortie) ont conduit a restreindre I'espace
des facteurs, ce qui va diminuer le nombre de points de la grille des entrées et ainsi accélérer
la procédure d’optimisation. A ce jour, les mesures ont été effectuées aux coins du domaine, le
reste des points du plan initial devrait avoir été observé dans quelques mois puis ’algorithme
d’optimisation sera appliqué. Souhaitons que les « critéres de diversité » puissent & ’avenir
trouver d’autres applications pratiques!



Annexe A

Ergodicité

Soit Y un processus aléatoire & valeurs réelles défini sur X' x €2, avec un espace d’indexation
X C R et un espace de probabilité (€, 7, P). Nous rappelons ici quelques éléments relatifs au
concept d’ergodicité, et montrons que I'on peut, sous certaines hypothéses, estimer des espérances
mathématiques & partir d’observations d’une seule trajetoire Y,, dans ’espace des paramétres X.

Définition A.0.2 [101] Notons RY I’ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur X.
On appelle cylindre de RY tout ensemble de fonctions y(z) € RY défini par un nombre fini
d’inégalités du type

a; <y(x1) < by, ... an < y(x,) < by,

avec a;,b; € R x; € X. Les cylindres forment une algébre notée L.
La tribu borélienne By de RY est la tribu engendrée par les cylindres,

By =o0(I).
On rappelle que la mesure image Py est définie sur I’ensemble mesurable (RY, By) par
Py(B) =P(Y '(B)) VB € By.

Définition A.0.3 Soit (2, 7,P) un espace de probabilité. L’application mesurable g
(Q,T,P) — (Q,T,P) préserve la mesure P si

P(g 1 (A) =PA) VAeT.

L’application g est appelée transformation préservant la mesure P.
L'ensemble A € T est dit invariant par g si g~'(A) = A.

Une transformation préserve donc la mesure si la probabilité d’un événement est la méme avant
et aprés la transformation.

Voyons maintenant un type de transformation préservant la mesure Py lorsque le processus
aléatoire Y est stationnaire.

Définition A.0.4 On appelle décalage (shift) la transformation 1y définie sur (R, By, Py) par
mroy(z) =yl +1).

La transformation 7; préserve la mesure Py si le processus aléatoire Y est stationnaire.
Il est maintenant possible de définir la notion d’ergodicité.
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Définition A.0.5 Le processus aléatoire Y est dit ergodique si la probabilité de chacun de ses
ensembles invariants par 7+ vaut 0 ou 1, pour tout t € X.

Dans le cas d’un processus gaussien stationnaire, on a une condition suffisante simple d’ergodicité
sur sa fonction de covariance k().

Théoréme A.0.6 [31, 101] Un processus gaussien stationnaire est ergodique si | 1”1m k(t) =0.
T||—00
Le résultat important suivant permet d’estimer ’espérance mathématique de la variable aléatoire

Y (0) (ou de Y(z), pour une valeur quelconque de z) a partir de la moyenne spatiale d’une
trajectoire Y.

Théoréme A.0.7 [101] Soit Y un processus stationnaire (définition 2.1.13) sur R x €, avec
E|Y(z)] < oo Vz € R, et a trajectoires intégrables (presque sirement). Alors, si Y est ergodique,

%/ Y(m)dxt—> E{Y(0)} (=E{Y(x)} Vx) P-presque sirement.
0

—+00

Remarque A.0.8 Le résultat d’ergodicité ci-dessus concerne concerne la moyenne du processus.
Sous certaines hypotheéses, il est possible d’obtenir des résultats similaires de convergence presque
stire pour la variance et la covariance,

o’=FE {(Y(x) — m)2} = lim ! t (Y (x) —m)?da

et

k() = E{(V(z) - m) (V(z +7) — m)} = lim —

t—oot — T

/0 - (Y(z) —m)(Y(z+7) —m)da.



Annexe B

Régularité en moyenne quadratique

Nous rappelons ici la notion de régularité en moyenne quadratique (M.Q.) d’un processus
aléatoire. Contrairement & la régularité des trajectoires, la relation entre la régularité en M.Q.
et la fonction de covariance est trés simple et ne nécessite pas d’hypothése de séparabilité du
processus.

Définition B.0.9 Soit Y un processus aléatoire défini sur X x Q, avec X C R%. Le processus
aléatoire Y est dit continu en moyenne quadratique en r € X st

lim E{Y (¢t) — Y (2)}* = 0.

t—zx

On dira que Y est continu en M.Q. sur X si il est continu en M.Q. en x, pour tout x € X.

Si Y est stationnaire, de fonction de covariance k(-), on peut écrire E{Y (z) — Y (2/)}? =
2{k(0) — k(x — )}, d’ou le résultat suivant.

Théoréme B.0.10 /2] Le processus aléatoire stationnaire Y est continu en M.Q. sur RY si, et
seulement si, sa fonction de covariance k(-) est continue en 0.

La fonction de covariance d’un processus stationnaire continu en M.Q. est donc continue partout
(c.f. remarque 2.1.15).

La continuité en M.Q. sur X n’implique pas en général la continuité des trajectoires, comme
illustré par le processus Z de 'exemple 2.1.6. Pour un processus gaussien séparable, la continuité
en M.Q. implique la continuité des trajectoires si le théoréme 2.1.19 est verifié, ce qui est toujours
le cas en pratique [2].

La réciproque est fausse aussi en général : la continuité des trajectoires n’entraine pas la continuité
en M.Q. (sauf si le processus est borné [17]).

Exemple B.0.11 [17] Soit Y : X x Q — R un processus aléatoire, avec X = [0,1] et Q = [0, 1]
muni de la loi uniforme, défini par

L1 w) st T E 1,1 ;
Y(o.w) = 4 -5 gl ) st @ €l 1
0 siz€[0,1].

Les trajectoires Y,,(+) de Y sont continues sur [0, 3] et],1]. De plus, P{Y,,(z)—0 quand x — 1} =
1, donc les trajectoires de Y sont continues. Cependant, E[Y?(z,w)] — oo quand x — %+, et

E[Y?(z,w)] =0 siz € [0, 3], ce qui montre que Y n’est pas continu en M.Q.
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Nous rappelons maintenant la notion de différentiabilité en moyenne quadratique. On pourra
remarquer les nombreux points communs avec la différentiabilité classique. Pour alléger la
présentation, on notera dans la suite Y (z) = Y (z,w), tout en gardant a 'esprit qu'’il s’agit
d’un processus aléatoire.

Définition B.0.12 [17] Un processus aléatoire Y (z),x € R? est dit différentiable en moyenne
quadratique en z si Vh € R, il existe un processus aléatoire Ly(h), linéaire en h, tel que

Y(x+h)=Y(z)+ Ly(h) + R(z,h), avec R(z,n) — 0 dans L2,
IRl tinl—o

ott L? désigne le quotient de 'espace de Hilbert des variables aléatoires de carré intégrable par
la relation d’équivalence « égalité presque stre ». La différentielle L, (h) est donc définie & un
ensemble de mesure P-nulle prés.

Nous pouvons remarquer la différence entre les notions de différentiabilité en M.Q. et p.s., die
au fait que la convergence en M.Q. et la convergence p.s. (du processus R(z,h)/|| h ||) ne sont
pas liées généralement [60].

Remarque B.0.13 [17] On peut montrer que la différentiabilité en M.Q. entraine la continuité
en M.Q., comme dans le cas déterministe.

Définition B.0.14 Soit Y(x),x € R un processus aléatoire. On appelle dérivée directionnelle
M.Q. de direction v, o v € R%, le processus aléatoire

DY () = lim L& V) = V(@)

e—0 IS

dans L2.

On appelle i dérivée partielle M.Q. le processus DY, avec e; le i¢ vecteur de la base canonique
de RY,

Si Y est différentiable en M.Q., on peut montrer que D,Y (x) = L,(v) presque partout. Tout
comme dans la théorie différentielle classique, 'existence des dérivées directionnelles M.Q. ne
garantit cependant méme pas la continuité en M.Q.

Exemple B.0.15 [17] Soit {Y (z),z = (x1,22) € R?} le processus aléatoire défini par

z173 . - 1)
Y(x):{—“%mv six #0, avec V.~ N(0,1);
0stax=0.

On vérifie que D, Y (0) %V Yo = (v1,v2),v1 # 0, et D,Y(0) =0 Yv = (0,v2), d’ou Uezistence
de toutes les dérivées directionnelles au point 0. Cependant, B{Y (z) — Y (0)}? = > sizy = a3,

Y n’est donc pas continu en M.Q. en 0.

Remarque B.0.16 La différentiabilité en moyenne quadratique est parfois définie comme
Uezistence de toutes les dérivées directionnelles M.Q. [2]. Cependant, cette définition conduit
a Dexistence de processus aléatoires dérivables en M.Q. mais pas continus en M.Q. (exemple

B.0.15).

Voyons maintenant les liens entre la régularité M.Q. d’un processus aléatoire stationnaire et
sa fonction de covariance.
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Proposition B.0.17 [17] Soit Y (z),x € R? un processus aléatoire stationnaire de fonction de
covariance k(-). On suppose que les dérivées partielles d’ordre 2 de k() existent et sont continues.
Alors, si on note ky(+) la fonction de covariance de la dérivée directionnelle M.Q. D,Y (), on a

0’k
ky (1) = —YH(m)v, avec H(7) ;1 = —— (7).
Le théoréme suivant, conséquence de résultats donnés dans |2, 161|, donne une condition
nécessaire et suffisante de dérivabilité d’ordre ¢ en M.Q. pour un processus aléatoire stationnaire
dont les moments d’ordre 2 sont finis.

Théoréme B.0.18 Soit Y un processus aléatoire stationnaire de fonction de covariance k(-).
Alors
Y est q fois dérivable en M.Q. <= k(%)(O) existe VK, |k| = q,

avec expression de la dérivée de la fonction de covariance donnée dans la proposition 2.1.22.

Si on admet qu’en pratique le théoréme 2.1.19 est vrai pour toute fonction de corrélation
stationnaire continue, comme suggeré dans [2], on peut appliquer le théoréme B.0.18 pour
déterminer la régularité des trajectoires d’un processus gaussien stationnaire (en enlevant « en
M.Q. » dans I’énoncé).

Pour conclure, et afin d’illustrer la différence entre les deux notions de dérivabilité, nous
donnons un exemple de processus aléatoire pouvant avoir des trajectoires analytiques et n’étre
méme pas dérivable en moyenne quadratique.

Exemple B.0.19 [161] Soit Y(x) = cos(U + zV), avec U et V des variables aléatoires
indépendantes de lois respectives uniforme sur [0,2w] et Cauchy standard. On peut montrer que
E{Y(z)} = 0 et cov(Y(z),Y () = %e“x_“’”, donc le théoréeme B.0.18 permet d’affirmer que
le processus stationnaire Y n’est pas dérivable en moyenne quadratique, bien que ses trajectoires
sotent analytiques.



Annexe C

Krigeage bayésien

Nous rappelons ici comment la théorie bayésienne peut étre utilisée pour estimer les
paramétres d’un processus gaussien [56, 136]. Nous commengons par quelques rappels sur la
méthodologie bayésienne, puis présentons des méthodes d’estimation des paramétres.

C.1 Formalisme bayésien

On commence par se donner une famille de modéles (ou hypothéses) H;, pouvant servir a
modéliser un ensemble de données D, avec pour chacun un ensemble de paramétres w;. On
utilise ensuite nos connaissances du systéme étudié pour définir :

— une probabilité P(H,;), qui permet de distinguer les modéles a priori plus ou moins adaptés ;

— une probabilité P(w;|H;), qui permet de quantifier, pour un modeéle H; donné, les valeurs

des paramétres a priori les plus pertinentes.
Une fois l'ensemble des données d’apprentissage D collectées, on effectue deux inférences
successives :

1. pour tout ¢, inférence des paramétres w; du modeéle H; & partir des données. On utilise

pour cela la formule de Bayes,

vraisemblance a priori

—N— —
Dlwi, Hi) Plwi|Hs)

P(
P(w;|D,H;) = C.1
(wi[D, y) T (1)
a posteriori —
évidence

La wvraisemblance, que I'on peut calculer, est la probabilité d’obtenir les données a partir
du modeéle H; avec les valeurs des parameétres w; (voir page 55 dans le cas d’un processus
gaussien). L’évidence est inconnue, mais constante (D et H; sont fixés a ce niveau), c’est
donc une constante de normalisation qui peut étre omise dans les calculs. On obtient donc
la densité de probabilité a posteriori comme le produit de la vraisemblance par 1’a priori
(& une constante multiplicative preés) ;

2. comparaison des modéles H;. Supposons que ’on puisse maintenant, pour tout ¢, calculer

I’évidence (comme constante de normalisation) en utilisant la formule (C.1). En appliquant
une nouvelle fois le théoréme de Bayes, on obtient

P(DIH;)P(Hi)

P (C.2)

P(Hi|D) =

182
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o P(D), qui ne dépend que des données, est une constante de normalisation. La densité
de probabilité a posteriori P(H;|D) nous permet finalement de ranger les modéles H; par
ordre de pertinence.

En pratique, il est souvent trés difficile d’évaluer I’évidence dans 'équation (C.1), qui peut étre
une intégrale trés compliquée, et il faut se résoudre & des approximations de type Monte Carlo.
Le choix de I'a priori n’est pas non plus toujours évident.

C.2 Application au krigeage

Nous pouvons maintenant présenter le krigeage bayésien [65, 144]. On commence par se
donner une loi a priori pour le vecteur de paramétres {(!3,02,%)). Les modéles H; précédents
correspondent ici & des processus gaussiens dont la fonction de corrélation est paramétrée par
un vecteur 1 ; on peut donc écrire H; = H,,. Suivant le formalisme présenté en C.1, la densité
de probabilité fy(-), qui décrit la loi du paramétre v, correspond a la probabilité P(H;). La
densité de probabilité fi,(-) correspond & la probabilité P (w;|H;), qui décrit la loi du vecteur
des paramétres w = {(!3,02) a 9 fixé. Partant de la loi (2.19),

()] (372 (R =

on va chercher & évaluer la loi du meilleur prédicteur E{Yp|Y"} (théoréme 2.2.4), en tenant
compte de la distribution a priori des paramétres. Cette loi a posteriori du prédicteur est appelée
loi prédictive, et sa densité de probabilité s’écrit

Tvolyny = ey flwlyn
= Jiolyn w ) flulys o) Sy (C4)
La densité f[yo|yn,w7w}(') est donnée par la proposition 2.2.12. Pour obtenir ’expression des deux
autres densités fl,)yn ¢ (-) et flyyn)(+), on applique la théorie bayésienne présentée en C.1.
On effectue tout d’abord le premier niveau d’inférence (C.1),
Fiyn w9 Fruly)
Frynpwy

Juwpyn g =

qui permet d’obtenir la densité fi,yn 4 (-) et U'évidence fiyn|y)(-) par intégration, en utilisant le
fait que I'a posteriori fi,y» 4(-) est d’intégrale 1. Par le deuxiéme niveau d’inférence (C.2), on
obtient ensuite la densité a posteriori de 1,

_ fyewife
Ty = =

On peut alors finalement calculer (C.4). Le probléme est qu’en pratique les intégrales a évaluer
sont souvent trés compliquées, et il faut se résoudre a faire des hypothéses simplificatrices ou des
approximations |[142].
— Approximation par méthodes de Monte Carlo : lidée est d’approcher la distribution
prédictive en écrivant

Tooyn () = /f[yoYn,(5,02,¢)}(')f[(ﬂ,a2,w)|yn}(C)dC (C.5)

Q

l
1
72 fvarvnison)
=1
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ot {(B,0%,9),,i = 1,...,1} est un échantillon obtenu a partir de la loi a posteriori des
paramétres, de densité

Frgon o = G0N Go0)
[(Bva ﬂp)‘ ] fY”

Des méthodes de Monte Carlo, dont les MCMC (Markov Chain Monte Carlo) qui utilisent
une chaine de Markov dont la loi stationnaire est [(3,02,%)|Y™"], sont discutées dans
[117, 188, 189].

— Mazimisation de [’évidence (evidence mazimization) [110] : l'idée est d’approcher la
densité conditionnelle fly;y»(-) en utilisant les valeurs des paramétres les plus probables,
déterminées & partir de la relation

oo a8 G0t
[670 =¢| ] fYn

X fiyni8.02,01f(8.0%0)-

La méthode de maximisation de I’évidence sélectionne les valeurs des paramétres qui
maximisent la fonction figs2 yjyn] X fiyn|8,02,9)f(8,02,)- En passant au logarithme, on
obtient

o~

(B,0%,4) = argmax [1(8,0%, ¢[Y™) +log f(8,0°,¢)] , (C.6)
(B,0%%)

avec [(B,02,9|Y"™) la log-vraisemblance (2.30) et f = f(8,02,0) la densité a priori des
paramétres. On remarque le terme correctif f(3,02,1) ajouté a la log-vraisemblance, qui
permet la prise en compte de I'information a priori sur la loi des paramétres (notons que
cela ne garantit normalement pas contre d’éventuels problémes de multi-modalité de la
log-vraisemblance, mais il est possible de choisir une loi a priori qui garantit contre la
multi-modalité tout en contenant l'information a priori dont on dispose [56]). Le vecteur
(,@,;3,12) est appelé mode a posteriori de la densité fiym g 52 -
La méthode de maximisation de ’évidence est basée sur '’hypothése simplificatrice que
la densité a posteriori des parametres fig ;2 y|yn) est trés concentrée autour de son mode,
par rapport aux variations de la loi prédictive fly,|yn) [56] (voir (C.5)). On utilise alors
I’approximation suivante de la distribution prédictive de Yy,

Jwory= = Sy yn 5200

La complexité algorithmique de la méthode de maximisation de 1’évidence est du méme
ordre que pour le maximum de vraisemblance, en O(n?). L’obtention des valeurs optimales
des parameétres est facilitée si on peut calculer le gradient de (C.6).

— Hypotheses simplificatrices sur la loi a priori des paramétres fig 52 4)() [144]. Si la loi
a priori des paramétres a une forme simple, on peut parfois obtenir explicitement la loi
prédictive :

— si 02 et ¢ sont supposés connus, la loi de départ (C.3) devient

t t
() o]~ [ 2 (3, )]

Sil’on suppose une loi a priori normale pour 3, la loi prédictive obtenue est aussi normale
(voir [144]). Un fait intéressant est que mettre un a priori non-informatif uniforme sur

B,

p~1,
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qualifié d’impropre car la distribution uniforme sur RP n’est pas une loi de probabilité,
donne la loi prédictive R
[Yol[Y™] ~ N (Yo, EQM(z0)),

ol ¥y et EQM(z) sont donnés respectivement par les formules (2.23) et (2.24).
— si seul ¥ est connu, partant de la loi

t t
() o] e[ () 2, R

et utilisant la relation
T18.02 = J1g1021fo2

on peut, suivant les lois a priori mises sur chacun des membres [3|0?] et [02], obtenir
pour loi prédictive une loi de Student. Notons qu’en mettant un a priori uniforme sur
[8,02], on peut retrouver Y, comme moyenne de la loi prédictive (voir [144] pour les
détails).

— si aucun des paramétres 3,02, n’est connu, on peut faire ’hypothése simplificatrice
que les paramétres d’échelle 3 et o2 sont indépendants du paramétre de corrélation 1,
1.e.

f18.02,0) = J18.02 0

En mettant un a priori sur [3,0%] comme & l'item précédent, on peut obtenir la loi
prédictive vue comme une loi conditionnelle au paramétre inconnu 1, notée [Yp|Y™, 9].
La densité de la loi prédictive s’écrit donc

fvolyn) = / Jivopyn1de

= /f[YolYn,w}f[wlY"]dwv

avec la densité a posteriori de ¢ f[w‘yn](') qui peut s’obtenir en écrivant

Sy = / f[ﬁpgwyn}dﬁda?
= /f[Y"5,02,¢]f[5=02=¢]d6d02’

une intégrale (p + 1)-dimensionnelle qui peut se traiter en utilisant des lois a priori
simples [144].
Remarque C.2.1 Si l’ensemble des paramétres {3,02,1} est supposé connu, l'interpré-
tation bayésienne du krigeage est la suivante : on se donne un a priori sur le modéle Y (x),
sous la forme d’un processus gaussien de paramétres connus [3,0%,1). Aprés avoir observé le
vecteur des réponses Y, le processus a posteriori [Y (z)|Y™] est aussi un processus gaussien,
dont la moyenne et la covariance a posteriori sont données par la proposition 2.2.12.
En résumé, 'approche bayésienne permet 1’évaluation de l'incertitude liée aux paramétres du
modéle, au prix de calculs numériques souvent cotiteux.



Annexe D

Cokrigeage

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la modélisation par krigeage dans le cas ol 'on
observe simultanément plusieurs réponses d’un méme systéme, et ’on souhaite prendre en compte
le fait que les réponses sont corrélées. Ce type de modélisation, appelée cokrigeage [26, 144], utilise
des processus vectoriels. Nous présentons dans un premier temps le modéle de cokrigeage, puis
le calcul du prédicteur est effectué dans une seconde partie.

D.1 Modéle de cokrigeage

Dans le modéle de cokrigeage, les ¢ réponses du systéme sont chacune modélisées sous la
forme

avec m;(+) une fonction connue a valeurs dans RPi, 5; € RPi un vecteur de paramétres inconnu, et
Z;(+) un processus gaussien stationnaire de moyenne nulle et fonction de covariance k;(-) connue.
Chaque réponse est donc modelisée comme en (2.18) dans le cas d’'un modéle de krigeage avec
une seule réponse, mais les processus aléatoires Z;(-) sont liés entre eux & travers une structure
de covariance : le processus

Z(@) = (Zi(@)...., Z,(x))

est supposé multidimensionnel stationnaire, de moyenne nulle

E{"(Zi(z),...,Z4(2))} =0gx1 Vz € X,
et fonctions de covariance croisées stationnaires définies par
kij(1) = E{Zi(x)Zj(x + 7)} .
Notons que kj; (1) = ki(7).

Remarque D.1.1 [144] Il faut prendre garde au fait que, contrairement auz fonctions de
covariance stationnaires classiques, on a en général k;j(1) # kij(—7) sii # j. Cependant,
kij (1) = kji(=7).

Les fonctions de covariance croisées continues vérifient une propriété semblable au théoréme
2.1.27 (de Bochner).
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Proposition D.1.2 [26/ Une fonction de covariance croisée stationnaire continue k;ij(-) admet
la représentation spectrale

is (7) = / &0 B (du), (D.2)
ou F;j(du) est appelée mesure spectrale croisée.

Les fonctions k;j(-) ne peuvent pas étre choisies arbitrairement dans la famille des fonctions
de covariance, mais doivent étre compatibles entre elles pour assurer que la variance de toute
combinaison linéaire des processus Z; est positive.

Théoréme D.1.3 [26] Soit {k;j(-),1 < 4,5 < q} une famille de fonctions continues s’écrivant
sous la forme (D.2). Il existe un processus multidimensionnel stationnaire d’ordre 2 ayant les
kij(-) comme fonctions de covariance croisée si, et seulement si, la matrice (Fi;j(B))i1<ij<q est
semi-définie positive pour tout ensemble de Borel B C RY.

Pour des éléments sur la régularité des processus aléatoires multivariés, on pourra consulter [17].

D.2 Calcul du prédicteur de cokrigeage

Supposons, pour tout ¢ = 1, ..., ¢, que la réponse y;(+) a été observée en xﬁ, e xﬁLZ (Pensemble
d’observation peut donc étre différent selon la réponse). Notons Y;" = (Y;(z}),...,Yi(z},))
le vecteur aléatoire des observations correspondant & la sortie ¢, et y;" le vecteur des valeurs
observées. On souhaite prédire la valeur des réponses en un nouveau point xy. Supposons pour
simplifier, quitte a réarranger la numérotation des réponses, que ’on souhaite prédire Y;(zg). La
démarche est la méme que dans le cas d’une seule réponse : on recherche un prédicteur linéaire
de la forme

ni
— Z AinYi(zh) + Z oY (z . Z NigYq(xd) = oY,
=1
avec

co = t()\ll,... ,)\nll,... ,)\1q,... ’)‘nqq)
et

(L,

On souhaite que le prédicteur soit sans biais par rapport a Y (21),...,Y1(z},). Une maniére de
remplir cette condition est donnée par

n1 n;
Z)\il =1let Z)\ijzopouerQ,...,q
i=1 =1

On cherche sous ces hypothéses & minimiser ’erreur quadratique moyenne

E[(?l(xo)—Yl(xo)>2] = Z Z N X jmEim () -y —QZZ)\zku zt — z0) + k11(0)

I,m=114,j=1 =1 =1
= tCOKCO — QtCOk?O + k?ll(O),
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avec
ko = t(ku(:ﬂ% — xg), . - - ,kzu(az,lll —z9),... ka(z] — z),. .. ’kql(l“%q _ SCO))
et
Kl K12 Klq
| K2 Ky Ky
tKlq tK2q - Kq

o K; = cov(Y™) pour i =1,...,q et K;; = cov(YZ-"i,anj) pour 1 < i < j < q. Le systéme de
cokrigeage a résoudre est donc

argmin ‘o K¢y — 2t coko

coER™ (DB)
"My = my,
avec
Ml o OTL1 qu
M = : :
Ongspn -+ M,
‘mo = ("m1(20),01xp—py)) »
ou M; = t(ml(xﬁ),,mz(xﬁh)) pour i = 1,...,q, et p = > 7, p;. On reconnait la forme du

systéme de krigeage universel (2.22), ou les matrices de corrélation stationnaires R et 7 sont
remplacées par les matrices « de covariance » K et kg. On a vu que la solution du systéme (D.3)
est donnée par R R

Yi(zo) = 'moB + koK1 (Y™ — MB),

avec B\ = (MK M )71tM K~1Y™ Iestimateur des moindres carrés pondérés de 3 , et

EQM () = k11(0) — koK ko + ‘(MK "' M) ',

ol y=mgy — PMK k.

Remarque D.2.1 [1/4] Le méme raisonnement que dans le cas d’une seule réponse permet de
retrouver l’expression du prédicteur quand l’ensemble des parameétres du modeéle sont supposés
connus. D’apres le théoreme 2.2.4, le meilleur prédicteur de Yy = Yi(xg) est donné par

Yi(zo) = E{Yo|Y{™ =y, ... Y =y} . (D.4)

Cette espérance conditionnelle se calcule aisément dans le cas gaussien. Or, d’aprés le modéle

(D.1),
f(Yo, Y1, Yq"") ~ Ny, (M'B,K')

i

avec

tml(xo) e 01><pq
Ml OTLlqu

Opgxpr - My
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B = (tﬂl)"' )tﬁq) et

0%1 %1 %12 .. tkth
K — k1 Ky Ko ... Klq
ki, Kig Kag ... K,
ot 03y = k11(0), k1 = cov(Y]",Yy) et ky; = cov(Y",Yy) pour i =2,...,q. D’aprés le corollaire

2.2.14, Uespérance conditionnelle est donnée par
Yi(zo) = 'mof + ko K~ 1(Y" — M§B).

Exemple D.2.2 (Utilisation des dérivées)[144, 178] Supposons que l'on souhaite faire de la
prédiction d’un processus gaussien stationnaire et que l’on dispose d’information a priori sur les
valeurs des dérivées (partielles) du processus en certains points du domaine X, données par la
physique du systéme. On peut alors utiliser le cokrigeage pour tenir compte de cette information :
le systeme est modélisé par le processus

Y(z) ="'m(z)B + Z(x),

avec m(-) une fonction connue et dérivable a valeurs dans RP, 5 € RP un vecteur de paramétres
inconnu, et Z(-) un processus gaussien stationnaire de moyenne nulle et fonction de covariance
k(-) connue. Sous certaines conditions de régularité de la fonction de covariance (§2.1.2.2), le
processus Y est dérivable et le processus « i€ dérivée partielle » est donné par

t .
Yi(x) ="mi(x)B + Zi(x), i=1,...,d,
avec m;(x) = agnm(fv) et Z; un processus gaussien centré dont la fonction de covariance est
7
calculée ci-dessous. La prédiction en un nouveau point Y (xg) s’obtient par cokrigeage en utilisant
l’ensemble des observations disponibles pour chacun des processus Y,Y1,...,Yy. Les covariances
croisées s’obtiennent a partir des formules

cov(Y (2),Y;(z')) = %;
2 xm/
cov(Y;(z),Y;(2") = %

Notons que la méthode se généralise aux dérivées d’ordre quelconque si la moyenne et la fonction
de covariance du processus sont choisies suffisamment réguliéres.
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Krigeage intrinséque

L’hypothése d’un processus aléatoire stationnaire peut s’avérer mal adaptée pour la
modélisation de certains systémes, alors qu’une simple fonction polynoémiale par morceaux serait
adéquate. Nous avons vu au chapitre 1 que les splines plaque mince (polynomiales par morceaux)
sont équivalentes au krigeage intrinséque : il est donc intéressant de se placer du point de vue
stochastique afin de disposer de tout I’appareillage probabiliste. Le krigeage intrinséque modélise
le systéme par une classe de processus plus générale que les processus stationnaires, les processus
intrinséques (intrinsic random fields, IRFs), dont les incréments sont stationnaires.

Dans un premier temps, nous présentons les processus aléatoires intrinséques habituellement
utilisés, qui correspondent en toute rigueur aux processus intrinséques d’ordre 0. Puis nous
passons & la généralisation aux processus intrinséques d’ordre ¢, et finalement donnons
I’expression du prédicteur. Dans toute la suite, les processus seront supposés a valeurs réelles.

E.1 Processus aléatoires intrinséques (d’ordre 0)

Définition E.1.1 [26/ Un processus aléatoire {Y (z),x € R?} est dit intrinséque d’ordre 0
(Intrinsic Random Field, IRF-0) si le processus incrémentiel

Yi(z) =Y(x+h) = Y(2)

est stationnaire pour tout h, ou de maniére équivalente, si

~EY(z+h)=Y(z)] =m(h);

- var[Y(z + h) — Y(x)] = 2v(h).
Le terme m(h) est appelé dérive (drift) du processus intrinséque. La fonction 2y(-) est appelée
variogramme, et y(-) est appelée semi-variogramme.

Remarque E.1.2
— On peut montrer que la dérive m(h) est une fonction linéaire de h : m(h) = (a,h), avec
a € R? fizé. Sans perte de généralité, on pourrait supposer m(h) = 0 Yh : ce point sera
expliqué dans la remarque E.2.3 ;
— dans la littérature, c’est la fonction y(-) qui est parfois appelée variogramme ;
~ st Y est un processus intrinséque, la variance de la v.a. Y NY (x;) est finie si, et
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seulement si, Y i1 N = 0. A laide du variogramme, on obtient

var (Z )\iY(:cZ-)> = — Z Z XiNjy(xs — x4)
=1

i=1 j=1

n N
=Y (e — ),

i=1 j=1

n N
cov Z NiY (), Z Y (x5)
i=1 j=1

n N
siZ)\i =0 etZuj =0.
i=1 j=1

Proposition E.1.3 Le variogramme vérifie les propriétés suivantes :
= 2y(h) = 2y(=h);
= 2y(h) = 0;
- 27(0) =0.

Ces conditions ne sont cependant pas suffisantes pour définir un variogramme admissible. Une
condition nécessaire et suffisante sera donnée par le théoréme E.1.5.

Définition E.1.4 Une fonction symétrique g : R* — R est dite conditionnellement semi-définie
négative si VI,V x1,...,2; € RLVY A, ...\ € R vérifiant Zézl A =0,

l
Z )\z)\]g(xz - SCJ') S 0.
1,j=1

Le théoréme suivant est I’analogue du théoréme 2.1.11 pour les processus stationnaires.

Théoréme E.1.5 [31] Toute fonction conditionnellement semi-définie négative est le vario-
gramme d’un processus aléatoire intrinseque.

Faisons maintenant le lien avec les processus stationnaires.

Proposition E.1.6 [31] Si le processus Y est stationnaire de fonction de covariance k(-), alors
il est intrinséquement stationnaire et

La réciproque est fausse.

Exemple E.1.7 [26] Le mouvement brownien {W (z),z € R} vérifie var [W (z + h) — W (z)] =
lh]l, mais cov(W (z), W (z")) = (||| + ||2'|| = ||z — 2'||) /2, qui n’est pas une fonction de x — x'.

L’outil de base du cas stationnaire, la fonction de covariance k(-), est remplacée par le
variogramme 7y(-). On y gagne en généralité, la famille des variogrammes étant plus large que la
famille des fonctions de covariance. Cependant, les calculs de covariances sont maintenant limités
aux combinaisons linéaires admissibles. Dans la pratique, c’est parfois le variogramme qui est
utilisé comme outil de base d’analyse : on consultera [26, 31| pour une présentation beaucoup
plus détaillée du variogramme.
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E.2 Processus intrinséques d’ordre ¢ (¢ € N)

Nous présentons ici la généralisation du paragraphe précédent. Avant de lire la suite, on
peut retourner au paragraphe 1.3.1 pour revoir les mesures admissibles d’ordre ¢ et les fonctions
conditionnellement semi-définies positives d’ordre q.

E.2.1 Définition et propriétés

Introduisons tout d’abord quelques notations. Pour z = (:cm, .. ,:C[d]) eRY = (lh,...,1lq) €
N9, on notera z! le monome xlﬁ] e x% et |I| =11 +--- + g le degré de x'. On vérifie de facon

immeédiate que la mesure A = )" | A0y, est admissible d’ordre ¢ (A € AZ) si, et seulement si
n
> Xab=0 VI, [I|=0,1,....q,
i=1

autrement dit si tous les moments de la mesure A d’ordre ¢ ou moins sont nuls.

Définition E.2.1 On appelle mesure translatée d’une mesure discréte \ par le vecteur h, notée
ThA, la mesure possédant les mémes poids que A, mais appliqués aux points du support de A\
translatés du vecteur h : st X = Z?:l Ailz,, alors

Th)\ = i )\iézi+h.
i=1

L’action de la mesure translatée sur une fonction f de R? sera donc
n
A f =Y Aif(wi+h).
=1

Nous pouvons maintenant donner une définition simple d’un processus aléatoire intrinséque
d’ordre g. Une définition plus abstraite est possible, a base de classes d’équivalence |26, 178| (les
processus définis ici sont en fait des représentants de ces classes).

Définition E.2.2 Un processus aléatoire Y (z) est dit intrinséque d’ordre ¢ (IRF—q) si pour toute
mesure admissible X =Y """ | X0y, € Ag, le processus aléatoire

Ya\(z) =1\ Y = Z Y (z; + x)
1=1

est stationnaire de moyenne nulle.

Cette définition équivaut a
— E[Yx(z)] = 0 (voir la remarque E.2.3) ;
~ EYA(2)Ya(2)] = ka(z —2') Va2’ e R:, X € AL

Remarque E.2.3 /26, 31]
— Le modéle intrinséque usuel du paragraphe E.1 correspond au cas ¢ =0 (la condition de la
Définition E.1.1 est satisfaite en prenant X = &, — 6y € AL) ;
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— puisque A3+1 C Ag, un IRF—q est aussi un IRF—(q + 1). Un processus stationnnaire est
donc intrinséque & tout ordre (formellement, un processus stationnaire correspond au cas
q=-1);

— Uhypotheése de moyenne nulle du processus Yy, faite pour simplifier la présentation, ne nuit
pas a la généralité : la moyenne d’un IRF-q est en effet un polynome de degré au plus q,
qui est filtré par Uaction de la mesure T, A. On voit ici apparaitre les classes d’équivalence :
un IRF-q n’est en fait défini qu’a un polynome de degré q prés ;

~ par définition d'un IRF-q Y, E[Y\(2)]? < co VA € Ag ; cependant, E[Y (z)]? peut étre

infinie, ou dépendre de x. L’hypothése de stationnarité des incréments autorise donc des

non-stationnarités de la moyenne et de la variance.

Exemple E.2.4 [26, 31]
- S1Y est un processus stationnaire défini sur R, de moyenne nulle, son intégrale

To(x) = /O Yt

est un IRF-0. Plus généralement, ['intégrale (q + 1) d’un processus stationaire Y sur R
de moyenne nulle, définie par

T,(z) = /Ox =y ar,

q!

est un IRF—q ;
— inversement, si un IRF-q défini sur R est différentiable (¢ + 1) fois, sa dérivée d’ordre
(¢ + 1) est stationnaire.

E.2.2 Covariance généralisée

La structure de corrélation d’un processus stationnaire est définie par sa fonction de
covariance, celle d’un processus intrinséque par son variogramme. Plus généralement, la structure
de corrélation d’un IRF—q est caractérisée par une fonction de covariance généralisée. La famille
des covariances généralisées est plus grande que celle des covariances, mais la covariance n’est
définie que pour les combinaisons linéaires admissibles d’ordre ¢ du processus.

Définition E.2.5 Soit Y un IRF-q. Une fonction k(-), définie sur RY, est appelée fonction de
covariance généralisée (CG, ou Generalized Covariance, GC) de Y si

n N
B[ Y) (e V)] = D0 Nt — 1) (B1)
i=1 j=1
pour tous n, N, et toute paire de mesures admissibles X =y 1" | N\i0g, et = Z;V:1 Hidt; € Ag.

Remarque E.2.6 [26/
— Il suffit de vérifier la condition ci-dessus pour X\ = p, comme on peut le constater en
développant (X + p) - Y12 La condition que doit vérifier une CG est donc

BNV =) M\jk(e —2;) VA=) Aidy, € AL (E.2)
ij=1 i=1
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— en pratique, la fonction k(-) s’utilise comme une fonction de covariance ordinaire, mais les
formules (E.1) et (E.2) ne sont valables que pour des combinaisons linéaires admissibles
d’ordre q ;

— la famille des fonctions de covariance généralisée d’ordre q coincide avec la famille des
fonctions k(-) symétriques sur R? et satisfaisant la condition

Z)\)\k i —x5) >0,

1,7=1

pour toute mesure admissible X\ = > 7 | X0y, € Ag, autrement dit avec la famille des
fonctions conditionnellement semi-définies positives d’ordre q (Définition 1.5.6).

Théoréme E.2.7 [26] Tout IRF-q posséde une covariance généralisée k(-), unique a une classe
d’équivalence pres : toute autre CG s’écrit k(h) 4+ p(h), ot p(-) est un polynéme pair de degré au
plus 2q.

Exemple E.2.8 [26/
- Si'Y est stationnaire de covariance k(-), alors k(-) est aussi une covariance généralisée ;
— st Y est un IRF-0, alors k(h) = —v(h) 4+ a, avec a € R : la covariance généralisée vaut
—v(:) @ un polynéme pair de degré O prés, i.e. une constante ;
— s1 Y est stationnaire de moyenne nulle sur R, nous avons vu que sa (q+ 1)¢ intégrale

Cx—t)t
Ty(z) :/ 7'3/(75) dt
0 q-
est un IRF—q. On peut montrer que sa covariance généralisée s’écrit
h 2¢+1
h—t
k‘q(h) — (_1)61-1—1/ Q

ot k(-) est la fonction de covariance stationnaire de 'Y .

k(t) dt,

E.2.3 Représentation spectrale
Il existe un analogue au théoréme 2.1.27 (de Bochner) pour les covariances généralisées.

Théoréme E.2.9 [26, 84, 161] Une fonction continue k(-) est la covariance généralisée d’un
IRF-q défini sur R si, et seulement si,

k(h) :/{cos(tvh) P,('wh)1p,(v)} p(dv) + Q(h), (E.3)
q (_:C2)i
avec Py(z) = Z ) 1,(+) la fonction indicatrice de la boule unité de R, Q(-) un polynéme
7)!
i=0
de degré < 2q quelconque, et p une mesure positive et symétrique vérifiant
[ o) < (E4)
—————u(dv) < o0, :
B (1 [0

appellée mesure spectrale de [’IRF—q.

Remarque E.2.10 /26/
— Puisque | cos(vx)— P, (fvz)| = O(||[v]|*?), intégrale (E.3) est bien définie pour une mesure
w satisfaisant (E.4) ;
— le choiz de By est arbitraire : tout voisinage borné de l’origine conviendrait.
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E.3 Prédicteur de krigeage intrinséque

Il s’agit maintenant d’écrire les équations du prédicteur et de 'EQM de krigeage intrinséque.
Le processus Y (x) est supposé étre un IRF—¢ (¢ connu), de covariance généralisée k(-) connue.
On souhaite prédire Yy = Y (x) en utilisant un prédicteur linéaire de la forme

i=1

Un choix convenable des coefficients \; garantit que le terme d’erreur Y () — Y (zq) est une
combinaison linéaire admissible d’ordre g, dont on peut donc calculer la norme quadratique.

E.3.1 Calcul de l’erreur quadratique moyenne

S0it 6(4e) = Yoieq Aibz, — 0z, une mesure admissible d’ordre g (6(,,) € AZ). Alors

Sao) " Y = Y _NY (@) — Y (20) = Y (w0) — Y (x0)
=1

est une combinaison linéaire admissible d’ordre ¢, et la formule (E.2) donne l'expression de
Ierreur quadratique moyenne,

E [(?(xo) - Y(x0)>1 = Zn: Nidjk(x; —x5) — 2Zn:)\ik(xz~ —x0) + k(0)
i=1

ig—1
= tCoKCO - QtCOk‘O + k‘(O),

avec ¢g = (A1,...,\n), K = (k(z; — %) 1<ij<n
krigeage intrinséque sera obtenu en minimisant (E.5), sous la contrainte O(z0) € AZ.

et ko = (k(xi —20));<;<p,- Le prédicteur de

E.3.2 Equations du krigeage intrinséque

Minimiser ’équation (E.5) sachant que d(z,) €st une mesure admissible d’ordre ¢ conduit au
systéme

argmin ‘co K ¢y — 2tcoky

co€ER™ (E5)
"Mecy = mo,
avec
1\1=0,....4
M = (xi)izl,...,n;
l
mo = ($0)|z|=0,...,qa

ol les exposants [ sont rangés d’une certaine fagon. On reconnait le systéme de krigeage universel
(2.22), ou les matrices de corrélation stationnaires R et ry sont remplacées par les matrices de
covariance généralisées K et kg (le remplacement des matrices de covariance par les matrices de
corrélation est possible dans le cas stationnaire mais pas dans le cas intrinséque). On a vu que
la solution du systéme (E.5) est

Yo = ‘mof + ko K~H(Y™ — MB),
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avec 3 = (MK M )71tM K~1Y™ Iestimateur des moindres carrés pondérés de B\ , et

EQM(z0) = k(0) — koK ko + 'y (\ME M) ',

avec v = mg — MK k.

Remarque E.3.1 /26, 31]

— Le systeme obtenu est le méme que pour le krigeage universel, la covariance généralisée
remplacant la covariance stationnaire ;

— le prédicteur et la variance de krigeage ne dépendent que de la classe d’équivalence de la
fonction de covariance généralisée considérée ;

— il a été supposé implicitement que le systéme du krigeage intrinséque (E.5) a toujours une
solution. Ceci n’est vrai que si mqg appartient & l’espace vectoriel généré par les colonnes
de M : cette condition devant étre vérifiée pour tout myg, les colonnes de M doivent étre
linéairement indépendantes (revoir la remarque 1.3.20). Cette condition, ajoutée a une
covariance généralisée conditionnellement semi-définie positive d’ordre q et des données
distinctes, assure que le systéeme de krigeage intrinséque admet une solution unique ;

— la propriété d’absence de biais est vérifiée par définition d’un IRF—q, car la combinaison
linéaire admissible d’ordre q Y (z9) — Y (o) est de moyenne nulle ;

— lutilisation de combinaisons linéaires admissibles implique la propriété d’invariance
susvante : 'ajout d’un polynéme quelconque ZTIH:O azt 4 Y(x) ne change pas la valeur
de ?(mo) =Y (xo) ;

— afin de calculer Destimateur « plug-in » de krigeage intrinséque, il faut estimer les
parameétres de covariance. Pour cela, il est impossible d’utiliser le mazimum de
vraisemblance, car la vraisemblance n’est pas définie pour certaines combinaisons linéaires
du processus. On peut cependant utiliser le mazximum de vraisemblance restreint.



Annexe F

Premiers moments (tronqués) de la loi
normale mono-dimensionnelle

Nous donnons ici les formules permettant de calculer les moments (tronqués) d’ordre 1 et 2
d’une loi normale univariée. Rappelons tout d’abord que

\/% /abexp (—‘%2) dz = B(b) — B(a),

ou ®(-) est la fonction de répartition de la loi normale standard A(0,1). Posant u = (a —m)/c
et v = (b —m)/o, on obtient facilement

1 /b { (:C—m)Q}d o [ . < :c2>
X ex - T = — | — X _—
o2 Ja P 202 2 P 2

127r /abeexp{_%}dx = (m’+0%) (2(v) - @

g
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Annexe G

Formules de discrépance

Nous démontrons ici les formules de discrépance pour I'ajout d’un nouveau point énoncées
au §4.1.1.

G.1 Discrépance L™

Pour fixer les idées, considérons tout d’abord le cas fictif n = 0 (aucun point échantillonné
pour le moment). On cherche & évaluer la discrépance L au point y € [0, 1],

Doo(y) = sup |Fi(z) — Fyu(2)],
z€[0,1]

avec Fi(-) la fonction de répartition empirique de l'échantillon {y} et Fy(-) la fonction de
répartition de la loi uniforme sur [0, 1].

1y

F1GURE G.1 - Calcul de la discrépance au nouveau point y, avec aucun point encore échantillonné.
La fonction de répartition empirique est représentée en trait fort, la fonction de répartition
uniforme en trait fin.

On remarque sur la figure G.1, ou les courbes représentatives des fonctions Fi (-) et Fy(-) sont
représentées respectivement en trait fort et en trait fin, pour une valeur arbitraire de y repérée
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par un point, que le maximum est atteint au point ¥y, et on obtient

Doo(y) = sup(y,1 —y).

Revenons alors au cas général (rappelons que 'on a supposé 0 < y; <y -+ < yp, < 1).

G.1.1 Démonstration de la proposition 4.1.1

Par analogie avec le cas trivial présenté ci-dessus, on remarque tout d’abord que le supremum
de la quantité

[Fry1(2) — Fu(2)],

avec F,,11(-) la fonction de répartition empirique de l'échantillon {y1,...,yn,y} et Fy(-) la

fonction de répartition de la loi uniforme sur [0,1], est atteint en l'un (ou plusieurs) des

points yi,...,Yn,y. 1l reste donc & évaluer les quantités d=(z) = |[Fny1(27) — Fy(z7)| et

dT(2) = |Fn41(2") — Fy(27)| en ces points. Ces quantités dépendent de la position du point y.
- Si0<y; <...y; <Y <Yi+1 < - <yn <1, on obtient le tableau de valeurs suivant.

Y1 Yi - Yy Yi+1 - Yn
d- Y1 : lyi — 721:_1’ ly — nill’ |Yi+1 — 721—_’;—_21 [yn — nLH‘
d* | ly1 — 7| i — == | ly = 251 | lyin — 25 1 —yn

— Si y = y; pour un certain 4, les valeurs prises par d* et d~ sont données ci-dessous.

Y1 Yi—1 Y=Y Yi+1 Yn
— —2 —1 1
d Y1 : |yz>1—fl+11 |yz'—fL+11 |yz'+1—ﬁ21 lyn — 247
= lyicr = 231 | v — 251 ] v — 22 1 —yn
Donc,
1 .
sup(y, [y — 7igls Ro1), siy € [0,y1];
DL (y) = {sup(ly — 75l ly — %LRi,iH), siy €y, yir1[, 1 <i < n;
Sup(|y - nL_HL - Y, Rn,n+1)a s Yy E]yna 1]5
avec
R 2 ) 1+ 1 n 1
= su - — — e Yy — )Y — yeees |Yn — L= Yn )
0,1 p Y1 n+1ay1 7’L+1’ y | Y n+1 Y n+1 Y n+1 Y
R B ( i—1 i i+1 142
ii+1 = Sup (Y1, Y1 n+1 v |Yi n+1 y |Yi n+1 ) |[Yit+1 n+1 ) | Yit+1 n4+1 yety
yn—n%l‘,l—yn) pour i =1,...,n—1;
R 1 1 —1 ) n—1 n
n,T = su ) = | (Y T s (Yi — ey |Yn T T | |Yn T T 1 .
n,n+1 P\ Y1, |1 nt1 Yy nt1 Y I Yn ntl Yn T
Remarquons au passage que, pour i =1,...,n,
1 1 — 2 1 —1 1—1
D, ] = su ( ’ — 1l |Yi—-1 — s\ Yo—1 — — | |9 — 1 |>
oo (¥i) Py v — oy Yio1 n+1‘y11 Il |v n+J
141 1+1 142 n 1 )
Yi n+1 y |Yi+1 n+1 y | Yi+1 n+1 yeros |Yn n+1 ) Yn |-
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On écrit ensuite 'expression de la discrépance sans les valeurs absolues,

sup(y, 77 — ¥, Ro.1), sty € [0,41[N[0, 5[5
sup(y, ) siy € [0,y1]N] —1H’ 1];
SUP(:H_ -y Z,i+1)v si y €]y, yi+1[N[0, nil[;
D5 (y) = { sup(y — nil, 2111 Y, Riit1), sty €lyi v [N, 240
sup(y — =, Riiy1), sty €lyi, yir1 N[EL, 1]
sup(l — y, Rnnt1), si y €lyn, 1] N[0, nnl] ;
\Sup(y - n——l—l’ 1 —y, Rynt1), siy €lyn, 1] N [?v 1],

ce qui permet déja de constater que la fonction D2 (-) est affine par morceaux, de pentes —1,0, 1.
En prenant des intervalles encore plus petits, de fagon a ne plus avoir de suprema, et en supposant
(provisoirement) que DY est continue (ce qui permet de fermer tous les intervalles), on retrouve
la formule de la proposition 4.1.1.

G.1.2 Preuve de la continuité de D? (-)

Afin de démontrer que DZ (-) est continue, il suffit de démontrer que DY est continue aux
points y1,¥2, ..., Yn, car on vient de voir qu’entre les points 0,y1,y2,...,Yn, 1, D2 est affine de
pente —1,0, ou 1. Montrons par exemple que D’ est continue & gauche en y;,1 < i < n (les
autres cas se démontrent de maniére analogue). On a vu que

D (y) = su ( 1 =2 i1 a1
oo \Yi — P Y1, |Y1 ’I’Z+1 ) y |[Yi—1 n+1 s [Yi—1 ’I’Z+1 s |Yi 7’L+1 )
i+ A 1+1 ‘ 1+ 2 n 1 )
Yi n+1 y |Yi+1 n+1 y | Yit+1 n+1 yeros |Yn n+1 ) Yn |-
Lorsque y;—1 <y < i,
1 1—2 i—1 i—1
Dn = ( ) - T 1 ) —1 — — 1| > —1 — — 1 |» - T 1
5o (¥) sup (1, (91— = Yi1 n+1' e e Rl e
i ‘ i i+l n 1 >
y n+1 ) yl n—‘,—l 7 yZ n+1 ) ) yn n+1 7 yn .
En faisant tendre y vers y; dans DY (y), on constate que seul le terme |y; — nil‘ n’apparait pas

dans D2 (y;), ce qui implique que

7
yi — ——=| > D3 (yi)-

D7 (-) n’est pas continue a gauche en y; < )
n

En particulier, si DZ () n’est pas continue a gauche en y;, alors

i |, i1
o " B
i P YLl

ce qui est impossible. Donc D (+) est continue & gauche en ;. O

1 —1
n+1|’

Yi —
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G.2 Discrépance L'

Ordonnons ’échantillon {y1,...,yn,y} dans 'ordre croissant Y < Y2 < o < Ymer)-
Supposons pour commencer que les y;,¢ = 1,...,n 4+ 1 sont tous distincts. La fonction de
répartition empirique s’écrit

0, sl ze [Ovy(l)[a
ntio sl z € [y(1)7y(2)[7
Fria(z) = :

i Size [y(n)ay(n-i—l)[;
1, si 2z € [Ymnt1), 1)-

Nous cherchons a évaluer

DY) = [ 2= Fan()|d=
[0,1]

Y(1) " Y(i+1)
t) = [ [T

i=1 YY)

2 2 . .
_ ?/(1) n i /n+1 . 7 s+ /y(z+1)
2 ; ) n-+1 i
i=1 Y(@)

n+1

)
n+1

1
dz+/ |z — 1| dz

Y(n+1)
1 (1 - y(n+1))2
d A Sl e’ A
1 ' Z} + 2

z —

y? n 1 (yei) — —) 1 (Yiirn) — =)’
_ (1) 4 (_1) ],#Ll,oo[(y(i)) Y@) ntl) (_1) ]nil,oo[(y(wm) Y@i+1) n+1 4
2 — 2 2
(1 = Ymns1)
2

Regroupant les termes en y;), on obtient la formule voulue,

n+1 . 2 . 2
n 1 L () i i1 (Ye) 1—1
Di(y) =5 > {(—1) Vel <y(i) - n+1) — (1) Tnrrl <y(¢) - n+1> },

=1

|

qui est bien un polynéme de degré 2 par morceaux continu en y. La proposition 4.1.3 est ainsi
démontrée.
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G.3 Discrépance L2

Ordonnons 'échantillon {yi,...,yn,y} dans lordre croissant comme au paragraphe
précédent, y1) < yo) < -0 < Y(ng1)- On peut alors calculer

1
Di(y) = \/ /O (2 — Fus1(2)%dz

Y) n Y@i+1) ; 2 1
= / z2dz—|—2/ <z— ! > dz—l—/ (1—2)%dz
0 i=1 YY) n+1 Y(nt1)

3 n . 3 . 3 3
y(l) 1 1 1 (1 - y(nJrl))
3 * 3 Zil [<y(i+1) n+1 —1—1) <y(i) n—+ 1> 3

1n+1 i—1 3 i 3
RS (v0=277) ~ (w0~ 557)

qui est une fonction continue en y, et la proposition 4.1.4 est démontrée.

+

)




Annexe H

Distance de Wasserstein

Nous définissons ici dans un premier temps la distance de Wasserstein, puis démontrons la
formule du critére d’ajout de point proposé a la remarque 4.1.2.
H.1 Définition et propriétés

Nous considérons dans la suite la version L? de la distance de Wasserstein [37, 138] par
simplicité des calculs associés.

Définition H.1.1 [67] Soient p et v deuz lois de probabilité définies sur un méme espace
probabilisé. On appelle distance de Wasserstein entre p et v, et on note W (u,v), la quantité

W)= inf EX-Y)’ = inf VEX2+EY2_2EXY.

X~p,Y~v X~p,Y~v

Les lois p et v étant connues, la quantité & minimiser dépend de la loi jointe du couple (X,Y) :

la recherche du minimum ci-dessus est équivalente & la recherche de sup EXY.
XY~y

Théoréme H.1.2 (Théoréme de la réciproque)[67] La distance de Wasserstein est atteinte pour
les v.a. suivantes, définies sur ([0,1],B([0,1]),dx),

Xo(w) = inf{z € R|u(] — oo, z]
Yo(w) = inf{zx € Rjy(] — oo, z]

)}
)}

)} = inf{x € R|F,(x)

> w
)} = inf{z € R|F,(x) > w

appelées réarrangées croissantes de u et v.

On a donc

W, v) = \/Exg +EY2 - 2EX,Y,.

H.2 Critére d’ajout de point utilisant la distance de Wasserstein

Nous allons construire un critére d’ajout de point utilisant les résultats du paragraphe
précédent. Considérons un ensemble d’observations distinctes {y1, ..., y,} dans [0, 1]. On souhaite
observer un nouveau point y = y,11 dans [0, 1]. Afin de guider notre choix, nous allons minimiser
la distance de Wasserstein entre la mesure empirique associée a 'échantillon {y1,...,yn,Yn+1} €t
la mesure uniforme sur [0, 1]. On considére la statistique d’ordre Y1) <Ye) < <Ym) < Ymt1)-
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Proposition H.2.1 Si p ~U([0,1]) et v, (y) ~ 1/(n+1)(3°1, by, + 0y), alors

n+1 n+1

Wa(y) = W (i, v(y)) = Zyz e 2

0l Ypt1 =Y.

Preuve Construisons les réarrangées croissantes du théoréme H.1.2. Clairement, pour w € [0, 1],

Xo(w) inf{x € R|Fy(x) > w)} = w
Yo(w) = inf{z eR[F, (@) 2w)} = y(l)l[ov%ﬂ]( w) + Z;h;ly ¢ ](W)-

Appelons g et vy les lois suivies respectivement par Xo et Yy. On obtient immédiatement que la
densité de la loi jointe du couple (Xo,Yy) est donnée par

n+1
d(po,v0)(z,y) = D Ljia i () ddy, (y).

n+1 ’n+1

i=1

On en déduit que

Wa(y)? = W(uo, )
= EX?2+EYZ - 2EX,Y)

n+1
1
_ 2 5
a /[0,1] wdet n+1 Zy(z‘) 2/]1@2 xy d(po, vo)(z,y)

n+1 n+1

= ptaid e [, v
n+1’n+1
n+1 n+1 2 i—l 2
= Bt (n“) -(559)
n+1 n+1

= 3 n+1zyz QZ Dyy- O



Annexe 1

Une distance pour mesurer
I’éloignement de deux plans

Nous montrons ici que la fonction d introduite au chapitre 5 est bien une distance. Rappelons
tout d’abord les notations utilisées. Si A = {ay,...,an} et B = {b1,...,b,} sont deux ensembles
a n points de R?, on note

7

ds (4, HIE%HZHCLZ— (i)
ou S, désigne l'ensemble des permutations de {1,...,n}.

Proposition 1.0.2 La fonction d(-,-) est une distance sur (R®)".

Preuve
— (symétrie)

d;(A,B) = —manHa ~1( biH2

n 7eSn

= ggg}anHb ar-1)l,

= i ZHb ari,
= dI(BvA)v
— (positwité) dj(A,B) > 0, et

d[(A,B):O = ElTESn,HCLi—bT(Z-)HQ:O Vi=1,...,n
= HTESn,aZ‘ZbT(i) Vi=1,...,n
< A=DB;
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~ (inégalité triangulaire) Soit C = {cy,...,cy} € (RY", alors ¥V, 7' € S,,,
1 n
dr(4,0) < EZHM—CT(@')HQ

= —ZHGZ i)+ bri) = Cr(il

< g;(\\az‘—bff<i>“2 crioll,)
1o 1

= =D i =brlly + - D v — el
i=1 i=1
1 n 1 n

= = llai=brll, + =D b = crrmo
i=1 i=1
1 1

= = llai=brll, + - D [Ibi = e
i=1 i=1

avec 7" = 77'71. L’inégalité étant vraie pour tous 7', 7" € S, on en déduit

dr(A,0)

IN

1O
i Z la: = broll, + 5 23 2 [ = erio
=

= dI(A,B) +dI(B,C). O



Annexe J

Triangles de Delaunay et cellules de
Voronoi

Soit S un ensemble de points de R?, appelés sites. Les polyédres de Delaunay et les diagrammes
de Voronoi [14, 16, 52| sont des outils duaux permettant de partager ’espace en régions a partir
de l'ensemble S. Nous illustrons ici le principe des deux méthodes en dimension d = 2 (on
appellera alors les constructions triangles de Delaunay et cellules de Voronoi), et donnons des
applications possibles de ces constructions. Dans la suite, on supposera donné un ensemble de
sites x1,...,x, € R2.

J.1 Triangles de Delaunay

Les triangles de Delaunay sont construits en prenant pour sommets les éléments de S.

Définition J.1.1 /[52/ La triangulation de Delaunay de S est l'unique famille de triangles ayant
pour sommets l’ensemble des éléments de S, telle qu’aucun élément de S ne soit a Uintérieur du
cercle circonscrit d’aucun des triangles de la famille.

Remarque J.1.2
— 1l est sous-entendu que cette décomposition existe toujours et est unique ;
— 4l peut arriver que deux cercles circonscrits soient confondus. Dans ce cas, le « triangle »
de Delaunay correspondant n’est plus un triangle, mais un quadrilatére (en toute rigueur,
les « triangles » de Delaunay sont des polygones).

On a tracé sur la figure J.1 la triangulation de Delaunay de 20 points dans [0, 1]2, représentés par
des cercles, obtenue avec la commande Matlab delaunay (notons que cette commande retourne
des triangles méme si des cercles circonscrits sont confondus).

La triangulation de Delaunay peut étre utilisée quand on fait de 'optimisation globale d’une
fonction (voir [18]). Supposons que l'on cherche le maximum global d’une fonction f sur un
domaine X, et que S C X'. Si l'on sait que f est unimodale & l'intérieur de chaque triangle de
Delaunay, un moyen assez efficace de trouver Poptimum de f sur le domaine tout entier est le
suivant :

— construire I’ensemble des triangles de Delaunay 71, ..., Tw correspondant a ’ensemble des

sites S ;

— pour chaque triangle de Delaunay T;, calculer les coordonnées de son centre de gravité c;,

pourt=1,..., N ;
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE J.1 — Triangulation de Delaunay & partir de 20 points dans [0, 1]%.

— lancer N fois un algorithme d’optimisation locale en prenant les ¢; comme points initiaux.
L’algorithme fournit alors N positions de maxima locaux o1,...,0nN ;
— choisir comme position du maximum global

x* = argmax f(0;).
i=1,..,N

Remarque J.1.3 Cette méthode suppose que les optima locaux o; trouvés par l’algorithme
appartiennent au triangle T;. Certaines configurations de la triangulation, avec des triangles
« plats », peuvent donner lieuw & un point o; situé dans un triangle adjacent au triangle T;. On
risque alors de rater 'optimum global.

Cette technique peut étre utilisée par exemple pour trouver le maximum de la variance de
krigeage, qui vaut 0 aux observations xi,...,x, et grandit quand on s’éloigne des sites (en
gardant a l'esprit le fait que la méthode ne garantit pas la découverte du maximum global).
La construction des polyédres de Delaunay devient cependant rapidement cotiteuse en temps de
calcul quand la dimension du domaine grandit (voir la figure J.2, ou est tracée 1’évolution du
nombre de polyédres de Delaunay en fonction du nombre de sites quand le domaine d’étude est
de dimension 5).
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x 10*Evolution du nombre de polyhédres de Delaunay.

n
o
T

o
o
T

0 100 200 300 400 500

FIGURE J.2 — Nombre de polyhédres de Delaunay en fonction de la taille du plan d’expériences
a b facteurs (& partir de 48 points).

J.2 Cellules de Voronoi

Le diagramme de Voronoi d’un ensemble de sites de R? est une partition du plan en zones
déterminées par le site le plus proche.

Définition J.2.1 Le diagramme de Voronoi de S est une partition de R? en régions C1, . ..,Ch,
appelées cellules, chaque cellule C; correspondant au site x;, de telle facon que les points situés
dans la cellule C; soient plus proches du site x; que de tous les autres sites de S.

Les cellules de Voronoi s’utilisent dans la recherche du plus proche voisin (§4.1.4.2). Si I’on doit,
de fagon répétée, trouver le site le plus proche d'un point du domaine, il suffit de calculer une
fois pour toute les cellules de Voronoi correspondantes.

Sur la figure J.3 sont tracées les cellules de Voronoi associées aux mémes 20 sites que ceux
de la figure J.1, représentés par des cercles. Les cellules sont limitées par le fait que le domaine
est borné, mais se prolongent a l'infini.

Il existe de nombreuses propriétés ainsi que d’extensions possibles des ensembles de Delaunay
et de Voronoi présentés ici, pour un apergu desquels on pourra consulter [16].
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FIGURE J.3 - Cellules de Voronoi construites a partir de 20 points dans [0, 1)%.
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