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Introduction

Analyse d’incertitudes et de sensibilité

L’étude de tous les phénomènes physiques, chimiques ou encore économiques, passe par le
développement d’un modèle mathématique défini par des équations, des facteurs d’entrée,
des paramètres et des sorties, ou plus généralement des variables visant à le caractériser.
Une telle modélisation est souvent nécessaire pour mieux comprendre et expliquer un phé-
nomène qui peut être très complexe. C’est le cas par exemple des modèles de cinétique
chimique dont l’objectif est de rendre compte des nombreuses réactions chimiques qui se
produisent lorsque l’on met en contact des espèces chimiques dans des conditions particu-
lières de température, de pression, etc.
Une bonne modélisation passe par une évaluation de la confiance du modèle. En effet,
les entrées et les paramètres sont sujets à de multiples sources d’incertitude. Citons par
exemple les erreurs de mesure (un capteur de température ne fournit une mesure que dans
les limites de sa précision), les erreurs de reproductibilité expérimentale (une même ex-
périence reproduite dans les mêmes conditions plusieurs fois n’aboutira pas aux mêmes
données exactement) ou encore la connaissance partielle d’un ou de plusieurs mécanismes
du procédé. Si l’on modélise une réaction de cinétique chimique, la température ou la pres-
sion ne sont pas connues précisément, mais à un certain pourcentage près. Il en est de même
des concentrations des espèces impliquées dans la réaction. Le schéma réactionnel que l’on
choisit pour décrire la réaction n’englobe pas non plus parfaitement tous les phénomènes
physiques et chimiques mis en jeu. Puisque certaines entrées et certains paramètres sont
incertains, c’est aussi le cas de facto des sorties du modèle. Il faut donc évaluer la confiance
que l’on peut accorder au modèle, à l’aide d’une étude de l’incertitude des sorties (sachant
les incertitudes sur les entrées et les paramètres). Une telle analyse est appelée analyse
d’incertitudes.
Parmi toutes les entrées et les paramètres qui interviennent dans le modèle que l’on
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construit, certains peuvent être assez mal connus (beaucoup d’incertitudes sur leur va-
leur), mais n’influencer que très peu une sortie du modèle (peu de variations). Au contraire,
d’autres peuvent être connus avec peu d’incertitudes, mais avoir un énorme impact sur une
sortie (beaucoup de variations). Identifier les entrées et les paramètres influents est par
conséquent primordial pour mieux cerner le comportement du modèle ou détecter des ano-
malies : c’est l’analyse de sensibilité.
L’intérêt de cette analyse est multiple. Tout d’abord, elle permet d’améliorer le processus
d’ajustement des paramètres. En effet, si un paramètre s’avère très peu sensible, on peut
en fixer la valeur et la détermination allège a priori d’autant le processus d’ajustement.
Par ailleurs, et inversement, l’étude de sensibilité aide à déterminer les zones de grande
sensibilité des réponses par rapport aux paramètres, et en concentrant les essais sur celles-
ci, on peut estimer les paramètres avec plus de précision. Cela nous permet ainsi de réduire
l’incertitude sur les sorties.
De nombreuses méthodes ont déjà été développées ces dernières années pour mener une
analyse d’incertitudes et de sensibilité. Un vaste éventail de ces différentes techniques est
présenté dans Saltelli, Chan and Scott (2000), avec des exemples issus de divers domaines
d’application (chimie, sûreté nucléaire, physique, économie). Certaines d’entre elles ont un
champ d’application restreint, dans le sens où elles ne sont utilisables que sur des modèles
particuliers, par exemple des modèles linéaires ou encore monotones. D’autres méthodes
ont en revanche été élaborées pour être applicables à des modèles les plus généraux pos-
sibles.

Notre réflexion initiale sur l’analyse d’incertitudes et de sensibilité repose sur le constat
suivant : étant donnée la grande diversité des domaines où ces analyses sont pertinentes, il
est préférable de développer des outils et des techniques permettant de traiter des modèles
avec aussi peu d’hypothèses que possible. Ce constat est d’autant plus central dans notre
démarche que les modèles que nous avons eus à traiter ne vérifient pas les hypothèses ha-
bituellement requises par la plupart des méthodes classiques en analyse d’incertitudes et
de sensibilité.
Ce travail a été initié à l’IFP (Institut Français du Pétrole). L’IFP développe notamment
des procédés de raffinage permettant de valoriser, par des transformations chimiques, les
produits issus du fractionnement initial des pétroles bruts. Une bonne connaissance d’un
procédé passe par le développement d’un modèle cinétique qui, à partir des constituants
qui entrent dans une unité, déduit ceux qui y sont produits. Un tel modèle repose sur des
réactions chimiques. Les vitesses de réaction dépendent de paramètres inconnus a priori. Le
plus souvent, on ne peut pas déduire ces paramètres de considérations théoriques. Pour les
déterminer, des expériences sont réalisées dans des installations pilotes. Les paramètres sont
ensuite estimés à partir de ces mesures expérimentales : comme celles-ci sont incertaines,
les paramètres sont incertains, et un tel problème rentre dans le cadre de l’analyse d’in-
certitudes. Cette analyse s’avère pertinente pour l’IFP qui cherche à maîtriser la confiance
des prédictions de modèles cinétiques, et à l’améliorer en élaborant des stratégies expéri-
mentales adéquates.
La principale difficulté dans ce contexte est que les estimateurs des paramètres ainsi ex-
hibés ne respectent pas deux hypothèses communes à la plupart des outils classiques :
d’une part, la loi de ces estimateurs n’est pas connue et il n’est pas possible de générer des
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échantillons de cette loi a priori. D’autre part, les estimateurs des différents paramètres
ne sont pas indépendants. Ces limitations ont motivé notre réflexion et nous ont poussé à
rechercher des méthodes originales qui, en se libérant des contraintes de ces hypothèses,
ont une portée d’application plus large.

Objectifs et organisation du mémoire de thèse

Nous proposons ici plusieurs approches novatrices qui permettent de travailler sur des mo-
dèles très généraux, c’est-à-dire faisant peu d’hypothèses, à la fois sur le modèle lui-même
et sur les entrées ou les paramètres qu’il fait intervenir.
Les méthodes classiques d’analyse d’incertitudes et de sensibilité n’utilisent pas en général
des outils statistiques extrêmement sophistiqués. Les travaux de Oakley, O’Hagan et Ken-
nedy (O’Hagan (1994), Kennedy and O’Hagan (2001), Oakley and O’Hagan (2004)) sur le
formalisme bayésien et la modélisation par processus gaussiens, et plus particulièrement sur
leur extension à l’analyse de sensibilité, sont cependant une exception notable. Notre ob-
jectif étant de conserver un cadre aussi général que possible, nous avons dû faire appel à des
techniques statistiques plus élaborées que celles utilisées habituellement dans ce contexte.
Citons par exemple l’étude de la convergence d’une chaîne de Markov à espace d’état non
dénombrable, le bootstrap, les polynômes de chaos, la régression à vecteurs de support,
la régression non-paramétrique ou encore des méthodes de statistique semi-paramétrique.
Chacune de ces méthodes constitue un thème de recherche à part entière, c’est la raison
pour laquelle nous ne proposerons ici qu’une présentation rapide de ces concepts et de
nombreux points intéressants ne pourront être abordés, par souci de pédagogie. Le lecteur
intéressé par ces sujets pourra cependant s’appuyer sur les références citées tout au long
de ce mémoire s’il souhaite approfondir ces différents concepts.
Nous avons aussi choisi de centrer notre exposé sur les applications pratiques des méthodes
que nous avons développées. En effet, cette thèse a été menée au sein d’un centre de re-
cherche appliquée, ce qui nous a permis d’avoir accès à plusieurs études sur des cas réels
de procédés chimiques et ainsi de tester nos méthodes et partager nos conclusions avec des
ingénieurs en génie des procédés. Si les outils que nous avons élaborés en analyse de sensi-
bilité ont été étudiés d’un point de vue théorique et validés sur des exemples analytiques,
il nous semblait aussi important de les tester sur des problèmes réels.

Le chapitre 1 est consacré à la présentation de trois modèles de cinétique chimique étudiés
par l’IFP. Il s’agit d’un modèle simplifié d’hydrodésulfuration et de deux modèles d’isomé-
risation d’hydrocarbures, le n-butane et le n-pentane. Ces trois modèles y sont détaillés et
seront utilisés pour tester les outils développés en analyse d’incertitudes et de sensibilité
tout au long des chapitres suivants.

Afin de justifier notre réflexion sur des méthodes originales, nous proposons dans le cha-
pitre 2 de faire une synthèse des techniques habituellement mises en oeuvre en analyse
d’incertitudes et de sensibilité. L’objectif de ce chapitre est de décrire les hypothèses et
les concepts inhérents à ces méthodes. Nous soulignons ainsi les limitations que de telles
hypothèses entraînent pour une utilisation sur des problèmes réels. Deux limitations ma-
jeures sont mises en avant : l’identification de la loi des estimateurs de paramètres d’un
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modèle, et l’hypothèse d’indépendance des facteurs incertains.

Le premier problème est abordé dans le chapitre 3, où nous détaillons deux techniques
permettant de générer un échantillon des lois suivies par les estimateurs des paramètres
d’un modèle donné à partir de mesures expérimentales. La première technique est issue du
paradigme bayésien, et fait appel à plusieurs résultats concernant les chaînes de Markov et
leur simulation à travers l’utilisation de l’algorithme de Métropolis. La seconde est celle du
bootstrap, dont nous rappelons le principe et détaillons l’application à l’estimation de la
distribution d’un estimateur du maximum de vraisemblance. Enfin, la dernière partie de ce
chapitre présente un travail original et novateur pour estimer une distribution bootstrap à
l’aide de surfaces de réponse, en réduisant de manière drastique le nombre de simulations
bootstrap nécessaires. Les deux techniques retenues sont l’approximation par polynômes de
chaos et la régression à vecteur de support. Toutes ces méthodes sont testées et comparés
sur les modèles présentés dans le chapitre 1.

Le problème d’indépendance des paramètres en analyse de sensibilité est quant à lui traité
dans le chapitre 4 par le développement de deux nouvelles méthodes d’estimation des
indices de sensibilité. Nous proposons tout d’abord une discussion sur les problèmes d’in-
terprétation et de calcul des indices de sensibilité dans le cas de paramètres corrélés. La
première méthode d’estimation basée sur l’utilisation de polynômes locaux est ensuite dé-
taillée et validée, sur des exemples simulés et sur un cas réel. La seconde méthode repose sur
l’estimation d’intégrales de fonctionnelles de densité et fait l’objet quant à elle d’un travail
théorique important sur l’estimation efficace de certaines fonctionnelles quadratiques. La
qualité de cette approche est aussi comparée à celle utilisant les polynômes locaux.



Chapitre

1
Présentation des modèles ciné-

tiques étudiés

Nous présentons dans ce chapitre les trois modèles de cinétique chimique qui nous serviront
tout au long de ce manuscrit pour tester et comparer les différentes méthodes d’analyse
d’incertitude et de sensibilité que nous détaillerons dans les chapitres 3 et 4. Ces modèles ont
été étudiés à l’Institut Français du Pétrole et des codes de calcul modélisant les phénomènes
mis en jeu ont été développés par des ingénieurs en génie des procédés. Nous nous sommes
appuyés sur ces codes pour tester nos méthodes.
Le premier modèle que nous étudions est un modèle simplifié d’hydrodésulfuration. Les
modèles d’isomérisation du n-butane et du n-pentane seront ensuite présentés. Nous ne
détaillerons pas complètement ces modèles pour raison de confidentialité, cependant nous
nous sommes efforcés de donner le maximum d’explications pour la compréhension générale
de ces procédés et des méthodes que nous appliquerons dans toute la suite du mémoire.

1.1 Modèle simplifié d’hydrodésulfuration

Le modèle d’hydrodésulfuration (HDS) considéré est très simple. Il consiste en une seule
réaction :

S → . . .

où S désigne le soufre présent dans un hydrocarbure. La vitesse de la réaction est la
suivante :

r = kSα (1.1)

où

– S est la concentration de soufre ;
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– k et α sont les paramètres (inconnus) du modèle tels que k > 0 et α > 1.

Sous certaines hypothèses classiques en cinétique chimique, on obtient le modèle suivant :

dS

dt
= −r = −kSα.

Par résolution analytique il vient alors

Sk,α(t) =
(
S(0)1−α − (1− α)kt

) 1

1−α

où S(0) est la concentration initiale de soufre, au temps t = 0.

Pour estimer θ0 = (k, α), plusieurs expériences sont réalisées dans un réacteur tubulaire.
Les données expérimentales recueillies sont résumées dans le tableau 1.1. La concentration
initiale de soufre est S(0) = 14000 ppm. La première colonne contient l’instant auquel
la mesure de soufre est effectuée et la deuxième colonne contient cette mesure de soufre.
Ces données sont des données réelles obtenues sur une unité pilote. Notons que certaines
mesures sont répétées, en effet, plusieurs campagnes expérimentales ont été lancées sur ce
modèle.

ti Si

0.1 2892
0.1 2709
0.2 1109
0.2 1067
0.3 230
0.3 203
0.4 84
0.6 23
0.8 9
1.0 4

Tab. 1.1 – Données expérimentales pour le modèle simplifié d’HDS.

A partir de ces n = 10 données expérimentales, on cherche à estimer le vecteur θ0 des para-
mètres inconnus k et α. La solution adoptée est l’approche par moindres-carrés pondérés,
plus précisément les estimateurs k̂ et α̂ des paramètres sont définis par

θ̂ = (k̂, α̂) = arg min
k>0,α>1

n∑

i=1

ωi (Si − Sk,α(ti))
2

où ωi est le poids attribué à l’expérience i pour i = 1, . . . , n et les (ti)i=1,...,10 sont les temps
auxquels on fait la mesure de la concentration de soufre Si (données du tableau 1.1). Selon
les valeurs attribuées à la pondération, l’ajustement des paramètres n’est pas le même et
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fournit des estimateurs différents. Deux pondérations ont été envisagées :

– la même pondération est appliquée à toutes les mesures, le modèle est alors considéré
comme homoscédastique. On a donc ωi = 1 pour tout i = 1, . . . , n ;

– la pondération est égale à l’inverse du carré de la mesure. D’un point de vue statistique
cela revient à dire que l’écart-type du bruit de mesure est proportionnel à la mesure (cas
particulier de modèle hétéroscédastique). Dans ce cas ωi = 1/S2

i pour tout i = 1, . . . , n.

Si l’on adopte le point de vue du maximum de vraisemblance, ces deux pondérations cor-
respondent aux modèles d’erreurs suivants :

Modèle homoscédastique

Si = Sk,α(ti) + ǫi i = 1, . . . , n

où ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∼ N
(
0, σ2In

)
et σ2 est la variance des erreurs inconnue.

Modèle hétéroscédastique

Si = Sk,α(ti) + ǫi i = 1, . . . , n

où ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∼ N (0,Σ) avec

Σ = σ2




S2
1 0 . . . 0
0 S2

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . S2

n


 .

Selon le modèle d’erreur choisi, les paramètres optimaux ne sont pas les mêmes :

k̂ α̂

ωi = 1 1.87 1.25
ωi = 1/S2

i 3.32 1.19

Dans toute la suite du manuscrit, nous n’étudierons par souci de concision que le modèle
d’erreur homoscédastique, c’est-à-dire

Si = Sk,α(ti) + ǫi i = 1, . . . , n (1.2)

où ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∼ N
(
0, σ2In

)
avec σ2 inconnue. Le travail que nous avons effectué et

qui sera présenté dans les chapitres qui suivent peut tout aussi bien s’appliquer au modèle
hétéroscédastique.
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Fig. 1.1 – Evolution de la concentration de soufre prédite par le modèle. Les mesures sont
représentées avec des cercles et la prédiction en pointillé. En abscisse la concentration de
soufre et en ordonnée le temps.
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Fig. 1.2 – Evolution de la concentration de soufre prédite par le modèle sur une échelle
logarithmique. Les mesures sont représentées avec des cercles et la prédiction en pointillé.
En abscisse le logarithme de la concentration de soufre et en ordonnée le temps.
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Plaçons-nous donc dans le cadre du modèle (1.2). Les paramètres optimaux k̂ = 1.87 et
α̂ = 1.25 permettent de vérifier la qualité d’ajustement du modèle. La fonction Sk̂,α̂ est
représentée dans les figures 1.1 et 1.2.
Il est intéressant maintenant d’étudier la région et les intervalles de confiance des estima-
teurs que nous venons de calculer. Notons θ = (k, α) pour k et α quelconques et

C(θ) =
n∑

i=1

(Si − Sk,α(ti))
2 = trr

où r est le vecteur composé des termes (Si − Sk,α(ti)) pour i = 1, . . . , n.
De manière classique (voir Antoniadis, Berruyer and Carmona (1992) par exemple), il est
possible d’obtenir la région de confiance linéaire au niveau 1 − γ. Elle est donnée par
l’équation

t

(θ − θ̂)
t
(
∂r

∂θ
|
θ=bθ

)(
∂r

∂θ
|
θ=bθ

)
(θ − θ̂) ≤ s2 p F−1

p,n−p(1− γ)

où p = 2 est le nombre de paramètres inconnus, s2 = C(θ̂)/(n− p) est une estimation de
σ2 et F−1

p,n−p est la fonction de répartition inverse de la loi de Ficher à p et n− p degrés de
liberté. Remarquons que cette région est une ellipse.
On peut aussi obtenir l’expression des intervalles de confiance linéaires au niveau 1 − γ
pour le j-ième paramètre (j = 1, 2) :

∣∣∣θj − θ̂j

∣∣∣ ≤
√
s2
√
rr−1

j T−1
n−p(1− γ/2)

où rr−1
j est le j-ième élément diagonale de l’inverse de la matrice

t( ∂r
∂θ |θ=bθ

) (
∂r
∂θ |θ=bθ

)
et

T−1
n−p est la fonction de répartition inverse de la loi de Student à n− p degrés de liberté.

De manière similaire, la région confiance non-linéaire au niveau 1 − γ est donnée par
(Antoniadis et al. 1992) :

C(θ)− C(θ̂) ≤ s2 p F−1
p,n−p(1− γ)

et les intervalles de confiance par :

C(θ)− C(θ̂) ≤ s2 F−1
1,n−p(1− γ).

Les intervalles et les régions de confiance linéaires et non-linéaires à 95% ont été calculés
à partir de ces résultats. Ils sont présentés dans la figure 1.3.
Il est important de noter que k̂ et α̂ sont des estimateurs qui ne sont pas indépendants
(regarder par exemple la région de confiance non-linéaire de la figure 1.3).
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Fig. 1.3 – Comparaison des intervalles et des régions de confiance à 95% pour le modèle
simplifié d’HDS.
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1.2 Modèles d’isomérisation d’hydrocarbures

Après extraction du pétrole brut, celui-ci est acheminé vers des raffineries dont le but est
de transformer ses différents constituants en produits commercialisables, par exemple du
carburant automobile.
La première étape dans une raffinerie consiste à séparer les composants légers et lourds
du pétrole brut selon leur volatilité. Cette étape est appelée distillation. A l’issue de cette
séparation, on dispose de coupes légères comme les gaz (molécules de 1 à 4 atomes de
carbone) ou l’essence légère (molécules à 5 et 6 atomes de carbone) et de coupes plus
lourdes, parmi lesquelles on trouve le kérosène, le gasoil ou les bitumes.
Les essence légères issues de la distillation ont des indices d’octane relativement bas. Depuis
la législation sur la teneur en plomb des essences qui limite l’ajout d’additifs à base de
plomb, il est donc nécessaire d’améliorer leurs indices d’octane si l’on veut les valoriser
comme carburant automobile. On pourra consulter la figure 1.4 pour un schéma résumant
cette démarche.

Fig. 1.4 – Schéma simplifié de la transformation du pétrole brut en carburant automobile.

Le procédé le plus intéressant pour atteindre cet objectif est l’isomérisation. Elle consiste à
transformer des hydrocarbures paraffiniques à chaîne droite (ou normal-paraffines, notées
en toute généralité nP) possédant de bas indices d’octane en hydrocarbures de la même
famille à chaîne ramifiée (ou iso-paraffines notées iP) dont les indices d’octane sont nette-
ment plus élevés.
Schématiquement, pour donner un exemple et sans rentrer dans des considérations théo-
riques, on s’intéresse à la représentation des molécules à quatre atomes de carbone. Une
configuration possible pour du butane est celle-ci :

C – C – C – C

Dans ce schéma, on ne porte que les atomes de carbone (on ignore les atomes d’hydrogène).
La molécule que nous avons donnée est du n-butane, car la suite des atomes de carbone
forme une chaîne linéaire. Une autre configuration est cependant possible :

C – C – C

–

C
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Ici la molécule est branchée : c’est un isomère du butane dénommé isobutane.
Le même principe s’applique quand on s’intéresse à des chaînes plus longues. Par exemple
le nC6 (n-hexane) est représenté par :

C – C – C – C – C – C

tandis que l’un des isomères de l’hexane, dénommé diméthylbutane, a pour représentation :

C

–

C – C – C – C

–
C

Des images plus élaborées sont fournies dans les figures 1.5 et 1.6, sur lesquelles nous avons
également représenté les molécules d’hydrogène.

Nous étudierons ici deux modèles d’isomérisation. Le premier concerne l’isomérisation du
n-pentane, c’est-à-dire des molécules à 5 atomes de carbone. Ce procédé se rencontre très
fréquemment dans la pratique pétrolière. Le modèle associé est représentatif de cas in-
dustriels, c’est la raison pour laquelle nous le détaillons en premier ici. Le second modèle
concerne l’isomérisation du n-butane, dont le modèle est beaucoup plus simple. Elle est
utilisée dans certaines raffineries où l’isobutane sert à alimenter d’autres procédés pour
accroître le rendement en essences de haute qualité.

1.2.1 Modèle d’isomérisation du pentane

Le premier modèle étudié est celui de l’isomérisation du pentane (noté C5), c’est-à-dire des
molécules d’hydrocarbures comprenant cinq atomes de carbone (Surla, Casanave, Duchene
and Joly 2004). Ce procédé fait intervenir plusieurs réactions chimiques et un certain
nombre d’espèces chimiques différentes. Les espèces chimiques prises en compte ici sont les
suivantes :

– l’hydrogène qui est nécessaire à la transformation, noté H2 ;
– des paraffines légères (jusqu’à 4 atomes de carbone) qui sont formées lorsque des molé-

cules plus longues se “cassent”. Elles sont notées C1, C2, C3 et C4 ;
– des molécules à 5 atomes de carbone. Plus précisément, des paraffines à chaîne droite

nC5 (n-pentane), des isomères à chaîne ramifiée (isopentane) et du cyclo-pentane N5.
Ces molécules sont représentées dans la première ligne de la figure 1.5 ;

– des molécules à 6 atomes de carbone. Parmi elles, on trouve des paraffines à chaîne droite
nC6 (n-hexane), un isomère particulier appelé 2-2-diméthylbutane 22DMB, d’autres iso-
mères que l’on regroupe dans iC6, du cyclo-hexane noté N6 et du benzène noté A6. Ces
molécules sont représentées dans les deux dernières lignes de la figure 1.5 ;

– des molécules à 7 atomes de carbone notées C7 si ce sont des paraffines et N7 si ce sont
des molécules cycliques saturées ;

– des molécules lourdes, regroupées dans N8.
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Fig. 1.5 – Molécules de n-pentane, d’isopentane (méthylbutane) et de cyclo-pentane (en
haut). Molécules de n-hexane et de 2-2-dimethylbutane (au milieu). Molécules de cyclo-
hexane et de benzene (en bas). Les atomes de carbone sont représentés en noir et les atomes
d’hydrogène en blanc.
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Le schéma cinétique choisi comprend 12 réactions. Ici, par souci de clarté et de concision,
nous avons choisi de ne présenter que les réactions qui font intervenir les molécules à cinq
et six atomes de carbone :

• Les réactions sur les C5

N5 −→ nC5 (1)

nC5 ←→ iC5 (2)

• Les réactions sur les C6

A6 −→ N6 (3)

N6 −→ nC6 (4)

nC6 ←→ iC6 (5)

iC6 ←→ 22DMB (6)

La réaction (1) concerne le cyclo-pentane, dont le cycle est rompu pour former une paraf-
fine à chaîne droite nC5.
La réaction (2) est l’isomérisation proprement dite des nC5 en iso-paraffines à indice d’oc-
tane élevé.
La réaction (3) montre que les liaisons insaturées du benzène A6 se cassent pour former
du cyclo-hexane N6, une structure similaire cyclique mais qui ne contient que des liaisons
saturées.
La réaction (4) est analogue à la réaction (1), en effet la structure du cyclo-hexane se casse
pour former des paraffines à chaîne droite nC6.
La réaction (5) est l’équivalent de la réaction (2) : c’est l’isomérisation des normal-paraffines
nC6 en iso-paraffines iC6.
La réaction (6) souligne que les iso-paraffines peuvent aussi se transformer en autres iso-
mères, par exemple le 22DMB.

Les six réactions chimiques que nous venons d’expliciter (ainsi que les six autres non décrites
ici) sont réalisées sous certaines conditions de charge (concentrations des espèces chimiques
considérées initialement) et certaines conditions opératoires qui sont les suivantes :

– l’âge du catalyseur. En effet, selon si le catalyseur est neuf ou s’il a déjà été utilisé, son
efficacité et donc le rendement du procédé d’isomérisation seront modifiés ;

– la température de réaction ;
– la pression ;
– le débit massique auquel on introduit la charge ;
– la vitesse spatiale horaire (ou ppH) qui est le ratio entre le débit massique précédent et

la masse du catalyseur ;
– le rapport entre le nombre de moles d’hydrogène et le nombre de moles d’hydrocarbures,

noté H2/HC.
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On regroupe généralement ces conditions opératoires et les conditions de charge dans un
vecteur noté c.
Les vitesses des réactions, comme dans l’exemple de l’HDS, dépendent d’abord des concen-
trations des espèces. Mais elles font intervenir également des paramètres cinétiques. En
reprenant l’exemple de l’hydrodésulfuration, la variable k de la formule (1.1) appelée
“constante cinétique” n’est constante qu’à température fixée. Cette dépendance est sou-
vent explicitée à travers la loi d’Arhénius :

k = k0 exp

(
− E

RT

)

où k0 est la constante pré-exponentielle, R la constante des gaz parfait, T la température
(en Kelvin) et E l’énergie d’activation. k0 et E font partie des paramètres cinétiques qui
sont inconnus. Sans rentrer dans plus de détails, le formalisme adopté à l’IFP fait également
intervenir des constantes d’adsorption des espèces sur le catalyseur et d’autres paramètres
liés aux équilibres de réaction et à la thermodynamique. Dans le schéma cinétique choisi,
les paramètres du modèle d’isomérisation du n-pentane sont au nombre de 20 et sont re-
groupés dans un vecteur θ.

Nous disposons d’un modèle de cinétique chimique à partir duquel a été développé un code
de calcul qui permet de décrire le procédé d’isomérisation du n-pentane. A partir de la
donnée du vecteur c (conditions opératoires et de charge) et du vecteur θ (valeurs des
paramètres cinétiques) on peut calculer les concentrations des espèces chimiques produites
lors de l’isomérisation. Plus précisément, on écrit ce modèle sous la forme

ycalc = f(c,θ)

où

– ycalc = (y1
calc, . . . , y

15
calc) est le vecteur de dimension 15 des sorties calculées par le code

de calcul (concentrations des espèces chimiques) ;

– c = (age,T,P, deb_charge, ppH,H2/HC, charge) est le vecteur des conditions opéra-
toires et de charge ;

– θ = (P1, . . . , P20) est le vecteur des 20 paramètres (leur nom est volontairement omis
pour raison de confidentialité). Ce sont les paramètres qui interviennent dans les lois
cinétiques (constante d’adsorption, énergies d’activation, etc) : ils sont représentatifs des
réactions et dépendent du catalyseur ;

– f est la fonction qui permet de déterminer la sortie ycalc à partir des entrées c et des
paramètres θ. On notera f j(·, ·) la j-ième composante calculée par la fonction f corres-
pondant à la sortie yj

calc pour j = 1, . . . , 15.
D’un point de vue numérique, cette fonction est évaluée par l’intermédiaire d’un pro-
gramme Fortran (une dizaine de milliers de lignes) dont l’objet principal est la résolution
du système d’équations différentielles ordinaires représentant les cinétiques de réaction.
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Il est important de noter que les paramètres cinétiques sont inconnus. Notons θ0 le vec-
teur des ‘vrais’ paramètres. Classiquement, on cherche à l’estimer à partir de mesures
expérimentales. Pour le cas du n-pentane, des expériences ont été menées sur une unité
pilote, permettant ainsi de recueillir n = 59 données expérimentales (ci,ymes i)i=1,...,n =
(ci, y

1
mes i, . . . , y

15
mes i)i=1,...,n.

Nous détaillerons dans le chapitre 2 la procédure utilisée pour cette estimation. Nous ex-
pliquerons également en quoi une analyse d’incertitudes et de sensibilité est intéressante
pour étudier ce modèle.

1.2.2 Modèle d’isomérisation du butane

Le deuxième modèle étudié est celui de l’isomérisation du butane (noté C4), c’est-à-dire des
molécules d’hydrocarbures comprenant quatre atomes de carbone. Les normal-paraffines
ou n-butane seront notées nC4 et les iso-paraffines ou iso-butane seront notées iC4. Ces
molécules sont représentées dans la figure 1.6.

Fig. 1.6 – Molécules de n-butane et d’isobutane. Les atomes de carbone sont représentés
en noir et les atomes d’hydrogène en blanc.

Le schéma réactionnel choisi pour l’isomérisation du butane est composé de trois réactions :

nC4 ←→ iC4 (1)

2 iC4 −→ C3 + C5 (2)

nC4 + iC4 −→ C3 + C5 (3)
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où C3 et C5 représentent respectivement les molécules à trois et à cinq atomes de carbone
produits lors du procédé. La réaction principale est la réaction réversible (1) qui transforme
le n-butane en iso-butane. Les réactions (3) et (4) sont des réactions secondaires.

Comme dans le cas du n-pentane, le modèle de cette isomérisation s’exprime de façon
générale sous la forme

ycalc = f(c,θ)

où
– ycalc = (y1

calc, y
2
calc, y

3
calc), y

1
calc fraction molaire de nC4, y2

calc fraction molaire de iC4,
y3
calc fraction molaire de C3 et C5 (regroupés). ycalc est donc un vecteur de dimension 3.

Cependant, ses composantes ne sont pas indépendantes puisque la somme des fractions
molaires vaut 1 ;

– c = (T, ppH,H2/HC, nC40) est le vecteur des conditions opératoires des conditions ini-
tiales de charge (ici la fraction molaire de nC4 à l’entrée du réacteur entre 0 et 1) ;

– θ = (P1, . . . , P8) est le vecteur des 8 paramètres cinétiques (leur nom est volontairement
omis pour raison de confidentialité). Ce sont les paramètres qui interviennent dans les
lois cinétiques (constante d’adsorption, énergies d’activation, etc) : ils sont représentatifs
des réactions et dépendent du catalyseur ;

– f est la fonction qui permet de déterminer la sortie ycalc à partir des entrées c et des
paramètres θ. On notera f j(·, ·) la j-ième composante calculée par la fonction f corres-
pondant à la sortie yj

calc pour j = 1, . . . , 3.

Pour estimer le vecteur des vrais paramètres θ0, des expériences ont été menées sur une
unité pilote pour recueillir n = 67 données expérimentales (ci,ymes i)i=1,...,n.
La procédure d’estimation sera détaillée dans le chapitre 2. Nous y montrerons aussi l’in-
térêt d’une analyse d’incertitudes et de sensibilité pour ce modèle.

1.3 Remarques sur les trois modèles

On peut noter que les trois modèles que nous venons de décrire sont de complexité diffé-
rente, dans le sens où le nombre de sorties et le nombre de paramètres inconnus n’est pas le
même pour chacun d’eux. Nous pourrons ainsi tester si les méthodes que nous proposerons
dans les chapitres suivants ont une limitation en terme de dimension ou encore en terme
de temps de calcul, puisque plus de sorties et de paramètres impliquent ici un temps de
calcul plus élevé pour évaluer la fonction f du modèle.
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Chapitre

2
Outils classiques en analyse d’in-

certitudes et de sensibilité

Nous consacrons ce chapitre à la présentation des méthodes qui sont les plus couramment
utilisées en analyse d’incertitudes et de sensibilité.
Dans une première partie nous abordons le problème de l’analyse d’incertitudes et dé-
taillons le cadre probabiliste qui est à l’heure actuelle le plus adapté pour apporter des
réponses pertinentes aux questions que pose cette analyse.
L’analyse de sensibilité fait quant à elle l’objet de la deuxième partie de ce chapitre.
Nous introduisons tout d’abord les principales quantités d’intérêt pour une telle analyse,
les indices de sensibilité. Nous discutons ensuite des méthodes existantes pour les estimer.
Enfin, nous mettons en évidence les limitations inhérentes aux méthodes présentées dans
ce chapitre dans le but de justifier l’étude de méthodes originales telles que celles que nous
exposerons dans le chapitre 4.

Par souci de clarté et de généralité, détaillons tout d’abord les deux formalismes rencon-
trés habituellement lors de l’analyse d’incertitudes : d’une part le formalisme général et
théorique utilisé dans tous les domaines, et d’autre part celui utilisé spécifiquement en ci-
nétique chimique. Dans la suite de ce document, nous privilegierons le formalisme général
lorsque nous aborderons des points théoriques tandis que les exemples donnés sur le modèle
simplifié d’HDS ou sur les modèles d’isomérisations emprunteront le second formalisme.

Remarquons tout d’abord que les entrées et la sortie seront notées ici avec des majuscules,
car dans la suite du manuscrit nous utiliserons le formalisme probabiliste où les entrées et
les sorties sont des variables aléatoires.
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Les notations standard en analyse de sensibilité sont les suivantes :

Y = η(X) (2.1)

où
– Y représente la sortie du modèle, de dimension 1. S’il y a plusieurs sorties, elles sont

étudiées séparément ;
– X = (X1, . . . , Xd) est le vecteur d-dimensionnel des entrées. Seules sont explicitées les

entrées considérées comme incertaines, les entrées déterministes sont implicitement in-
cluses dans la fonction η ;

– η : R
d → R est la fonction permettant de calculer la sortie Y en fonction des entrées

X. Elle peut être analytique, implicite ou sous la forme d’un code de calcul complexe.

Nous avons vu au chapitre précédent qu’un modèle de cinétique chimique peut quant à lui
s’écrire sous la forme :

Y = f(c;θ0) + ǫ

où
– Y représente le vecteur des q sorties du modèle ;
– c est le vecteur des m variables dites contrôlées. Elles correspondent d’une part à des

conditions opératoires (pression, température, etc), et d’autre part à des conditions ini-
tiales de charge, c’est-à-dire les fractions molaires des espèces que l’on introduit dans le
réacteur. Chacune de ces variables a soit une valeur, soit une plage de variation connue
par les experts du procédé ;

– θ0 ∈ R
p est le vecteur des paramètres “intrinsèques” aux réactions chimiques (constantes

d’adsorption, énergies d’activation, etc). Ce vecteur est inconnu, il sera appelé vecteur
des “vrais” paramètres ;

– f : R
m+p → R

q est une fonction qui permet de déterminer les sorties Y à partir de la
connaissance de c et des paramètres. Cette fonction est dans la majorité des cas calculée
à l’aide d’un code de calcul complexe. Celui-ci réunit au sein d’un même module des
connaissances concernant les hydrocarbures et des techniques numériques car le schéma
réactionnel s’exprime comme des équations différentielles dont l’expression analytique
est inconnue et qu’il faut intégrer numériquement. f se présente alors sous la forme d’un
programme informatique ;

– ǫ est le vecteur aléatoire de dimension q des erreurs expérimentales. Dans le chapitre
3, nous préciserons sa loi pour proposer une procédure d’estimation par maximum de
vraisemblance.

A l’aide d’une procédure d’estimation (que nous détaillerons au chapitre 3) qui repose
sur des mesures expérimentales (ci,Yi)i=1,...,n, on propose d’estimer le vecteur θ0 par un

estimateur noté θ̂. Cet estimateur est ensuite utilisé pour faire de la prédiction, c’est-à-dire
pour prédire la valeur des sorties pour d’autres conditions opératoires et de charge. Dans
ce but, on utilise le modèle :

Y = f(c; θ̂) (2.2)

où :
– Y représente le vecteur des q sorties du modèle ;
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– c est le vecteur des m variables dites contrôlées ;
– θ̂ ∈ R

p est le vecteur des estimateurs des paramètres ;
– f : R

m+p → R
q est la même fonction que précédemment.

On peut remarquer les liens évidents entre les deux modèles (2.1) et (2.2), mais nous insis-
tons particulièrement sur les liens entre X, c et θ̂. En effet, les estimateurs des paramètres
du vecteur θ̂ font par définition partie du vecteur X des entrées incertaines. En revanche,
il est possible de faire un choix en ce qui concerne le vecteur des variables contrôlées c. Si
l’on suppose que ces variables sont parfaitement déterministes, elles sont alors implicite-
ment incluses dans f . Mais l’on peut vouloir considérer un bruit de mesure supplémentaire
sur ces variables (précision des relevés de température ou de pression, etc.). Il est donc
nécessaire de les inclure aussi dans X. Ce dernier cas ne rend pas plus difficile une ana-
lyse d’incertitudes ou de sensibilité. En effet, il peut être intéressant et pertinent d’étudier
l’impact de l’incertitude des conditions opératoires (par exemple les variations de la tem-
pérature peuvent avoir un effet considérable) sur les sorties du modèle. Dans ce document,
nous nous limiterons au cas où les variables contrôlées c sont déterministes, et donc on a
l’équivalence entre les deux modèles avec X = θ̂ et c inclus dans f .

Dans toute la suite de ce manuscrit, nous appellerons facteur d’un modèle toute variable
d’entrée incertaine, tout paramètre incertain ou tout estimateur introduit dans la fonction
η. Nous nous intéresserons donc à l’influence des facteurs d’un modèle sur les sorties de ce
modèle par propagation à travers la fonction η du modèle.

2.1 Analyse d’incertitudes

Dans cette section nous présentons tout d’abord l’objectif d’une analyse d’incertitudes.
Nous posons ensuite les bases du cadre probabiliste qui est le plus adapté à une telle
analyse. En effet, il rend compte d’incertitudes sur des variables. Nous donnons aussi
quelques indications sur les méthodes les plus couramment utilisées en pratique pour mener
à bien cette étude.

2.1.1 Principe général

Nous avons vu dans l’introduction de ce chapitre que l’analyse d’incertitudes consistait
à étudier l’impact des facteurs incertains d’un modèle sur ses sorties. Avant de détailler
les manières de juger de cet impact, nous proposons de préciser quelles sont les sources
d’incertitudes généralement considérées.
Les incertitudes auxquelles est soumis tout modèle construit pour représenter un phéno-
mène sont regroupées en deux grands types :

1. Les incertitudes dites épistémiques, elles sont inhérentes à la modélisation. Par exemple
lors du passage du phénomène réel au modèle théorique censé le représenter, on peut
manquer de connaissance sur le phénomène ou disposer de modèles (de chimie, de
mécanique, etc) qui ne rendent que partiellement compte de la réalité. De plus, il
est possible que l’on décide d’utiliser des théories moins précises mais beaucoup plus
simples à mettre en oeuvre en pratique. Par ailleurs, on peut citer aussi le passage
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d’un modèle mathématique au modèle informatique correspondant, qui par exemple
utilise un schéma numérique pour résoudre une équation différentielle de manière
approximative. Une manière de réduire ce type d’incertitudes est d’ajouter de l’in-
formation ou de sacrifier la simplicité des modèles pour affiner la précision ;

2. Les incertitudes dites stochastiques (ou aléatoires), elles sont dues à la variabilité
naturelle inhérente à toute mesure expérimentale (erreurs de mesure et de reproduc-
tibilité). Par exemple, à tout essai et à toute mesure les concentrations des espèces
chimiques n’ont de valeur garantie que dans la limite de la précision de l’instrument
de mesure utilisé. La température de réaction n’est contrôlée de même que dans
une certaine mesure. De plus, cette incertitude se propage lorsque l’on s’intéresse à
des paramètres inconnus du phénomène et que l’on souhaite les estimer à partir de
mesures expérimentales. C’est par exemple le cas pour les modèles de cinétique chi-
mique où les paramètres cinétiques ne sont pas connus mais sont estimés à partir de
mesures effectuées sur une installation pilote. Certaines de ces incertitudes peuvent
être réduites (en augmentant le nombre de données expérimentales, en améliorant la
précision des instruments de mesure, etc) alors que d’autres sont irréductibles.

C’est la combinaison de ces deux types d’incertitudes qui implique, par propagation à tra-
vers le modèle, que les sorties sont elles aussi incertaines.

Intéressons-nous maintenant plus précisément aux incertitudes sur les sorties. En effet nous
n’avons pas encore abordé un point essentiel de l’analyse d’incertitudes : sous quelle forme
attend-on le résultat concernant les sorties ? La réponse à cette question dépend principa-
lement de l’utilisation que l’on veut en faire ultérieurement.
Si l’on se place dans un cadre déterministe, on voudra par exemple faire une étude des pires
cas qui consiste à faire varier les facteurs incertains dans un intervalle donné, et d’en dé-
duire un intervalle contenant les sorties. Cette méthode produit cependant des intervalles
non-optimaux au sens probabiliste. Elle suppose implicitement que les facteurs peuvent
varier uniformément sur leur intervalle de valeurs. C’est une hypothèse a priori très forte
et rarement vérifiée.
Mentionnons aussi la théorie de l’évidence de Dempster-Schafer (Shafer 1976) qui est une
généralisation de l’approche bayésienne en probabilité. L’application de cette théorie à
l’analyse d’incertitudes est relativement récente et ne permet pas encore de fournir des
résultats aussi complets qu’une approche probabiliste. Cependant elle fait partie des do-
maines de recherche actuels en analyse d’incertitudes.
Dans un cadre probabiliste, comme nous le décrirons dans la section suivante, on peut
s’intéresser à la distribution de probabilité des sorties, à leurs premiers moments, à des in-
tervalles de confiance associés à des risques ou encore à des probabilités de dépassement de
seuil. Notons par ailleurs que les méthodes peuvent beaucoup varier selon la forme attendue
du résultat. Il importe donc avant tout d’identifier l’objectif d’une analyse d’incertitudes
pour obtenir des résultats sous une forme adéquate.

2.1.2 Cadre probabiliste pour l’analyse d’incertitudes

L’approche probabiliste se base sur un modèle de type (2.1)

Y = η(X)
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où le vecteur X contient tous les facteurs incertains. On associe alors au vecteur des fac-
teurs X une loi de probabilité. Dans le cas où les facteurs sont indépendants, ceci revient
à donner une loi de probabilité à chaque composante de X indépendamment. Par exemple
si l’un des facteurs est la température sous laquelle une réaction chimique se produit, on
pourra supposer qu’elle suit une loi normale centrée sur une valeur nominale et d’écart-type
donné par la précision de l’appareil de mesure que l’on utilise pour la déterminer. Une fois
cette étape d’identification de loi des facteurs terminée, il est clair que par propagation à
travers la fonction η la sortie Y est elle aussi aléatoire et possède donc une loi de proba-
bilité. A cette étape de l’analyse d’incertitudes, il faut identifier la forme sous laquelle on
souhaite obtenir des résultats sur l’incertitude de Y :

– On s’intéresse à la loi de probabilité de Y . Dans ce cas, à partir de la loi du vecteur X

il faut en déduire celle de Y . En notant FX, la distribution de probabilité de X il faut
alors calculer

FY (t) = P(Y ≤ t) = P(η(X ≤ t))

=

∫

η(x)≤t
dF (x).

Cette intégrale n’est malheureusement calculable analytiquement que dans des cas très
simples. En général elle est approchée par la distribution empirique de Y , obtenue par
échantillonnage Monte-Carlo sur la loi de X ;

– Si seuls les premiers moments de Y sont utiles pour une étude ultérieure, il n’est pas
nécessaire de chercher la loi de probabilité de Y . En effet on désire estimer E(Y k) pour
certaines valeurs de k. Cet objectif est réalisé de manière classique en utilisant les esti-
mateurs des moments

Y k =
1

n

n∑

i=1

(η(Xi))
k

où (Xi)i=1,...,n est un échantillon i.i.d. selon la loi de X ;

– On est seulement intéressé par un intervalle de confiance sur Y ou une probabilité de dé-
passement d’un seuil. On cherche donc à calculer des quantités de la forme P(a < Y < b)
ou P(Y > M) en vue de déterminer a et b ou M par exemple. Dans ce cas, on peut
utiliser des méthodes classiques d’estimation de quantiles. Si la probabilité P(Y > M)
est faible on peut penser à utiliser des techniques plus sophistiquées telles que FORM ou
SORM basées sur des développements limités, voir Devictor (1996) ou Schuëller, Pradl-
warter and Koutsourelakis (2003).

Dans l’étude de modèles de cinétique chimique que nous menons ici, il nous est demandé
principalement d’identifier la loi de probabilité des sorties d’un modèle ou de calculer des
intervalles de confiance à 95%. Considérons, par exemple, le modèle simplifié d’hydrodé-
sulfuration présenté dans la section 1.1. Rappelons que la concentration de soufre à un
instant t est donnée analytiquement par

Sk,α(t) =
(
S(0)1−α − (1− α)kt

) 1

1−α
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où S(0) est la concentration de soufre initiale et k et α sont les paramètres du modèle.
Supposons par exemple que l’on souhaite déterminer l’incertitude sur la concentration de

soufre à l’instant t =
1

2
avec une concentration initiale S(0) = 14000 ppm.

Les deux facteurs sont incertains car ce sont des estimateurs (variables aléatoires) obtenus
à partir de mesures expérimentales bruitées. On va supposer que les estimateurs des deux
paramètres sont indépendants et qu’ils sont distribués de la manière suivante :

log(k̂) ∼ N (0 ; 1)

α̂ ∼ N (1.25 ; 0.0025),

c’est-à-dire que k̂ suit une loi log-normale et α̂ suit une loi normale.
On génère alors un échantillon (k̂i, α̂i)i=1,...,n indépendant et identiquement distribué (i.i.d.)
de taille n = 10000 de ces deux lois, et pour chaque réalisation de l’échantillon on calcule

Si =

(
140001−α − 1

2
(1− α̂i)k̂i

) 1

1−α̂i

et l’on obtient ainsi un échantillon (Si)i=1,...,n i.i.d. de taille n = 10000 de la concentration

de soufre à l’instant t =
1

2
pour une concentration initiale de S(0) = 14000. La distribution

calculée à partir de cet échantillon est représentée dans la figure 2.1.

Nous terminons cette section par une remarque fondamentale sur les méthodes que nous
venons de décrire : on a supposé implicitement que l’on connaît la distribution des facteurs
que l’on considère comme incertains pour pouvoir propager ces incertitudes sur les sorties.
S’il est raisonnable d’utiliser des lois a priori sur certaines entrées ou paramètres du mo-
dèle (erreurs de mesure gaussiennes, paramètres strictement positifs parfois log-normaux),
en revanche les estimateurs des paramètres obtenus à partir de mesures expérimentales
à travers une procédure de minimisation ont, en général, une loi inconnue. Dans la pro-
chaine section, nous supposerons que toutes les lois suivies par les facteurs sont connues.
Nous nuancerons ce point de vue en conclusion de ce chapitre et soulignerons le travail
supplémentaire à effectuer pour obtenir les distributions d’estimateurs de paramètres non
déductibles de considérations a priori.



2.1 Analyse d’incertitudes 37

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
0

0.5

1

1.5
x 10

3

Fig. 2.1 – Distribution empirique de la concentration de soufre (en ppm) dans le modèle
simplifié d’HDS au temps t = 0.5 pour une concentration initiale S(0) = 14000 ppm. Elle
est obtenue par échantillonnage des estimateurs k̂ et α̂ supposés suivre une loi lognormale
et une loi normale indépendantes.
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2.2 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité est une étude plus détaillée de l’incertitude. En effet si l’analyse
d’incertitude nous permet d’étudier l’incertitude “totale” sur la sortie comme on l’a vu
au paragraphe précédent, l’analyse de sensibilité va quant à elle quantifier l’impact de la
variation de chaque facteur sur la variation de la sortie. Cela permet de mettre en évidence
les facteurs dont la variation influence le plus les variations de la sortie. Une telle étude
peut être utile pour savoir, par exemple, si la solution trouvée est robuste (c’est-à-dire si
elle ne va pas être modifiée pour des petites variations des facteurs) ou encore de savoir sur
quels facteurs il est important de concentrer les “efforts” d’estimation pour diminuer les
variations de la sortie. Les objectifs principaux d’une analyse de sensibilité sont au nombre
de quatre, voir Saltelli, Tarantola, Campolongo and Ratto (2004) :

1. La hiérarchisation des facteurs (‘Factors Proritisation’ en anglais) : l’objectif est
d’identifier le facteur le plus influent, ou plus précisément de classer les facteurs du
plus influent au moins influent ;

2. La calibration des facteurs (‘Factors Fixing’) : le but est d’identifier les facteurs que
l’on peut fixer car ils n’influencent pas la variance de la sortie ;

3. La réduction de la variance (‘Variance Cutting’) : l’objectif est de réduire la variance
de la sortie à un niveau prédéterminé en fixant le moins de facteurs possible ;

4. Le ‘Factors Mapping’ : si le domaine des sorties est séparé en sous-domaines distincts,
le but est d’exhiber les facteurs qui influencent le plus l’appartenance de la sortie à
un des sous-domaines.

Notons que pour l’étude des modèles cinétiques, nous nous intéressons principalement à
la hiérarchisation des facteurs. Il convient donc de trouver des “mesures”, c’est-à-dire des
quantités calculées à partir du modèle, dont l’interprétation permet d’apporter une réponse
à ce problème. De telles mesures sont généralement appelées mesures d’importance.
Dans toute cette section nous utiliserons le formalisme général (2.1). Plusieurs mesures
d’importance existent pour quantifier la part de chaque facteur sur l’incertitude de la
sortie. Certaines sont des indicateurs locaux, autour d’un point de fonctionnement ou d’un
optimum. Une étude locale peut s’avérer insuffisante voir erronée et il est souvent nécessaire
d’envisager de construire des mesures d’importance globales. Nous détaillons quelques-unes
de ces méthodes dans les paragraphes qui suivent, en les regroupant selon une classification
proposée par Saltelli et al. (2000) : les méthodes de screening, les méthodes locales et les
méthodes de variance.

2.2.1 Méthodes de screening

La principale caractéristique des méthodes de screening est qu’elles fournissent une infor-
mation partielle mais calculable à faible coût de temps de calcul sur les facteurs les plus
influents dans le modèle. Elles sont typiquement utilisées comme première étape d’une ana-
lyse de sensibilité lorsque le nombre de facteurs est très grand, et que l’on veut rapidement
exhiber un groupe constitué des quelques facteurs vraiment influents. On applique dans
un second temps des méthodes plus précises sur les facteurs de ce groupe. Par souci de
concision, nous proposons de ne détailler que la classe de méthodes de screening connue
sous le nom de One-At-a-Time (ou OAT) car elles sont très répandues. Le lecteur intéressé
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par ce type de méthodes trouvera une introduction détaillée dans le chapitre 4 de l’ouvrage
de Saltelli et al. (2000).

L’approche OAT en toute généralité repose sur l’idée de faire varier un seul facteur en
ayant fixé au préalable les autres à une valeur nominale (par exemple leur moyenne). C’est
un inconvénient puisque l’on conduit ainsi une étude locale autour de la valeur nominale
alors que le facteur peut avoir un intervalle de variation important. La méthode de Morris
(1991) que nous avons choisi de détailler ici ne souffre pas de cet inconvénient. Supposons
que chaque composante Xi, i = 1, . . . , d du vecteur des facteurs X prenne p valeurs dans
l’ensemble {0, 1/(p−1), 2/(p−1), . . . , 1} et soit ∆ un multiple de 1/(p−1) fixé au préalable.
Notons Ω = {0, 1/(p − 1), 2/(p − 1), . . . , 1}d l’ensemble des valeurs que peut prendre X.
Morris définit l’effet élémentaire du i-ième facteur en un point x par

di(x) =
1

∆
[η(x1, . . . , xi−1, xi + ∆, xi+1, . . . , xd)− η(x)]

où x = (x1, . . . , xd) est choisi de telle sorte que le point perturbé soit aussi dans l’ensemble
Ω. Le nombre de di pour i fixé est donc pd−1(p−∆(p−1)) puisqu’il y a p valeurs possibles
pour les j 6= i variables fixées et p−∆(p− 1) pour la i-ième. Morris remarque que pour i
fixé, la moyenne et la variance de di (obtenues en échantillonnant x sur Ω) contiennent des
indications à propos de l’importance du i-ème facteur sur la sortie. Une moyenne élevée est
synonyme de facteur globalement influent sur la sortie alors qu’une variance élevée indique
soit un facteur en interaction avec d’autres, soit un facteur dont l’effet est non-linéaire. Si
l’on note r la taille de l’échantillon de x tirés sur Ω pour calculer la moyenne et la variance
des di, le nombre d’évaluations de la fonction η est avec cette méthode de 2rd. Remarquons
que Morris a proposé une autre approche permettant de réduire ce nombre à 2rk2/(k+1).
Après avoir calculé la moyenne µi et la variance σ2

i de chaque di pour i = 1, . . . , d, on trace
sur un graphique les points de coordonnées (µi, σ

2
i ). Ce graphique permet de distinguer

selon leur position les facteurs qui sont influents de ceux qui ne le sont pas ou encore les
facteurs avec interactions, etc. Typiquement, les facteurs proches de l’origine ne sont pas
influents : on ne retiendra alors que les autres pour effectuer une étude plus précise de leur
influence.

2.2.2 Méthodes locales

Les méthodes locales, comme leur nom l’indique, proposent une information sur l’impact
d’un facteur qui varie autour d’une valeur nominale (point de fonctionnement) fixée. Ces
méthodes sont très souvent utilisées en cinétique chimique (Turanyi 1990), où il est classique
d’étudier l’influence des variations de paramètres cinétiques autour d’une valeur donnée.
Si l’on considère le modèle (2.1) : Y = η(X) et que l’on souhaite étudier l’impact des
facteurs autour d’un point de fonctionnement x0, les méthodes locales proposent d’estimer
les dérivées partielles

∂η

∂Xi |X=x0

pour i = 1, . . . , d. Les facteurs sont alors classés selon la valeur de ses dérivées partielles,
les plus influents ayant la dérivée la plus élevée. Ce classement selon les dérivées partielles
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souffre cependant d’un défaut majeur : il ne tient pas compte des ordres de grandeur des
composantes de X. Il est alors plus raisonnable de faire le même classement à l’aide des
dérivées partielles normalisées

xi0

Y0

∂η

∂Xi |X=x0

où xi0 est la i-ième composante de x0 et Y0 = η(x0). Enfin, remarquons que nous n’avons
pour l’instant pas utilisé le formalisme probabiliste pour étudier les sensibilités. Il est
possible d’inclure simplement des considérations probabilistes dans les méthodes locales.
En effet il suffit de reprendre le principe de classement des facteurs selon les dérivées
partielles, mais en prenant en compte les variations possibles des facteurs (leur écart-type)
autour de leur valeur nominale (leur moyenne). Dans ce cas, on doit calculer

σ(Xi)

σ(Y )

∂η

∂Xi |X=x0

(2.3)

où l’on note σ(Xi) l’écart-type du facteur Xi et σ(Y ) l’écart-type de la sortie Y . Nous
verrons dans la section 2.2.3 que ces quantités apparaissent comme un cas particulier des
méthodes de variance.

Toutes les approches locales que nous venons de présenter partagent la même limitation :
elles ne fournissent qu’une information valable autour d’un point de fonctionnement donné
et cette information est seulement de premier ordre (seules les dérivées premières inter-
viennent dans le calcul). Si les variations des facteurs sont peu importantes et que le
modèle est proche de la linéarité, ce classement peut suffire pour distinguer les facteurs
influents de ceux qui ne le sont pas. En revanche, dans le cas général il est plus raisonnable
de s’intéresser aux méthodes de variance que nous présentons dans la section suivante. No-
tons enfin que les dérivées partielles doivent être estimées pour faire un tel classement. Si
elles ne sont pas calculables explicitement, il faut se tourner vers des méthodes d’approxi-
mation numérique, comme les différences finies, les méthodes adjointes ou la dérivation
automatique de codes.

2.2.3 Méthodes basées sur la variance

La mesure d’importance globale la plus répandue est une mesure basée sur les variances : en
pratique, l’impact de la variation de chaque facteur sur la variation de la sortie est calculé
par un indice dit de sensibilité. Ces méthodes reposent sur le modèle (2.1) et se placent
dans le cadre probabiliste défini précédemment, l’incertitude sur le vecteur des facteurs
X étant alors modélisée par une loi de probabilité. Par exemple, pour une sortie Y et un
facteur Xi, on définit l’indice de sensibilité de premier ordre Si par :

Si =
Var(E(Y |Xi))

Var(Y )
, i = 1, . . . , d.

On peut intuitivement interpréter cette quantité et par là même justifier son utilisation
pour juger de l’impact des facteurs. E(Y |Xi) est la fonction de Xi uniquement qui approche
le mieux la variable Y (au sens de l’écart quadratique si on suppose les variables de carré
intégrable). Par conséquent Var(E(Y |Xi)) est la variance de la sortie si elle était fonction
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uniquement de Xi. Plus cette quantité est proche de Var(Y ) (c’est-à-dire plus Si est proche
de 1), plus le facteur Xi explique la variance de Y . Autrement dit, dans un tel cas le facteur
Xi est influent.
Par ailleurs, un facteur donné peut influencer aussi la sortie à travers ses interactions dans
le modèle avec les autres facteurs. De manière équivalente, on peut définir alors l’indice de
sensibilité de second ordre :

Si,j =
Var(E(Y |Xi, Xj))−Var(E(Y |Xi))−Var(E(Y |Xj))

Var(Y )
, i, j = 1, . . . , d, i 6= j

Plus généralement, pour des facteurs dont les indices forment un sous-ensemble A ⊂
{1, . . . , d}, on définit

SA =

∑
B⊂A(−1)|A|−|B|Var (E(Y |Xi : i ∈ B))

Var(Y )
. (2.4)

L’indice de sensibilité total est alors défini par :

STi
= Si +

∑

j 6=i

Si,j +
∑

j<k,j 6=i,k 6=i

Si,j,k + . . . , i = 1, . . . , d.

Au-delà de leur interprétation intuitive, ces indices apparaissent naturellement lors d’une
décomposition ANOVA de la variance de Y . Van Der Vaart (1998) souligne qu’il semblerait
que cette décomposition ait pris le nom de “Hoeffding ” en hommage à l’article de Hoeffding
(1948), qui la présente. Le lemme de décomposition est le suivant :

Lemme 2.1 (Décomposition de Hoeffding). Soient X1,. . . ,Xn des variables aléatoires in-
dépendantes et soit un sous-ensemble d’indices A ⊂ {1, . . . , n}. On note HA l’ensemble des
variables aléatoires de carré intégrable du type

gA(Xi : i ∈ A),

pour des fonctions mesurables gA ayant |A| arguments telles que

∀B : |B| < |A|, E(gA(Xi : i ∈ A)|Xj : j ∈ B) = 0.

Alors la projection d’une variable aléatoire T de carré intégrable quelconque sur HA est
donnée par

PAT =
∑

B⊂A

(−1)|A|−|B|
E(T |Xi : i ∈ B).

De plus, si T ⊥ HB (au sens L2) pour tout sous-ensemble B ⊂ A, alors E(T |Xi : i ∈
A) = 0. Par conséquent, la somme de tous les espaces HB avec B ⊂ A contient toutes les
fonctions de (Xi : i ∈ A) de carré intégrable.

On pourra trouver une démonstration de ce lemme dans Van Der Vaart (1998). Par
exemple, si l’on prend A = {i}, on a

P{i}T = E(T |Xi)− E(T ).



42 Outils classiques en analyse d’incertitudes et de sensibilité

De même, si A = {i, j}, on a

P{i,j}T = E(T |Xi, Xj)− E(T |Xi)− E(T |Xj) + E(T ).

Remarquons aussi que les espaces HA sont construits de manière à être orthogonaux. Dans
notre cas, la décomposition de Hoeffding peut se simplifier. En effet si T = T (X1, . . . , Xn)
avec X1, . . . , Xn i.i.d., on a

T =
n∑

r=0

∑

|A|=r

gA(Xi : i ∈ A)

où
gA(Xi : i ∈ A) =

∑

B⊂A

(−1)|A|−|B|
E(T |Xi : i ∈ B).

Comme les HA sont orthogonaux, on peut alors calculer la variance de T :

Var(T ) =

n∑

r=0

∑

|A|=r

Var(gA(Xi : i ∈ A))

où

Var(gA(Xi : i ∈ A)) = Var

(∑

B⊂A

(−1)|A|−|B|
E(T |Xi : i ∈ B)

)

et on peut montrer après quelques manipulations élémentaires sur les espérances condi-
tionnelles que

Var(gA(Xi : i ∈ A)) =
∑

B⊂A

(−1)|A|−|B|Var (E(T |Xi : i ∈ B)) .

En normalisant par Var(T ), on a alors la décomposition suivante :

1 =

n∑

r=0

∑

|A|=r

∑
B⊂A(−1)|A|−|B|Var (E(T |Xi : i ∈ B))

Var(T )

qui peut encore s’écrire

1 =
n∑

r=0

∑

|A|=r

SA (2.5)

en utilisant la formule (2.4). Autrement dit, les indices de sensibilité apparaissent naturel-
lement dans cette décomposition, et leur somme vaut 1. C’est une propriété fondamentale
des indices de sensibilité lorsque les facteurs sont indépendants. Elle permet une interpré-
tation directe et aisée des parts de variance dues à chacun des facteurs et à ses interactions
avec les autres. Notons qu’une telle décomposition n’est pas possible dans le cas général
sans l’hypothèse d’indépendance des Xi. On pourra consulter Peccati (2004) pour une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une décomposition de Hoeffding soit possible.
Nous insistons aussi sur le fait que les indices ainsi définis sont bien globaux, dans le sens
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où ils prennent en compte l’ensemble des variations des facteurs. De plus, ils ne supposent
aucune forme particulière sur le modèle étudié, qui peut donc être fortement non-linéaire et
non-monotone. Remarquons enfin que les indices de sensibilité de premier ordre rejoignent
les indices locaux définis en (2.3) si l’on développe la fonction η en utilisant la formule
de Taylor. En effet, soit x0 = E(X) la moyenne du vecteur X, développons la fonction η
autour de ce point au premier ordre en négligeant les terme d’ordre supérieur. On obtient
ainsi la fonction

η̃(X) = η(x0) +

d∑

i=1

∂η

∂Xi |X=x0

(Xi − xi0) .

Les indices de sensibilité de premier ordre calculés avec η̃ au lieu de η sont alors

Var(E(η̃(X|Xi))

Var(Y )
=

Var(Xi)

Var(Y )

(
∂η

∂Xi |X=x0

)2

=

(
σ(Xi)

σ(Y )

∂η

∂Xi |X=x0

)2

et l’on reconnaît le carré de la quantité locale (2.3) introduite précédemment. Autrement
dit, les indices de sensibilité de premier ordre généralisent cette quantité locale lorsque la
fonction η est proche de la linéarité ou lorsque les variations des facteurs autour de leur
moyenne sont très faibles (ce qui permet une très bonne approximation par un développe-
ment de Taylor tronqué au premier ordre).

Le but des méthodes dites “de variance” ont toutes pour objectif principal d’estimer les
indices de sensibilité dont nous venons de rappeler la définition. Certaines d’entre elles font
appel à des techniques simples, alors que d’autres utilisent des concepts plus sophistiqués.
Nous verrons en conclusion de cette section que le principal critère de comparaison entre
ces différentes techniques est le nombre d’évaluations de la fonction η qu’elles nécessitent
pour obtenir une estimation raisonnable. En effet le coût de calcul d’une telle évaluation
peut être important et il convient d’utiliser de manière optimale les évaluations de η. Nous
décrivons ici quatre méthodes particulièrement intéressantes pour estimer les indices de
sensibilité : la méthode de Sobol’, la méthode FAST, la méthode de McKay et la méthode
de Oakley et O’Hagan.

Méthode de Sobol’

Cette méthode est due à Sobol’ (1990 en russe, Sobol’ (1993) pour la traduction en anglais).
Pour décrire son approche, définissons tout d’abord l’espace Ωd des paramètres d’entrée
supposé être le cube unité de dimension d, i.e. la région :

Ωd = {x|0 ≤ xi ≤ 1; i = 1, ..., d}
L’idée principale de Sobol’ est de décomposer la fonction η(x) en somme de fonctions dont
la dimension augmente :

η(x1, ..., xd) = η0 +

k∑

i=1

ηi(xi) +
∑

1≤i<j≤d

ηi,j(xi, xj) + ...+ η1,2,...,d(x1, ..., xd)
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Sobol’ impose que η0 soit une constante et que l’intégrale de chacune des fonctions ci-dessus
par rapport à n’importe laquelle de ses variables soit nulle, i.e.

∫ 1

0
ηi1,...,is(xi1 , ..., xis)dxit = 0 si 1 ≤ t ≤ s

Une conséquence de la décomposition et de la condition précédente (voir Sobol’ (1993)) est
que toutes les fonctions de la décomposition sont orthogonales, i.e. si (i1, ...is) 6= (j1, ..., jl),
alors ∫

Ωd

ηi1,...,isηj1,...,jl
dx = 0

Et d’autre part, on a aussi

η0 =

∫

Ωd

η(x)dx

Sobol’ a démontré l’unicité de cette décomposition. Chacun des termes qui la composent
peut être calculé via des intégrales multiples :

ηi(xi) = −η0 +

∫ 1

0
...

∫ 1

0
η(x)dx∼i

ηi,j(xi, xj) = −η0 − ηi(xi)− ηj(xj) +

∫ 1

0
...

∫ 1

0
η(x)dx∼(ij)

où par convention dx∼i et dx∼(ij) représente respectivement l’intégration par rapport à
toutes les variables sauf xi, et xi et xj . Des formules analogues peuvent être obtenues pour
les termes d’ordre supérieur.
Les indices de sensibilité apparaissent alors naturellement de cette décomposition. En effet
la variance totale D de η(x) est définie par

D =

∫

Ωd

η2(x)dx− η2
0,

tandis que les variances partielles sont calculées à partir de chaque terme de la décompo-
sition

Di1,...,is =

∫ 1

0
...

∫ 1

0
η2

i1,...,is(xi1 , ..., xis)dxi1 ...dxis

où 1 ≤ i1 < ... < is ≤ d et s = 1, ..., d.
En élevant au carré et en intégrant par rapport à Ωd la décomposition, on obtient

D =
d∑

i=1

Di +
∑

1≤i<j≤d

Di,j + ...+D1,2,...,d

Ainsi, une mesure de sensibilité de la sortie par rapport aux paramètres (xi1 , ..., xis) est
donnée par

SSOBOL
i1,...,is =

Di1,...,is

D

Notons que la décomposition de Sobol’ est strictement équivalente à la décomposition
de Hoeffding que nous avons présentée précédemment dans le cas où les Xi, i = 1, . . . , d
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sont indépendants et distribués selon une loi uniforme sur [0, 1]. L’indépendance permet
de généraliser ce résultat à des Xi, i = 1, . . . , d indépendants et de loi quelconque par une
simple transformation (en passant par la fonction de répartition par exemple). Les indices
SSOBOL

i1,...,is
sont donc strictement égaux aux indices Si1,...,is définis précédemment, c’est la

raison pour laquelle on peut rencontrer dans la littérature le terme “indices de Sobol” à la
place d’indices de sensibilité.

L’apport important de Sobol’ est qu’il propose une méthode pour estimer les indices de
sensibilité à travers l’évaluation numérique des différentes intégrales intervenant dans la
décomposition. Il suggère l’utilisation d’une méthode de Monte-Carlo. Cependant, à cause
du fléau de la dimension quand le vecteur des facteurs X est de dimension d élevée, il est
recommandé d’utiliser des méthodes plus sophistiquées qu’une méthode de Monte-Carlo
classique. On pourra consulter Owen (2005) pour un exposé sur les méthodes de Quasi-
Monte Carlo par exemple. Ces méthodes ne règlent pas entièrement le problème de la
dimension dans le sens où une estimation précise des indices de sensibilité quand d est
grand requiert, en général, un grand nombre d’évaluations de la fonction η.

Méthode FAST

La méthode FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test) a été développée particulièrement
pour l’analyse d’incertitude et de sensibilité (Cukier, Fortuin, Shuler, Petschek and Schaibly
1973). Elle permet d’estimer d’une part l’espérance et la variance de la sortie, et d’autre part
de calculer la contribution de chaque facteur à cette variance lorsqu’ils sont indépendants.
L’idée centrale de la méthode FAST est d’approcher une intégrale d-dimensionnelle par
rapport à x à l’aide d’une intégrale simple par rapport à s par la transformation

xi = Gi(sinωis) i = 1, ..., d ,

où s ∈ [−π, π] est une variable scalaire, {ωi} est un ensemble de fréquences entières et Gi

des fonctions dites de transformation.
En choisissant correctement {ωi} et Gi (Cukier et al. 1973), l’espérance E(Y ) de la sortie
Y peut être approchée par

1

2π

∫ π

−π
η(s)ds,

où η(G1(sinω1s), ..., Gd(sinωds)) = η(s). En notant Aj et Bj les coefficients de Fourier
définis par

Aj =
1

2π

∫ π

−π
η(s) cos(js)ds

et

Bj =
1

2π

∫ π

−π
η(s) sin(js)ds,
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la variance de Y est approchée par

Var(Y ) =
1

2π

∫ π

−π
η2(s)ds− E(Y )2

≃
+∞∑

j=−∞

(A2
j +B2

j )− (A2
0 +B2

0)

≃ 2
n∑

j=1

(A2
j +B2

j ) = D̂FAST

Un choix pertinent pour Gi est par exemple xi = 1
2 + 1

π arcsin(sinωis) pour des paramètres
uniformes sur [0, 1] (Saltelli et al. 2000).
Ces derniers résultats sont utilisés pour l’analyse d’incertitude.

En ce qui concerne l’analyse de sensibilité, on montre que la contribution du facteur Xi à
la variance totale de Y peut être approchée par

D̂ωi
= 2

M∑

p=1

(A2
pωi

+B2
pωi

)

où M est l’harmonique maximum que l’on considère, habituellement 4 ou 6 .
Ainsi, une mesure de sensibilité de la sortie par rapport au facteur Xi est donnée par

SFAST
i =

D̂ωi

D̂FAST

On peut montrer (Saltelli et al. 2000) que cette mesure de sensibilité est équivalente à
l’indice de sensibilité défini précédemment, soit :

Si ≈ SFAST
i =

D̂ωi

D̂FAST

Cette approche est surtout intéressante vis-à-vis du nombre d’évaluations de la fonction
η qu’il est nécessaire d’effectuer pour estimer les indices de sensibilité. On trouvera dans
Saltelli et al. (2000) un tableau comparatif (p197) entre la méthode de Sobol’ et la méthode
FAST qui montre qu’en général il faut à peu près deux fois moins d’évaluations de η avec
FAST qu’avec la méthode de Sobol’.

Méthode de McKay

La méthode de McKay (1995) est basée sur l’idée que les numérateurs des indices de sensibi-
lité de premier ordre Var(E(Y |Xi)), i = 1, . . . , d peuvent être estimés à partir d’échantillons
conditionnels. Plus précisément, soit (Xi

j)j=1,...,n un échantillon de taille n tiré selon la loi
du i-ième facteur Xi. On construit alors des échantillons (Yjk)k=1,...,r de taille r tiré selon
la loi conditionnelle de Y |Xi = xi

j pour j = 1, . . . , n. En notant

Ȳj =
1

r

∑

k=1,...,r

Yjk et Ȳ =
1

n

n∑

j=1

Ȳj
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les estimateurs respectifs de E(Y |Xi = xi
j) et E(Y ), McKay définit les quantités

SST =
1

Nr

n∑

j=1

r∑

k=1

(
Yjk − Ȳ

)2
et SSB =

1

n

n∑

j=1

(
Ȳj − Ȳ

)2

qui estiment respectivement Var(Y ) et Var(E(Y |Xi)). L’estimateur des indices de sensibi-
lité de premier ordre Si est donc SSB/SST . Remarquons que pour une telle procédure, le
nombre d’évaluations de η est de d×n× r (n× r évaluations pour chacun des d facteurs).
McKay propose d’utiliser une technique d’échantillonnage par hypercube-latin répliqué
(Replicated Latin Hypercube Sampling ou r-LHS), voir McKay (1995). Cette approche per-
met de réduire le nombre d’évaluations à n × r car le même échantillon est utilisé pour
estimer l’indice de sensibilité de premier ordre de tous les facteurs simultanément. On
pourra consulter aussi le chapitre 5 de Saltelli et al. (2004) ou l’article de Ratto, Taran-
tola and Saltelli (2001) qui étend la méthode de McKay à des facteurs qui ne sont pas
indépendants.

Méthode de Oakley et O’Hagan

L’approche proposée par Oakley and O’Hagan (2004) rentre dans le cadre de la modé-
lisation de surfaces de réponse par processus gaussiens et est liée à la technique du kri-
geage (kriging en anglais) développée initialement dans le cadre de la géostatistique. L’idée
principale est d’approcher la fonction η par une fonction dont l’évaluation numérique est
beaucoup plus rapide. On trouvera une très bonne introduction à cette modélisation dans
Santner, Williams and Notz (2003) dont nous reprenons les notations. Nous explicitions
quelque peu cette approche car nous y ferons référence au chapitre 4. Le détail des calculs
permet principalement de montrer que leur approche repose sur l’évaluation d’intégrales
multiples, difficilement calculables en dehors de cas simples ou de faible dimension.

Pour fixer les notations et introduire les notions que nous utiliserons par la suite, rappelons
tout d’abord quelques généralités sur la prédiction statistique. En toute généralité, plaçons
nous dans le cadre où l’on veut prédire une variable aléatoire Y0 à partir d’observations
Yn = t(Y1, . . . , Yn). Soit Ŷ0 = Ŷ0(Y

n) un prédicteur de Y0 basé sur les observations Yn.
Deux classes de prédicteurs sont particulièrement étudiées :

– Les prédicteurs linéaires : Ŷ0 = a0 +
∑n

i=1 aiYi ;

– Les prédicteurs linéaires sans biais : Ŷ0 = a0 +
∑n

i=1 aiYi tels que EF (Ŷ0) = EF (Y0) où
F désigne la loi jointe de (Y0,Y

n).

Le critère de prédiction le plus utilisé est l’erreur quadratique moyenne (Mean Squared
Prediction Error, ou MSPE), c’est-à-dire que l’on recherche le prédicteur qui minimise la
quantité

MSPE(Ŷ0, F ) = EF ((Ŷ0 − Y0)
2).

On peut montrer que si (Y0,Y
n) suit une loi F pour laquelle l’espérance conditionnelle

E(Y0|Yn) existe, alors le prédicteur Ŷ0 = E(Y0|Yn) est le meilleur prédicteur MSPE de
Y0. Santner et al. (2003) s’intéressent plus particulièrement au meilleur prédicteur linéaire
sans biais (Best Linear Unbiased Predictor, ou BLUP), c’est-à-dire le prédicteur linéaire
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sans biais qui atteint le plus petit MSPE parmi tous les prédicteurs linéaires sans biais.

Venons-en maintenant à la modélisation par processus gaussiens. Supposons que l’on a
effectué n évaluations numériques de la fonction η, par exemple en n points x1, . . . ,xn. A
partir de ces évaluations, on cherche à approcher la fonction η. L’approche par processus
gaussiens suppose que la fonction déterministe η(x) pour x ∈ X est une réalisation du
processus aléatoire

Y (x) =

p∑

j=1

fj(x)βj + Z(x) = t
f(x)β + Z(x) (2.6)

où f(x) = t(f1(x), . . . , fp(x)) sont des fonctions de régression connues, β = t(β1, . . . , βp)
est un vecteur de coefficients de régression inconnus et Z est un processus gaussien station-
naire sur X de moyenne nulle, de variance σ2 et de fonction de corrélation R. On cherche
ici à prédire la fonction η en un point x0 à partir d’observations (Y (x1), . . . , Y (xn)) =
(η(x1), . . . , η(xn)).
Ceci est équivalent à prédire Y0 = Y (x0) à partir de Yn = t(Y (x1), . . . , Y (xn)) en utilisant
les notations précédentes. On peut montrer facilement que le modèle (2.6) implique que la
loi jointe F de (Y0,Y

n) est :
(

Y0

Yn

)
∼ N1+n

((
t
f(x0)
f

)
β, σ2

(
1 t

r(x0)
r(x0) R

))

où

– f est la matrice n × p composée des élements Fij = fj(xi) qui sont les fonctions de
régression pour les points observés ;

– r(x) = t(R(x− x1), . . . , R(x− xn)) est le vecteur n × 1 des corrélations de Yn avec
Y (x) ;

– R est la matrice n×n composées des éléments Rij = R(xi−xj) qui sont les corrélations
de Yn.

Rappelons que β et σ2 sont inconnus. Le BLUP de Y0 (qui atteint aussi le minimum du
MSPE) est alors

Ŷ0 = t
f(x0)β̂ + t

r(x0)R
−1
(
Yn − fβ̂

)
(2.7)

où β̂ = (tfR−1f)−1tfR−1Yn.
La formulation explicite de ce prédicteur n’est valide que lorsque l’on suppose que la fonc-
tion de corrélation R est connue. En pratique cependant, R est choisie a priori dans une
classe de fonctions de corrélations standard, elle n’est donc connue qu’à un vecteur de pa-
ramètres ψ près. Par exemple, les fonctions de corrélation les plus souvent employées sont :

– Les fonctions de corrélation exponentielles,

R(h) = exp

(
−

d∑

i=1

∣∣∣∣
hi

θi

∣∣∣∣
pi

)
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où h = (h1, . . . , hd), 0 < pi ≤ 2 et θi > 0 pour i = 1, . . . , d. Le cas particulier
où pi = 2, i = 1, . . . , d conduit à la fonction de corrélation gaussienne. On a ici
ψ = (p1, . . . , pd, θ1, . . . , θd) ;

– Les fonctions de corrélation de Matérn,

R(h) =
d∏

i=1

1

γ(ν)2ν−1

(
2
√
ν|hi|
θi

)ν

Kν

(
2
√
ν|hi|
θi

)

où θi > 0 pour i = 1, . . . , d, ν > 0 et Kν(· · · ) est la fonction de Bessel modifié d’ordre
ν. Dans ce cas, ψ = (θ1, . . . , θd, ν).

Le vecteur ψ étant inconnu, la formule (2.7) n’est donc pas directement applicable. Lorsque
l’on possède une estimation de ψ, et par conséquent une estimation R̂ de R, on considère
alors le meilleur estimateur linéaire sans biais empirique (Empirical BLUP, ou EBLUP)
défini par

Ŷ0 = t
f(x0)β̂ + t

r̂(x0)R̂
−1
(
Yn − fβ̂

)

où β̂ = (tfR̂−1f)−1tfR̂−1Yn, R̂ et t
r̂(x0) étant obtenus à partir de l’estimation R̂ de la

fonction de corrélation R.
Dans le cadre de cette modélisation, il est possible aussi de construire un modèle bayésien
hiérarchique, dans le sens où l’on se donne des lois a priori sur les paramètres inconnus β,
σ2 et ψ. On a alors le modèle

(
Y0

Yn

)
|β, σ2,ψ ∼ N1+n

((
t
f(x0)
f

)
β, σ2

(
1 t

r(x0)
r(x0) R

))

et il faut spécifier la loi du vecteur (β, σ2,ψ). On pourra trouver des explications supplé-
mentaires sur la modélisation hiérarchique dans Santner et al. (2003). Si l’on considère un
modèle hiérarchique complet, on est amené à se donner un a priori sur ψ. Cependant, en
général, il n’est pas alors possible d’obtenir une expression analytique de la loi a poste-
riori et il faut utiliser des techniques d’intégration numérique intensive, par exemple les
algorithmes de Markov Chain Monte Carlo (MCMC). C’est la raison pour laquelle il est
préférable d’utiliser plutôt une estimation de ψ, voir Kennedy and O’Hagan (2001). C’est
la démarche adoptée par Oakley and O’Hagan (2004). Ils se placent dans le cadre d’un
EBLUP, c’est-à-dire qu’ils ne se donnent pas de loi a priori sur ψ (ils l’estiment dans un
second temps) et proposent une loi a priori sur le vecteur (β, σ2) de la forme

P (β, σ2) ∝ σ−(d+p+2)/2 exp
(
−
[
t(β − z)V−1(β − z) + a

]
/2σ2

)

où z ∈ R
p, a ∈ R et V ∈Mp(R) sont fixés. Cette loi est connue sous le nom de distribution

normale inverse gamma, en effet dans ce cas la loi de β sachant σ2 est une loi normale de
moyenne z et de matrice de variance-covariance σ2V et la loi de a/σ2 est une loi gamma
de paramètre d. On en déduit alors que

Y0 −m∗(x0)

σ̂
√
c∗(x0,x0)

|Yn ∼ td+n (2.8)
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où

m∗(x0) = t
f(x0)β̂ + t

r̂(x0)R̂
−1(Yn − fβ̂),

c∗(x0,x
′
0) = R̂(x0,x

′
0)− t

r̂(x0)R̂
−1r̂(x′

0)

+(tf(x0)− t
r̂(x0)R̂

−1f)(tfR̂−1f)−1t

(
t
f(x′

0)−
t
r̂(x′

0)R̂
−1f),

β̂ = V∗(V−1z + tfR̂−1Yn),

σ̂2 =
(
a+ tzV−1z + tYnR̂−1Yn − t

β̂(V∗)−1β̂
)
/(n+ d− 2),

V∗ = (V−1 + (tfR̂−1f)−1)−1.

Nous avons repris ici les notations de Oakley and O’Hagan (2004), une démonstration de
ce résultat peut être trouvée dans Santner et al. (2003) ou O’Hagan (1994). Remarquons
que le résultat (2.8) implique que le EBLUP de η(x0) est précisément m∗(x0).

A partir de ce prédicteur, Oakley et O’Hagan proposent de construire des estimateurs des
indices de sensibilité. Supposons par exemple que l’on veuille estimer l’espérance condition-
nelle de η(X) sachant XA pour A ⊂ {1, . . . , d}, un sous-ensemble du vecteur X composé
des facteurs dont l’indice appartient à A :

E(η(X)|XA = xA) =

∫

X−A

η(x)dF−A|A(x−A|xA)

où F−A|A est la distribution conditionnelle du vecteur composé des facteurs dont l’indice
n’est pas dans A sachant les facteurs dont l’indice est dans A. Si l’on remplace η(x) par
Y (x), cette expression est une fonctionnelle linéaire du processus gaussien Y (x) et sa loi
a posteriori est aussi une loi de Student à n + d degrés de liberté après l’avoir centrée et
réduite comme on l’a fait en (2.8). On calcule facilement la moyenne a posteriori, c’est-à-
dire l’EBLUP de l’espérance conditionnelle :

E
∗(E(η(X)|XA = xA)) = NA(xA)β̂ + TA(xA)e

où E
∗ représente l’espérance par rapport à la loi a posteriori de Y (x) et :

NA(xA) :=

∫

X−A

t
f(x)dF−A|A(x−A|xA),

TA(xA) :=

∫

X−A

t
r̂(x)dF−A|A(x−A|xA),

e := R̂−1(Yn − fβ̂).

Remarquons que l’on a aussi E
∗(E(η(X))) = N β̂+Te où N et T sont obtenus avec A = ∅.

On peut aussi calculer les covariances a posteriori, notées Cov∗ :

Cov∗(E(η(X)|XA = xA),E(η(X)|XB = x′
B))

= σ̂2

∫

X−A

∫

X−B

c∗(xA,x
′
B)dF−A|A(x−A|xA)dF−B|B(x−B|xB)

= σ̂2
[
UA,B(xA,x

′
B)−TA(xA)R̂−1t

TB(x′
B)

+
(
NA(xA)−TA(xA)R̂−1f

)
W

t
(
NB(x′

B)−TB(x′
B)R̂−1f

)]
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où

UA,B(xA,x
′
B) =

∫

X−A

∫

X−B

R̂(xA,x
′
B)dF−A|A(x−A|xA)dF−B|B(x−B|xB),

W = (tfR̂−1f)−1.

Notre but ici est d’estimer les indices de sensibilité de la forme SA. Leurs numérateurs
sont des fonctionnelles quadratiques de Y (x) et leurs distributions a posteriori ne sont
pas calculables analytiquement. Oakley et O’Hagan notent qu’il est possible cependant de
calculer la moyenne de leur distribution a posteriori, qui est un prédicteur du numérateur
des indices de sensibilité. Si l’on écrit que

Var(E(η(X)|XA)) = E(E(η(X)|XA)2)− E(E(η(X)|XA))2

= E(E(η(X)|XA)2)− E(η(X))2,

les résultats précédents permettent de calculer E
∗(E(η(X))2), il nous reste juste à exprimer

la moyenne a posteriori de E(E(η(X)|XA)2) :

E
∗(E(E(η(X)|XA)2))

=

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

E
∗(Y (x)Y (x∗))dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′

−A|xA)dFA(xA)

=

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

[
σ̂2c∗(x,x∗) +m∗(x)m∗(x∗)

]
dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′

−A|xA)dFA(xA)

où dFA est la distribution marginale de XA et x∗ représente le vecteur composé à partir
de xA et x′

−A de la même manière que x est composé de xA et x−A. La première partie de
l’intégrale s’écrit

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

σ̂2c∗(x,x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA)

= σ̂2
[
UA − tr(R̂−1PA) + tr

(
W(QA −MAR̂−1f − tfR̂−1tMA + tfR̂−1PAR̂−1f)

)]

et la deuxième partie s’écrit
∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

m∗(x)m∗(x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA)

= tr(tePAe) + 2tr(β̂MAe) + tr(β̂NAβ̂)

où

UA =

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

R̂(x,x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA),

PA =

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

r̂(x)t r̂(x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA),

QA =

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

f(x)tf(x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA),

MA =

∫

XA

∫

X−A

∫

X−A

f(x)t r̂(x∗)dF−A|A(x−A|xA)dF−A|A(x′
−A|xA)dFA(xA).
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Finalement, le prédicteur de SA est donné par

E
∗(E(E(η(X)|XA)2))− E

∗(E(η(X))2)

E∗(E(η(X)2))− E∗(E(η(X))2)

où E
∗(E(η(X)2)) est calculé à partir du résultat précédent en prenant A = ∅.

Dans l’approche de Oakley et O’Hagan, la fonction η ne doit être évaluée qu’en n points
servant à calculer le EBLUP. En effet, une fois cette prédiction effectuée, le prédicteur des
indices de sensibilité ne fait intervenir que des intégrales par rapport à la loi des facteurs
X. En pratique, le choix des n points se base sur des considérations de planification expéri-
mentale (Sacks, Welch, Mitchell and Wynn 1989). Cette technique permet donc de réduire
de manière significative le nombre d’évaluations de la fonction η. On pourra trouver des
tests comparatifs entre cette méthode et la méthode de Sobol’ dans Oakley and O’Hagan
(2004), ces derniers exhibant par exemple un modèle pour lequel la méthode de Sobol’
requiert plusieurs milliers d’évaluations de η pour atteindre une précision comparable à
leur méthode avec 200 évaluations.
En ce qui concerne les intégrales multiples intervenant dans le calcul du prédicteur (NA,
TA, UA,B, UA, PA, QA et MA), les auteurs signalent qu’elles peuvent être évaluées numéri-
quement si elles ne sont pas calculables analytiquement. Si les facteurs sont indépendants,
il est en effet possible de faire une telle évaluation numérique : les fonctions à intégrer sont
séparables et sous l’hypothèse d’indépendance les densités conditionnelles sont elles aussi
séparables. Ainsi les intégrales multiples sont réduites à un produit d’intégrales simples
qu’il est facile d’approcher numériquement. En revanche, lorsque les facteurs ne sont pas
indépendants, cette astuce ne fonctionne plus et pose problème pour le calcul du prédic-
teur, nous aborderons ce point plus précisément dans le chapitre 4.

Remarquons enfin que la modélisation par processus gaussiens que nous venons de détailler
rentre dans le cadre de la régression régularisée dans les espaces de Hilbert à noyau auto-
reproduisant, voir Vasquez (2005) ou Seeger (2004). Nous proposons dans le chapitre 3 une
courte introduction à ce type de régression.

2.3 Limitations et nouvelles pistes

Dans le cadre de l’analyse d’incertitudes, il apparaît qu’une condition nécessaire à la pro-
pagation des incertitudes à travers un modèle est de connaître la distribution des facteurs
incertains. S’il est possible d’utiliser des considérations a priori pour certains d’entre eux,
ce n’est pas le cas pour les estimateurs de paramètres qui sont calculés à partir de mesures
expérimentales. Il est donc important de trouver des techniques permettant d’estimer les
distributions de ce type de facteurs, c’est l’objet du chapitre suivant.

Par ailleurs, en ce qui concerne l’analyse des sensibilités, nous venons de voir plusieurs
méthodes permettant d’estimer les indices de sensibilité d’un modèle par rapport à cha-
cun des facteurs dont il dépend. Les méthodes de Sobol’, FAST et McKay reposent sur
l’hypothèse d’indépendance des paramètres. Ce n’est malheureusement pas le cas pour les
modèles de cinétique chimique que nous étudions.
Il est possible d’étendre la méthode de McKay pour des facteurs corrélés, voir par exemple
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Ratto et al. (2001). Cependant, de nombreuses évaluations de la fonction η sont requises
pour atteindre une précision raisonnable. La méthode de Oakley et O’Hagan demande
quant à elle peu d’évaluations de η et ne fait pas d’hypothèse d’indépendance a priori.
Néanmoins, quand l’espace des facteurs est de grande dimension, les intégrales multiples
qu’elle demande d’évaluer numériquement posent problème à cause du fléau de la dimen-
sion. Nous détaillerons ce point dans le chapitre 4. Il est donc très intéressant de développer
de nouvelles approches pour réussir à estimer les indices de sensibilité de modèles où les
facteurs ne sont pas indépendants. C’est l’objet du chapitre 4 qui présentent deux méthodes
originales pour traiter le cas de facteurs corrélés.
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Chapitre

3

Analyse d’incertitudes

Dans ce chapitre nous détaillons trois procédures pour approcher la distribution des esti-
mateurs obtenus à partir de mesures expérimentales : l’échantillonnage par algorithme de
Métropolis, le bootstrap et l’approximation du bootstrap par des surfaces de réponse.
Dans la première partie nous décrivons le problème de l’obtention de la loi jointe des esti-
mateurs des paramètres à partir de mesures expérimentales.
La deuxième partie est consacrée à l’algorithme de Métropolis (Metropolis, Rosenbluth,
Rosenbluth, Teller and Teller 1953), nous y montrons que si d’un point de vue général
il est possible d’utiliser cette méthode, il est difficile de l’appliquer sur les cas réels que
nous avions à traiter faute de résultats fiables sur la convergence des chaînes de Markov
multidimensionnelles à valeurs réelles.
Dans la troisième partie nous présentons la technique du bootstrap (Efron 1979) qui permet
d’approcher, sous certaines hypothèses, la distribution d’un estimateur. Nous détaillons son
application aux divers modèles cinétiques du chapitre 1. Ces simulations montrent cepen-
dant qu’une approximation raisonnable de la distribution des estimateurs des paramètres
cinétiques ne peut se faire qu’avec un nombre conséquent de minimisations de problèmes
de moindres carrés non-linéaires. Le bootstrap est donc peu praticable sur des modèles
complexes.
Pour cette raison, nous proposons dans les deux dernières parties de ce chapitre une mé-
thode novatrice permettant d’approcher la distribution bootstrap d’un estimateur à l’aide
de surfaces de réponse. Cette approche limite le nombre de minimisation moindres carrés.
Deux techniques ont été retenues pour mettre en oeuvre cette méthode : l’approximation
par polynômes de chaos et la régression SVM.
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3.1 Loi jointe des estimateurs de paramètres cinétiques

Commençons tout d’abord par détailler le problème de l’obtention de la loi jointe des
paramètres d’un modèle cinétique tel que ceux présentés au chapitre 1.
Rappelons qu’un modèle cinétique s’écrit de manière générale sous la forme d’une régression
non-linéaire

Yi = f(ci,θ0) + ǫi i = 1, . . . , n

où Yi est la i-ième observation du vecteur des q sorties Y = (Y 1, . . . , Y q), ci est la i-
ième observation du vecteur des m variables contrôlées c = (c1, . . . , cm), θ0 est le vecteur
des p paramètres cinétiques inconnus du modèle, ǫ = (ǫ1, . . . , ǫq) est un bruit i.i.d centré
supposé gaussien et n est le nombre de mesures expérimentales effectuées. Supposons que
ǫ ∼ N (0,Σ) où Σ est diagonale (erreurs indépendantes d’une sortie à l’autre) et que
θ0 ∈ Θ avec Θ compact. Le vecteur θ0 peut alors être estimé par l’estimateur classique du
maximum de vraisemblance

θ̂n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(Yi − f(ci,θ))Σ
−1t(Yi − f(ci,θ)).

En pratique, nous ne connaissons pas la matrice Σ des erreurs. Deux choix sont possibles :
les variances sont fixées a priori à l’aide de considérations expérimentales, ou une procédure
itérative permet d’adapter leur valeur aux données que l’on possède (Antoniadis et al.
1992).
On s’intéresse à la loi jointe de l’estimateur θ̂n. Si n→∞, on est assuré que cet estimateur
tend vers une loi gaussienne si la fonction f est suffisamment régulière (ce qui est le cas
dans les modèles de cinétique), voir par exemple le chapitre consacré aux M-estimateurs
dans Van Der Vaart (1998). Or en pratique le nombre n de mesures dont on dispose est
peu élevé, par exemple n = 10 pour le modèle simplifié d’hydrodésulfuration ou n = 63
pour le modèle d’isomérisation du butane. L’approximation par une loi gaussienne n’est
donc pertinente qu’au premier ordre et il nous faut trouver une ou plusieurs méthodes
pour affiner cette approximation : les trois méthodes citées dans l’introduction et que nous
avons explorées sont détaillées dans la suite de ce chapitre.

3.2 Algorithme de Métropolis

Dans cette section nous proposons d’écrire la loi des estimateurs de paramètres cinétiques
que nous venons d’expliciter sous la forme d’une loi a posteriori (approche bayésienne).
Cette écriture permet ensuite de se donner une chaîne de Markov de loi limite égale à la loi
des estimateurs, et de générer la chaîne par algorithme de Métropolis. L’idée générale est
qu’asymptotiquement l’algorithme va fournir des observations selon la loi limite c’est-à-
dire selon la loi des estimateurs qui nous intéresse. Cependant, nous verrons que le défaut
majeur de cette méthode repose sur le caractère asymptotique de la méthode. Comment
juger en pratique si le nombre d’itérations de la chaîne est suffisant pour supposer que l’on
a atteint le comportement limite ? Nous donnons quelques éléments à la fin de la section
en discutant plusieurs méthodes proposées dans la littérature pour tenter de répondre à
cette question.
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3.2.1 Approche bayésienne pour la loi jointe des estimateurs des para-
mètres

Lors de l’étude d’un modèle cinétique, nous disposons de n mesures expérimentales. A
partir de ces données, on peut faire une estimation du vecteur des paramètres cinétiques
inconnus par maximum de vraisemblance comme décrit précédemment en 3.1, notons-la
θ̂obs. On peut alors calculer le vecteur ǫ̂i des résidus observés du modèle ajusté par :

ǫ̂i = Yi − f(ci, θ̂obs) i = 1, . . . , n.

L’idée est d’exprimer la loi de l’estimateur des paramètres par la règle de Bayes, en présup-
posant une loi a priori sur la loi de l’estimateur et sur la loi des résidus. La loi a posteriori
de l’estimateur s’écrit alors de manière formelle

P (θ̂n|ǫ̂1, . . . , ǫ̂n) =
P (θ̂n, ǫ̂1, . . . , ǫ̂n)

P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n)

=
P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n|θ̂n)P (θ̂n)

P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n)

=
1

C
P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n|θ̂n)P (θ̂n)

où P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n|θ̂n) est la loi a priori des résidus sachant l’estimateur des paramètres,
P (θ̂n) la loi a priori de l’estimateur des paramètres et C une constante (inconnue) vis-à-
vis de θ̂n.
Il nous reste maintenant à nous donner les lois a priori sur l’estimateur des paramètres
et sur les résidus. De manière classique, nous pouvons tout d’abord considérer les résidus
comme gaussiens, ce qui nous amène à supposer que

P (ǫ̂1, . . . , ǫ̂n|θ̂n) =
n∏

i=1

P (ǫ̂i|θ̂n)

avec

P (ǫ̂i|θ̂n) =
1

(2π)q/2
√

detΓ
exp

(
−1

2
ǫ̂i Σ̂−1t ǫ̂i

)

où Σ̂ = diag(σ̂2
1, . . . , σ̂

2
q ) est la matrice diagonale des variances empiriques des résidus

calculées à partir des observations. En ce qui concerne la loi a priori de l’estimateur des
paramètres, considérer la normalité asymptotique rappelée en 3.1 est une approche natu-
relle :

P (θ̂n) =
1

(2π)d/2
exp

(
−1

2

(
θ̂n − θ̂obs

)
t
(
θ̂n − θ̂obs

))
.

Remarquons que la moyenne a priori de l’estimateur des paramètres est la valeur estimée
θ̂obs. En effet, c’est la seule information dont on dispose sur l’estimateur des paramètres.
Par ailleurs, on supposera ici que les estimateurs des paramètres ont été normalisés au
préalable (par exemple en les divisant par leurs valeurs observées) et que ces estimateurs
sont indépendants a priori, d’où une matrice de variance-covariance égale à l’identité a
priori.
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Les lois a priori étant données, la seule inconnue dans la loi a posteriori de θ̂n est la
constante C, qui peut s’écrire en fonction des deux lois a priori que nous venons d’exhiber :

C = P (ǫ̂)

=

∫
P (θ̂n, ǫ̂)dθ̂n

=

∫
P (ǫ̂|θ̂n)P (θ̂n)dθ̂n.

La constante C (en θ̂n) s’exprime donc comme une intégrale de dimension p (nombre
de paramètres cinétiques) des deux lois a priori. Si à première vue cette intégrale peut
se calculer analytiquement car elle ne fait intervenir que des densités de lois normales,
ce n’est pas du tout le cas en réalité car la matrice de variance-covariance Σ dépend
de θ̂n et il nous est impossible d’expliciter cette dépendance. La seule manière d’estimer
C est donc l’intégration numérique. Or approcher une intégrale multidimensionnelle est
problématique en grande dimension (voir par exemple Owen (2005)), ce qui est le cas des
modèles cinétiques qui en général dépendent d’une dizaine de paramètres (p ≈ 10).
Il existe néanmoins une méthode permettant de générer des observations selon une loi
complexe, notamment une loi connue à une constante près. C’est l’algorithme de Métropolis
que nous décrivons dans la section suivante.

3.2.2 Principe de l’algorithme

En pratique, générer des échantillons de distributions complexes peut s’avérer extrêmement
difficile. Il existe néanmoins diverses méthodes permettant de résoudre ce problème, parmi
lesquelles les méthodes classiques d’échantillonnage basées sur les chaînes de Markov. Il est
possible de prouver qu’avec ces méthodes la distribution recherchée est approximativement
générée, tout du moins dans la limite où la longueur de la chaîne augmente. En notant X =
{X1, ..., Xp} le vecteur des p variables que l’on veut échantillonner et Xn = {X1

n, ..., X
p
n} la

réalisation de ces variables à l’étape n de la chaîne, cette dernière est uniquement définie par
la donnée de la distribution initiale X0 et des probabilités de transition de Xn connaissant
Xn−1. Ces probabilités sont choisies de telle sorte que la distribution de X soit une mesure
invariante de la chaîne, ce qui nous assure de générer asymptotiquement un échantillon de
même loi que X. En effet on a le théorème (voir par exemple Brémaud (1999)) :

Théorème 3.1. Une chaîne de Markov (Xn)n≥0 irréductible, apériodique et récurrente
positive converge en loi vers son unique mesure invariante quelque soit sa distribution
initiale.

Parmi les méthodes basées sur les chaînes de Markov, on trouve l’algorithme classique
de Metropolis, introduit historiquement dans l’article de Metropolis et al. (1953). On se
contente dans cette section de ne présenter que le cas continu car c’est le cas des procédés
chimiques que nous avons étudiés. Son principe est le suivant.

Supposons que l’on souhaite générer un échantillon de la distribution jointe π(x) d’un
vecteur aléatoire X = {X1, ..., Xp}. L’algorithme de Metropolis répond à ce problème en
répétant des changements aléatoires des éléments de X. Ce procédé peut être vu comme
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l’opération d’une chaîne de Markov construite à partir de probabilités de transition notées
(Bk)k=1...p. La façon dont elles opèrent pour générer un nouvel état, noté x′, à partir de
l’état actuel, noté x, est décrite de la manière suivante :

1. On sélectionne un état “candidat”, x∗, dont toutes les composantes autres que la
k-ième (l’indice k est choisi au hasard) sont les mêmes que celles de x, tandis que
x∗

k est tirée à partir d’une distribution préalablement choisie, qui généralement ne
dépend que de xk, caractérisée par les probabilités Sk(x,x

∗) ;

2. On accepte cet état candidat avec une probabilité A(x,x∗) ; dans le cas contraire on
le rejette et on retient l’état actuel.

En détail, cette procédure d’acceptation/rejet se fait en générant un nombre aléatoire u
suivant une loi uniforme sur [0, 1[, et en fixant le nouvel état comme suit :

x′ =

{
x∗ si u < A(x,x∗)
x sinon

(3.1)

Habituellement, la fonction d’acceptation A(x,x′) utilisée est de la forme

A(x,x′) = min

(
1,
π(x′)Sk(x

′,x)

π(x)Sk(x,x′)

)
.

Nous montrons ci-dessous que π(x) est une distribution stationnaire de la chaîne de Markov
utilisée dans l’algorithme de Métropolis et que cette chaîne de Markov est irréductible
apériodique et récurrente positive.
En effet soit (Xn)n≥0 une chaîne définie sur un ensemble d’états Ω construite en suivant
la procédure que nous venons de décrire. Le noyau de transition de la chaîne est

P (x,y) = Sk(x,y)A(x,y),

donc

π(x)P (x,y) = π(x)Sk(x,y)A(x,y)

= π(x)Sk(x,y) min

(
1,
π(y)Sk(y,x)

π(x)Sk(x,y)

)

= min (π(x)Sk(x,y), π(y)Sk(y,x))

= min (π(y)Sk(y,x), π(x)Sk(x,y))

= π(y)Sk(y,x) min

(
1,
π(x)Sk(x,y)

π(y)Sk(y,x)

)

= π(y)Sk(y,x)A(y,x)

= π(y)P (y,x)

ce qui montre que π(x) est une distribution réversible, et par conséquent une distribution
stationnaire de la chaîne. De plus, si Sk(·, ·) est non nul, la chaîne est immédiatement
irréductible. Donc (Xn)n≥0 est irréductible et possède une distribution stationnaire, ce
qui implique qu’elle est récurrente positive (car π(x) est évidemment finie). Pour montrer
l’apériodicité, on peut enfin noter que P (x,x) > 0 pour un x.
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Remarque 3.2. En pratique les probabilités Sk sont fréquemment choisies de telle sorte
qu’elles vérifient la condition de symétrie

Sk(x,y) = Sk(y,x) ∀x,y ∈ Ω

et dans ce cas la fonction d’acceptation se simplifie :

A(x,x′) = min

(
1,
π(x′)

π(x)

)
.

Revenons au problème des modèles cinétiques, où nous voulons générer un échantillon de
la loi de l’estimateur des paramètres cinétiques θ̂n. On a admis dans la section précédente
que cette loi s’écrit

P (θ̂n|ǫ̂) =
1

C
P (ǫ̂|θ̂n)P (θ̂n)

où P (ǫ̂|θ̂n) et P (θ̂n) sont connues mais C est inconnue. Si l’on utilise l’algorithme de Mé-
tropolis pour générer un échantillon de P (θ̂n|ǫ̂), on peut construire une chaîne de Markov
(Xn)n≥0 de noyau de transition

P (x,y) = Sk(x,y)A(x,y)

= Sk(x,y) min

(
1,
π(y)Sk(y,x)

π(x)Sk(x,y)

)

= Sk(x,y) min

(
1,
C

C

Py(ǫ̂|θ̂n)Py(θ̂n)Sk(y,x)

Px(ǫ̂|θ̂n)Px(θ̂n)Sk(x,y)

)

= Sk(x,y) min

(
1,
Py(ǫ̂|θ̂n)Py(θ̂n)Sk(y,x)

Px(ǫ̂|θ̂n)Px(θ̂n)Sk(x,y)

)

où Py(ǫ̂|θ̂n) désigne la loi de ǫ̂ sachant θ̂n = y et Py(θ̂n) la loi de θ̂n en y. Remarquons que
cette expression ne fait plus intervenir la constante inconnue C. C’est la raison pour laquelle
cet algorithme est fréquemment utilisé pour générer un échantillon d’une loi connue à une
constante près car le noyau de transition de la chaîne qu’il construit permet de s’affranchir
de la constante. Pour une description très complète de l’utilisation de l’algorithme de
Métropolis en inférence bayésienne, on pourra consulter Neal (1993).
Ainsi, nous avons construit une chaîne de Markov (Xn)n≥0 dont la distribution stationnaire

est la loi P (θ̂n|ǫ̂). Par conséquent, asymptotiquement, les réalisations de la chaîne de
Markov (Xn)n≥0 seront distribuées selon P (θ̂n|ǫ̂). Cependant, une question cruciale reste à
examiner : si l’on est assuré qu’asymptotiquement on obtient bien un échantillon distribué
selon la loi que l’on souhaite simuler, comment en pratique décider à partir de quelle
itération de la chaîne les réalisations seront distribuées selon cette loi invariante ? Obtenir
une réponse satisfaisante à cette question est primordial lorsque l’on travaille sur des cas
pratiques tels que les modèles cinétiques du chapitre 1 et fait l’objet de la section suivante.

3.2.3 Diagnostics de convergence d’une chaîne de Markov

Un grand nombre de méthodes ont été développées ces quinze dernières années pour diag-
nostiquer la convergence d’une chaîne de Markov vers sa distribution stationnaire. Pour
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une comparaison de plusieurs de ces méthodes, on pourra consulter Cowles and Carlin
(1996) et Brooks and Roberts (1998). Nous ne donnons dans ce paragraphe qu’un éventail
qui nous a paru représentatif et intéressant parmi toutes ces méthodes. Certaines tech-
niques décrites ici n’ont pas été utilisées car leurs hypothèses ne sont pas vérifiées par les
modèles de cinétique chimique. Cependant, nous tenions à les citer dans ce document car
leurs limitations font l’objet de recherches actuelles, notamment pour lever l’hypothèse
classique d’espace d’état fini.
Certaines d’entre elles proposent de lancer en parallèle plusieurs chaînes de Markov démar-
rant de points initiaux différents alors que d’autres proposent de lancer une seule longue
chaîne. C’est la première distinction que l’on peut faire entre ces méthodes. La simulation
de chaînes en parallèle permet de mieux explorer l’espace d’état et d’avoir des échantillons
indépendants. Mais la convergence est alors gouvernée par la chaîne la plus lente et la loi
initiale est seulement basée sur des informations partielles sur la loi invariante. Une chaîne
unique est quant à elle moins coûteuse en ressources de calcul et fournit un biais plus faible.
Nous ne discuterons pas plus en détail de ces différences, mais notons simplement que le
débat “une seule chaîne” contre “plusieurs chaînes en parallèle” n’est pas encore clos.
La seconde distinction habituellement mise en avant, que nous adopterons pour classer ces
méthodes dans les sections suivantes, se fait en regroupant les techniques en trois catégo-
ries :

– Analyse de la sortie : ces procédures sont basées sur le contrôle statistique d’une ou
plusieurs sorties de la chaîne de Markov, elles sont généralement peu coûteuses en temps
de calcul ;

– Etude théorique : ces méthodes exploitent certains aspects théoriques de l’algorithme
d’échantillonnage ;

– Constructions probabilistes : ces techniques reposent sur l’utilisation de propriétés des
chaînes des Markov permettant de proposer d’autres solutions pour la génération de la
loi stationnaire.

Dans la suite de cette section nous ne présenterons que certaines méthodes appartenant
à ces trois catégories, le lecteur intéressé pourra consulter la littérature abondante sur ce
sujet fournie dans Cowles and Carlin (1996) et Brooks and Roberts (1998), ainsi que dans
les articles cités dans les paragraphes qui suivent. Nous adoptons ici la présentation de
Brooks and Roberts (1998).

Techniques d’analyses statistiques des sorties

Les deux premières techniques que nous allons détailler sont basées sur la génération de m
chaînes de Markov X(1), . . . ,X(m) en parallèle.
Canty (1995) suggère un diagnostic en deux étapes pour tester la convergence d’une va-
riable d’intérêt unidimensionnelle ψ fonction des sorties de la chaîne X. Comme on lance

m chaînes en parallèle, on dispose d’observations ψ
(k)
i de la variable ψ à la i-ième itération

de la chaîne k pour i ≥ 0 et k = 1, . . . ,m. Avant de commencer à étudier la conver-
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gence proprement dite, il propose de vérifier si l’algorithme a commencé à générer une
loi suffisamment éloignée de la loi initiale. Pour cela il se place à l’instant n et trace le

diagramme quantile-quantile (Filliben 1975) des deux échantillons A0 =
(
ψ

(1)
0 , . . . , ψ

(m)
0

)

et An =
(
ψ

(1)
n , . . . , ψ

(m)
n

)
. Il ajuste alors une droite a+ bx sur les points de ce diagramme

par moindres carrés :

b̂ =
Snn − S00 +

√
(Snn − S00)2 + 4S2

0n

2S0n
,

â = ψ̄n − b̂ψ̄0

où

ψ̄n =
1

m

m∑

k=1

ψ(k)
n , ψ̄0 =

1

m

m∑

k=1

ψ
(k)
0 ,

Snn =

m∑

k=1

(
ψ(k)

n − ψ̄n

)2
, S00 =

m∑

k=1

(
ψ

(k)
0 − ψ̄0

)2
,

S0n =
m∑

k=1

(
ψ

(k)
0 − ψ̄0

)(
ψ(k)

n − ψ̄n

)
.

Sous l’hypothèse que A0 et An suivent la même loi la vraie valeur du couple (a, b) est
(0, 1), une mesure de la différence entre ces deux échantillons peut ainsi être construite
avec la distance entre (â, b̂) et (0, 1), par exemple

Dn = D(A0,An) =

(
max

(
|â|, |â|

b̂

))2

+

(
max

(
b̂,

1

b̂

)
− 1

)2

.

Grâce à un intervalle de confiance obtenu par bootstrap sur An on peut alors tester si la
distance observée Dn est significativement grande, ce qui signifie qu’à l’instant n la chaîne
échantillonne selon une loi différente de la loi initiale. Il n’est pas nécessaire de tester l’éloi-
gnement à la loi initiale après chaque itération, il est recommandé de faire le test toutes les
p itérations où p est un entier fixé par l’utilisateur, par exemple p = 50. Une fois que l’on
a trouvé l’entier n à partir duquel la loi est significativement différente de la loi initiale on
peut commencer à tester la convergence. Canty (1995) remarque d’une part que pour que
la convergence soit atteinte, il faut que les m chaînes échantillonnent selon la loi invariante
de ψ, et d’autre part que s’il y a convergence la chaîne transverse doit être distribuée
selon cette loi. Il suggère donc de tester si toutes les chaînes échantillonnent à partir de
la même distribution et si c’est aussi la distribution de la chaîne transverse. Après n ité-

rations supplémentaires il compare les m échantillons (ψ
(k)
i )i=n+1,...,2n pour k = 1, . . . ,m

à l’échantillon transverse A2n =
(
ψ

(1)
2n , . . . , ψ

(m)
2n

)
à l’aide de la distance précédente D.

Le maximum de ces m distances est retenu comme distance maximale, et un intervalle
de confiance est calculé pour cette distance maximale à l’aide d’un bootstrap sur A2n

qui sert à tester si elle est significativement petite. Si c’est le cas, alors on peut supposer
que toutes les chaînes échantillonnent à partir de la même loi. Cependant cela n’implique
pas forcément que la convergence a lieu, et Canty (1995) laisse cette appréciation finale
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hautement subjective à l’utilisateur et ne propose pas de généralisation pour une variable
d’intérêt ψ multidimensionelle, ce qui est un inconvénient majeur pour les problèmes qui
nous intéressent.

La deuxième méthode que nous détaillons est une généralisation de celle de Gelman and
Rubin (1992) qui comme Canty (1995) travaillent sur une variable d’intérêt ψ unidimensio-
nelle mais se basent sur des considérations de variances. La technique proposée par Brooks
and Gelman (1998) en est une extension aux variables multidimensionnelles. Son principe
est de fournir une base pour estimer à quel point la chaîne est proche de la convergence
et, en particulier, à quel point on peut espérer améliorer cette situation avec des itérations
supplémentaires. La procédure est la suivante : on simule en parallèle m chaînes indépen-
dantes de longueur 2n, chacune étant initialisée à différents points de départ dispersés en
fonction de toute information dont on pourrait disposer sur la loi stationnaire. On élimine
les n premières itérations (‘burn-in’) et on ne garde que les n dernières. En notant ψ un
vecteur d’intérêt fonction des composantes de X (on peut bien entendu prendre ψ = X),
on calcule alors B/n, la matrice de variance-covariance des moyennes des m chaînes (dite
matrice de variance-covariance inter-chaînes) :

B/n =
1

m− 1

m∑

k=1

(
ψ̄

(k)
· − ψ̄

·
·

)
t
(
ψ̄

(k)
· − ψ̄

·
·

)

où

ψ̄
(k)
· =

1

n

2n∑

i=n+1

ψ
(k)
i et ψ̄

·
· =

1

m

m∑

k=1

ψ̄
(k)
·

en notant ψ
(k)
i la i-ième itération de ψ de la chaîne k. On peut aussi calculer W, la matrice

de variance-covariance intra-chaînes :

W =
1

m(n− 1)

m∑

k=1

2n∑

i=n+1

(
ψ̄

(k)
i − ψ̄

(k)
·

)
t
(
ψ̄

(k)
i − ψ̄

(k)
·

)
.

Dans la méthode originale de Gelman and Rubin (1992), à partir de ces variances inter-
et intra-chaînes (ce ne sont pas des matrices dans leur méthode car ils travaillent avec
une variable d’intérêt ψ unidimensionnelle), les auteurs construisent un facteur R̂c appelé
potential scale reduction factor assimilable à des constantes près à un ratio de ces variances
qui indique, selon s’il est très supérieur à 1 ou au contraire très proche de 1, si l’on peut
conclure que les m chaînes sont proches de la loi stationnaire. Dans le cas multidimension-
nel, à partir de B et W on construit un facteur R̂p qui borne toutes les valeurs de R̂c que
l’on pourrait calculer sur les composantes unidimensionnelles de ψ :

R̂p =
n− 1

n
+
m+ 1

m
λ1

où λ1 est la plus grande valeur propre de W−1B/n. Brooks and Gelman (1998) nomment
le facteur R̂p multivariate potential scale reduction factor. L’avantage de ce facteur est in-
hérent au fait qu’il résume de manière fiable chacune des mesures unidimensionnelles en
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une seule valeur, avec un surcoût calculatoire peu important. Cependant les auteurs re-
commandent de combiner plusieurs approches. Par exemple, pour des problèmes en grande
dimension, l’approche multidimensionnelle devrait être couplée avec l’approche unidimen-
sionnelle pour chacune des composantes du vecteur d’intérêt.

Les deux dernières méthodes que nous décrivons dans ce paragraphe sont basées sur l’étude
d’une seule longue chaîne X et d’une variable d’intérêt unidimensionnelle ψ fonction de X.
Yu and Mykland (1998) proposent d’utiliser un graphe de sommes cumulées et suggèrent
que ce graphe peut mettre en relief certains aspects de l’échantillonnage indiquant à l’uti-
lisateur à quel point il explore rapidement ou lentement l’espace d’état dans la direction
de la variable d’intérêt. La procédure est la suivante : soit X0, . . . ,Xn la séquence obtenue
par l’algorithme d’échantillonnage et ψ = T (X) la variable d’intérêt unidimensionnelle que
l’on décide d’étudier. En notant n0 le temps de ‘burn-in’, on construit les sommes cumulées
à partir de T (Xn0+1), . . . , T (Xn). La moyenne de T (X) est estimée par

µ̂ =
1

n− n0

n∑

i=n0+1

T (Xi)

et les sommes cumulées par

Ŝt =
t∑

i=n0+1

(T (Xi)− µ̂)

pour t = n0 +1, . . . , n. Le graphe que les auteurs proposent d’étudier est obtenu en traçant
Ŝt en fonction de t pour t = n0 + 1, . . . , n en reliant les points successifs par des segments.
Yu and Mykland (1998) affirment que la vitesse à laquelle la chaîne explore l’espace des
états est indiquée par l’aspect plus ou moins lisse du graphe, plus précisément un graphe
lisse suggère une exploration lente alors qu’un graphe en dents de scie indique une explo-
ration rapide, cet argument étant justifié par les travaux de Lin (1992). Mais en pratique
juger de l’aspect lisse d’un graphe est fortement subjectif, c’est la raison pour laquelle
Yu and Mykland (1998) propose d’ajouter un graphe de sommes cumulées de référence,
basé sur un échantillon de variables gaussiennes i.i.d de moyenne et de variance égales aux
moments estimés de T (X). Selon eux, ce graphe de référence approche, au second ordre,
le graphe ‘idéal’ pour un échantillon i.i.d. de la loi stationnaire. Ainsi, une comparaison
favorable des deux graphes, en considérant l’aspect lisse et la largeur des écarts, indique
que la chaîne explore correctement l’espace d’état de la variable d’intérêt ψ = T (X). Pour
rendre l’interprétation de ce graphe plus objective, Brooks (1996) suggère de son côté de
calculer un indicateur permettant de juger objectivement du caractère lisse d’un graphe.
Il remarque qu’un graphe lisse est composé de segments de pentes égales ou comparables,
alors qu’un graphe en dents de scie est formé de segments de pentes alternativement po-
sitives et négatives, de sorte que chaque point correspond à un optimum local. Ainsi, si
l’on compte le nombre de tels points, on peut définir un indicateur associé au graphe. En
notant

dt =





1 si St−1 > St et St < St+1

ou St−1 < St et St > St+1,
0 sinon
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pour tout t = n0 + 1, . . . , n, alors l’indicateur

Dn0,n =
1

n− n0

n−1∑

t=n0+1

dt

prend des valeurs comprises entre 0 et 1, où une valeur de 0 indique un graphe complè-
tement lisse et une valeur de 1 un maximum d’optimums locaux. Brooks (1996) a montré
que l’on peut considérer Dn0,n comme une réalisation d’un loi binomiale de moyenne 1/2
et de variance 1/4(n − n0). La loi des grands nombres assure alors que pour de grandes
valeurs de n− n0 l’indicateur Dn0,n est approximativement gaussien, ce qui implique que
la non-convergence de la chaîne peut être détectée si Dn0,n n’est pas dans l’intervalle

1

2
± uα/2

√
1

4(n0 − n)
. Si l’introduction de l’indicateur D permet de rendre beaucoup plus

objectif ce diagnostic à l’origine plutôt subjectif, remarquons tout de même que cette tech-
nique ne s’applique qu’à une variable d’intérêt monodimensionnelle.

La dernière technique que nous détaillons est celle de Hjorth and Vadeby (2003) et fait
appel à la mesure de Kullback-Leibler empirique. On pourra consulter aussi Hjorth and Va-
deby (2005). Partant de la séquence d’échantillonnage X0, . . . ,Xn et de la variable d’intérêt
ψ, cette méthode est basée sur la comparaison de la loi empirique de ψ sur l’échantillon
complet avec les lois empiriques de ψ sur des sous-suites de cet échantillon. Cette com-
paraison est effectuée à travers la distance de Kullback-Leibler (Cover and Thomas 1991)
pour deux lois, définie de la manière suivante. Pour deux distributions de probabilité F0

et F1, de densités f0 et f1 par rapport à une mesure µ,

KL(F1, F0) =

∫
ln

(
f0(x)

f1(x)

)
f0(x)dµ(x)

est la distance de Kullback-Leibler (KL) entre les deux distributions F0 et F1. Hjorth and
Vadeby (2003) proposent une version adaptée de la distance KL pour mesurer la variabilité
des distributions empiriques de sous-suites d’un échantillon. Après un période de ‘burn-in’,
on dispose de n valeurs simulées ψi, i = 1, . . . , n. Cette suite est séparée en N sous-
suites de longueur t = n/N et ses valeurs en H classes Ej , j = 1, . . . , H où on choisit n
multiple de NH. Des valeurs raisonnables pour ces paramètres suggérées par les auteurs
sont n entre 103 et 106, N entre 4 et 20 et H entre 10 et 102. Soit donc F0 la distribution

empirique obtenue à partir de la totalité de la suite, c’est-à-dire F0(x) =
1

n

n∑

i=1

1(ψi ≤ x),

et Fs la distribution empirique obtenue à partir de la s-ième sous-suite (ψi)(s−1)t+1≤i≤st

pour s = 1, . . . , N . En ordonnant les valeurs ψ(1) ≤ ψ(2) ≤ . . . ≤ ψ(n) on définit ensuite
e0 = −∞, ej = ψ(jT/H) pour j = 1, . . . , H et eH = +∞, ce qui permet de construire
Ej = (ej−1, ej), j = 1, . . . , H partition de l’axe réel déterminée par les données. La distance
de Kullback-Leibler adaptée est alors basée sur cette partition :

KLs = KL

(
Fs + ǫF0

1 + ǫ
, F0

)

=

H∑

j=1

ln

(
F0(Ej)

(
Fs(Ej) + ǫF0(Ej)

1 + ǫ

)−1
)
F0(Ej)
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où F (Ej) = F (ej)−F (ej−1) et ǫ est un réel introduit pour éviter une possible singularité de
la distance KL. Il est possible de simplifier cette expression lorsque toutes les observations
sont distinctes (par exemple dans le cas continu sur lequel nous travaillons), en effet dans
ce cas F0(Ej) = 1/H. En prenant de surcroît ǫ = ǫ0 = HN/n on a alors

KLs =
N∑

j=1

ln

(
(1 + ǫ0)t/H

tFs(Ej) + ǫ0t/H

)

= ln
( n

NH
+ 1
)
− 1

H

H∑

j=1

ln(nsj + 1)

où nsj = tFs(Ej) est le nombre d’observations de la s-ième sous-suite prenant des valeurs
dans l’intervalle Ej . Enfin, les auteurs définissent

KL =
1

N

N∑

s=1

KLs

= ln
( n

NH
+ 1
)
− 1

NH

N∑

s=1

H∑

j=1

ln(nsj + 1).

Hjorth and Vadeby (2003) interprètent finalement cette distance KL à l’aide d’un déve-
loppement en série entière pour juger de la convergence de la chaîne. Remarquons que des
simulations sont nécessaires dans le cas général pour fixer une valeur critique, ce qui fait
de cette méthode une méthode essentiellement empirique.
Signalons enfin que d’autres méthodes d’analyse statistique des sorties existent, parmi
lesquelles on compte les méthodes spectrales et en particulier celle de Geweke (1992).

Méthodes théoriques

Les méthodes dites ‘théoriques’ sont nombreuses, parmi lesquelles on trouve une catégo-
rie de techniques dédiées à l’algorithme d’échantillonnage de Gibbs. En effet la structure
de cet algorithme est très particulière et permet de prendre en compte certaines de ses
propriétés théoriques pour diagnostiquer la convergence. Comme cet algorithme n’est pas
applicable à notre problème car il requiert des informations supplémentaires sur la loi à
échantillonner (c’est la raison pour laquelle nous avons choisi l’algorithme de Métropolis),
nous ne détaillerons pas les méthodes réservées à l’algorithme de Gibbs. Le lecteur intéressé
pourra consulter, entre autres, Ritter and Tanner (1992), Zellner and Min (1995), Liu, Liu
and Rubin (1993) ou encore Roberts and Polson (1994). Nous décrivons ici seulement deux
méthodes qui peuvent s’appliquer à l’algorithme de Métropolis.
La méthode de Yu (1995) s’appuie sur l’estimation de densité par estimateur à noyau.
On dispose de simulations X0, . . . ,Xn d’une chaîne dont la loi stationnaire a pour densité
π(x) = c π̃(x) où π̃ est connue et c est la constante de normalisation, rappelons que c’est
exactement la situation que nous rencontrons comme expliqué en 3.2.1. En premier lieu,
l’auteur définit un estimateur à noyau de π à l’itération t :

π̂n(x) =
1

t

t∑

i=1

Kht
(x−Xi)
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où Kh(x) =
1

hq
K

( |x|
h

)
avec K(·) noyau unidimensionnel symétrique borné d’intégrale 1,

hn un paramètre d’échelle et q dimension du vecteur X. La constante de normalisation est
alors estimée par

ĉht
=

1

t(t− 1)

t∑

i6=j

Kht
(Xi −Xj)

π̃(Xj)
.

L’auteur propose de choisir un sous-ensemble compact A du support de la loi stationnaire.
Elle estime alors la distance L1 entre π̂t et π par

D̂t(A) =

∫

A
|π̂t(x)− ĉht

π̃(x)| dx

et le ratio entre l’espérance de l’erreur L1 de l’estimateur à noyau avec la simulation de la
chaîne de Markov et l’espérance de l’erreur L1 du même estimateur à noyau basé sur un
échantillon i.i.d. par

êff t(A) =
D̂t(A)

2êt(A)

où

êt(A) = 2

√
2

π

[∫
K2(|x|)dx

]1/2 ∫

A
(ĉht

π̃(x))1/2 dx.

En choisissant les temps t = t0, 2t0, . . . où l’on veut tester la convergence de la chaîne,
on construit alors deux graphiques pour le diagnostic : le graphe de l’erreur L1 D̂t(A) en

fonction de t et le graphe de l’efficacité êff t(A) en fonction de t. Des valeurs de D̂t(A) plus
grandes que 0.3 montrent que la chaîne n’a pas produit un échantillon satisfaisant de π(x).

De plus, des valeurs de êff t(A) ne se stabilisant pas autour de 2 suggèrent un mélange lent.
Remarquons cependant que cette méthode possède plusieurs inconvénients. Tout d’abord
le choix de valeurs critiques égales à 0.3 pour D̂t(A) et à 2 pour êff t(A) sont relativement
arbitraires même si l’on peut lancer plusieurs chaînes en parallèle et tracer ces graphiques
pour chacune d’entre elles dans le but de les comparer entre eux. L’autre inconvénient
réside dans le choix du sous-ensemble A car Yu (1995) souligne que les graphiques peuvent
fournir un diagnostic faux si l’échantillon et A omettent le même mode de π. Enfin, il est
crucial de remarquer que si la dimension q du vecteur X est grande, l’évaluation numérique
des intégrales intervenant dans D̂t(A) et êt(A) s’avère problématique à cause du fléau de
la dimension. Dans l’article original de Yu (1995) cette méthode n’a pas été utilisée sur
des exemples de dimension plus grande que 2.

Brooks, Dellaportas and Roberts (1997) proposent quant à eux une approche visant à
obtenir une borne supérieure de la distance L1 entre les estimations de la densité de X

obtenues sur différentes chaînes en parallèle. Les auteurs utilisent des idées similaires à
l’échantillonnage par rejet, voir par exemple Smith and Gelfand (1992). Les auteurs sug-
gèrent de lancer m chaînes en parallèle X(1), . . . ,X(m) et de découper chacune d’entre elles
en blocs de n0 observations. Pour le l-ième bloc de la k-ième chaîne on définit alors

Kkl(x) =
1

n0

ln0∑

i=(l−1)n0+1

P (X
(k)
i ,x)
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où l’on rappelle que P (x,y) est le noyau de transition de la chaîne. Ainsi, Kkl(x) est un
estimateur de la densité de X dans le bloc l de la chaîne k. Finalement, les auteurs calculent
une moyenne des distances entre chaînes :

Bl =
1

m(m− 1)

∑

k 6=k′

r̂kk′(l)

où r̂kk′ est donné par

r̂kk′ = 1−min

(
1,
Kkl(x)

Kk′l(x)

)

pour un x échantillonné selon la densité Kkl(·), et estime la distance L1 entre Kkl(·) et
Kk′l(·), voir Brooks et al. (1997). Les auteurs proposent d’étudier les valeurs de Bl pour
différents blocs pour diagnostiquer la convergence, en effet ils suggèrent que la convergence
est indiquée par un saut caractéristique dans les valeurs de Bt qui est une manifestation du
phénomène de ‘cutoff’ de Diaconis (1996). Le phénomène de ‘cutoff’ est expliqué brièvement
à la fin du paragraphe suivant.

Constructions probabilistes

Les diagnostics de convergence qualifiés de ‘probabilistes’ reposent sur des propriétés pro-
babilistes inhérentes aux chaînes de Markov. Les premiers d’entre eux se basent sur les
temps de couplage et les temps de régénération d’une chaîne de Markov.
On pourra citer la méthode de Johnson (1996) basée sur l’inégalité de couplage, inéga-
lité qui est aussi utilisée de manière plus sophistiquée dans la construction de Propp and
Wilson (1996) où ils présentent une méthode généralement appelée ‘perfect sampling’. La
méthode de Johnson (1996) fournit un graphique dont l’interprétation est aisée, cependant
elle demande en général des temps de calcul très importants pour calculer les densités
conditionnelles. L’idée de Propp and Wilson (1996) est théoriquement très attrayante car
elle fournit un échantillonnage exact de la densité de X, mais en pratique elle n’est pour
l’instant applicable qu’à une classe de problèmes très restreinte dont notre problème en ci-
nétique chimique ne fait pas partie. Ce sont les raisons pour lesquelles nous ne détaillerons
pas ces méthodes ici.
En ce qui concerne l’utilisation des temps de régénération d’une chaîne de Markov, on peut
citer deux méthodes relativement efficaces : celle de Mykland, Tierney and Yu (1995) et
celle de Robert (1996). Elles sont cependant toutes les deux fortement limitées en pratique :
en effet dans le cas d’un espace d’état Ω discret les temps de régénération d’une chaîne
sont facilement calculables et les deux diagnostics peuvent être mis en oeuvre, ce qui n’est
pas le cas d’un espace d’état non fini car alors le calcul de ces temps n’est possible que
dans des cas très spécifiques. Etant donné que nous travaillons ici sur une chaîne à espace
d’états Ω non-dénombrable, nous ne pourrons pas utiliser ces méthodes.

Le second type de diagnostic probabiliste s’appuie sur l’étude du comportement de la
distance L

2 ‖πn − π‖ où πn est la loi de la chaîne après n itérations.
La première idée pour étudier ce comportement repose sur la possibilité de développer πn

en fonction des valeurs propres de la matrice de transition P sous certaines hypothèses
et en supposant que l’espace d’état est fini. On peut ensuite estimer ces valeurs propres
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avec différentes approches, comme celle de Garren and Smith (1995) ou celle de Raftery
and Lewis (1992), pour connaître le comportement de πn autour de π au premier ordre.
Ces deux méthodes présentent deux inconvénients majeurs : d’une part elles sont limitées
aux chaînes à espace d’état fini et d’autre part les conditions nécessaires pour obtenir un
développement de πn sont très difficiles à obtenir en pratique.
Une autre idée a été proposée par Ycart (1999) et est basée sur le phénomène de ‘cutoff’
précédemment évoqué. Un des exemple les plus connus de ce phénomène est celui de la
marche aléatoire sur un hypercube de dimension p. En notant πn la loi après n itérations
d’une chaîne démarrant d’un point initial de coordonnées toutes égales et π sa distribution
stationnaire, la distance ‖πn−π‖ reste proche de 1 pendant un certain temps, puis diminue
brutalement vers une valeur inférieure et converge exponentiellement vers 0 après. Le temps

auquel cette chute se produit est dans cet exemple égal à
1

4
p log p et est appelé temps de

‘cutoff’ (Diaconis 1996). Ycart (1999) montre qu’un tel phénomène se produit aussi pour les
échantillons d’une chaîne de Markov en considérant plusieurs chaînes lancées en parallèle. Il
démontre ensuite que la chaîne transverse atteint sa loi stationnaire à un temps de ‘cutoff’

égal à
log p

2 log(1/α)
où α est la valeur propre de P la plus proche en valeur absolue de 1. Ce

temps lui permet alors de proposer un algorithme muni d’un test d’arrêt pour produire un
échantillon de la loi stationnaire de la chaîne initiale X. Bien qu’extrêmement attrayante,
cette méthode est malheureusement limitée aux chaînes à espace d’état fini et n’a pas, à
notre connaissance, encore été étendue dans un cadre général.

Résumé

Parmi toutes les méthodes que nous venons de présenter, aucune n’est de manière flagrante
et générale plus efficace que les autres. Habituellement, il est conseillé, pour traiter un pro-
blème pratique, de combiner plusieurs de ces méthodes pour disposer de divers diagnostics
basés sur des considérations intrinsèquement différentes et obtenir ainsi une vision large et
relativement objective d’une possible convergence. On pourra consulter Cowles and Carlin
(1996) et Brooks and Roberts (1998) pour quelques recommandations.
En ce qui concerne notre problème, seul un petit nombre de ces méthodes peuvent s’appli-
quer, principalement les méthodes d’analyse statistique des sorties. En effet l’espace d’état
de notre chaîne est non-dénombrable et les contraintes en terme de temps de calcul sont
fortes. Les techniques qui satisfont ces deux critères sont les suivantes :

– le test de Canty (1995) sur un diagramme quantile-quantile des distributions inter- et
intra-chaînes. On effectuera le test sur chacune des marginales de X ;

– le diagnostic multidimensionnel de Brooks and Gelman (1998) sur le ratio de variances
inter- et intra-chaînes ;

– le graphique CUSUM de Yu and Mykland (1998) pour étudier l’aspect lisse du graphe
des sommes cumulées en tenant compte de l’indice défini par Brooks (1996). Un gra-
phique sera construit pour chacune des marginales de X ;
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– la distance de Kullback-Leibler de Hjorth and Vadeby (2003) sur chacune des marginales
de X.

Dans la section suivante, nous présentons l’application de l’algorithme de Métropolis au
modèle cinétique de l’isomérisation du n-butane, la convergence étant étudiée à l’aide des
quatre méthodes que nous venons de mentionner.

3.2.4 Application à l’isomérisation du n-butane

Rappelons que le modèle d’isomérisation du n-butane s’écrit

Yi = f(ci,θ0) + ǫi.

Rappelons aussi les significations physiques des différentes variables :

– Y = (Y 1, Y 2, Y 3), Y 1 fraction molaire de nC4, Y 2 fraction molaire de iC4 et Y 3 fraction
molaire de C3 et C5 (regroupés) ;

– c = (T, ppH,H2/HC, nC40) est le vecteur des conditions opératoires ;

– θ0 = (P1, . . . , P8) est le vecteur des 8 paramètres inconnus.

On dispose de n = 63 mesures expérimentales (Yi, ci)i=1,...,n. On applique alors l’algo-
rithme de Métropolis en suivant la procédure décrite en 3.2.1.

Nous lançons tout d’abord 105 itérations burn-in. Nous effectuons alors 106 itérations
supplémentaires avant de stopper l’algorithme. C’est à ce point là que nous testons la
convergence de la chaîne.
Regardons tout d’abord le graphe des sommes cumulées de Yu and Mykland (1998) sur
les 105 dernières itérations. C’est une méthode pour chaîne monodimensionnelle, il faut
donc tracer un graphe pour chacun des 8 paramètres. Nous représentons dans la figure 3.1
ce graphe pour le paramètre 1, les autres étant en tout point similaires. Si l’on compare
le résultat à la gaussienne de référence comme suggéré par Yu and Mykland (1998) (voir
section précédente), la chaîne semble explorer correctement et rapidement l’espace d’état.
Cette méthode semble donc indiquer que l’algorithme a convergé.
Si l’on applique maintenant la technique de Brooks (1996) en calculant l’indice permettant
de juger l’aspect lisse d’un graphe pour chaque paramètre, on trouve un intervalle à 0.95%
égal à [0.49969; 0.5003]. Les valeurs de Dn0,n sont données dans le tableau 3.1.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

0.50245 0.48545 0.48315 0.48195 0.49575 0.50275 0.49385 0.49155

Tab. 3.1 – Valeurs de l’indicateur Dn0,n pour les huit paramètres du modèle d’isomérisation
du n-butane.

Etant donné qu’aucun paramètre n’a un indice compris dans l’intervalle à 0.95%, ce diag-
nostic nous indique que l’algorithme n’a pas encore convergé.
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Fig. 3.1 – Graphe des sommes cumulées pour le pramètre P1 du modèle d’isomérisation
du n-butane. En trait plein les sommes cumulées sur les réalisations de la chaîne et en trait
pointillé les sommes cumulées de la gaussienne de référence.
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Si l’on applique la méthode de Hjorth and Vadeby (2003), celle-ci donne les valeurs de KL
résumées dans le tableau 3.2 ci-dessous.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

0.0027 0.0031 0.0031 0.0031 0.0028 0.0022 0.0027 0.0021

Tab. 3.2 – Valeurs de l’indicateur KL pour les huit paramètres du modèle d’isomérisation
du n-butane.

Toutes ces valeurs sont inférieures au seuil empirique proposé par Hjorth and Vadeby
(2003) : cette méthode suggère que chacune des marginales a convergé.
Pour appliquer les méthodes de Canty (1995) et Brooks and Gelman (1998) nous avons
lancé m = 10 chaînes simultanément. Les deux méthodes indiquent que la chaîne n’a pas
encore convergé.

L’analyse des conclusions fournies par ces différents diagnostics montre qu’il n’est pas pos-
sible d’affirmer de manière certaine que l’algorithme a convergé après ces 106 itérations.
Pour pouvoir comparer malgré tout les distributions obtenues par l’algorithme de Métro-
polis avec celles qui seront obtenues par la suite avec d’autres méthodes (voir par exemple
la figure 3.3), nous montrons ces distributions pour chacun des 8 paramètres. Elles sont
comparées à une loi normale sous la forme de droites de Henry dans la figure 3.2. En théorie
il faudrait lancer des itérations supplémentaires en attendant d’atteindre une conclusion
plus nette de ces diagnostics. Cependant, obtenir 106 itérations est déjà très coûteux en
temps CPU (de l’ordre de plusieurs semaines), il est donc illusoire d’essayer de lancer des
calculs supplémentaires sur ce modèle. C’est la raison pour laquelle nous avons envisagé
d’autres méthodes pour obtenir la loi jointe des paramètres que nous détaillons dans la
suite de ce chapitre.
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Fig. 3.2 – Droites de Henry des distributions des paramètres P1 à P8 du modèle d’isomé-
risation du n-butane approchées par algorithme de Metropolis.
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3.3 Le bootstrap

3.3.1 Principe

La technique du bootstrap a été introduite par Efron en 1979 (Efron 1979) comme une
méthode alternative pour l’estimation du biais et de la variance d’un estimateur ainsi que
pour la construction de régions de confiance pour diverses statistiques bâties à partir de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Si certains des résultats ont
été étendus aux cas non i.i.d. (modèles ARMA (Härdle, Horowitz and Kreiss 2003), block
bootstrap (Lahiri 2003), sieve bootstrap (Bühlmann 1997), ou encore le bootstrap autoré-
gressif non-paramétrique (Franke, Kreiss and Mammen 2002)), nous nous intéresserons
uniquement ici au cas simple de variables indépendantes et identiquement distribuées.
Cette méthode consiste à approcher la distribution d’une fonction statistique bâtie sur des
observations.

Supposons par exemple que l’on dispose d’un échantillon i.i.d. (X1, . . . , Xn) de distribution
F et on considère θ̂n un estimateur d’un paramètre θ0 de la distribution F . On s’intéresse
à la distribution de la variable aléatoire θ̂n − θ0 sous F . Cette loi est une fonction de la
loi des observations F . L’idée du bootstrap est de construire un estimateur de θ̂n − θ0 en
remplaçant simplement F par un estimateur F̂ . Comme on a calculé θ̂n à partir d’observa-
tions générées selon F , on calcule alors θ̂∗n de la même manière mais à partir d’observations
générées selon F̂ . On s’attend à ce que la distribution de θ̂∗n− θ̂n sous F̂ approche la distri-
bution de θ̂n− θ0 sous F , à condition que F̂ approche F . On s’intéressera à la consistance
de l’estimateur bootstrap un peu plus loin dans cette section.

Intéressons-nous pour le moment au choix de l’estimateur F̂ de la distribution F . Les deux
choix les plus classiques sont :

– La distribution empirique des observations (X1, . . . , Xn)

F̂ (x) = F̂n(x) =
1

n

n∑

i=1

1(Xi ≤ x)

soit F̂ =
1

n

n∑

i=1

δXi
. C’est le bootstrap empirique ;

– Un estimateur paramétrique de la distribution F . Si l’on suppose que la distribution F
appartient à une famille paramétrique Fγ0

(où γ0 est le paramètre de la loi), on peut
estimer γ0 par un estimateur γ̂n consistant et on prend alors

F̂ = Fγ̂n
,

c’est le bootstrap paramétrique.

D’autre choix sont possibles, nous renvoyons le lecteur à Horowitz (1997) pour quelques
exemples. Si le bootstrap paramétrique fournit une meilleure approximation que le boots-
trap empirique lorsque l’on est assuré que F appartient à une famille paramétrique (car Fγ̂n
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est plus proche de F que F̂n), ce n’est plus le cas si l’on n’a aucune connaissance a priori
sur F (auquel cas l’hypothèse d’appartenance à une famille paramétrique peut donner de
mauvais résultats si on choisit cette famille très éloignée de F ).

Intéressons nous maintenant à la consistance de l’estimateur bootstrap que nous commen-
çons par définir. De manière simplifiée, l’estimateur bootstrap est consistant s’il converge
vers la distribution limite de θ̂n − θ0 au sens suivant :

Définition 3.3 (Consistance de l’estimateur bootstrap). Soit (X1, . . . , Xn) un échantillon
i.i.d. de taille n issu d’une distribution F , θ̂n un estimateur d’un paramètre θ0 fonction de
F et soit F̂ un estimateur de la distribution F . En notant θ̂∗n l’estimateur de θ0 selon F̂ ,
on dit que l’estimateur bootstrap θ̂∗n − θ̂n est consistant si et seulement si pour tout ǫ > 0

lim
n→+∞

Pn

(
sup
x∈R

|Pn(θ̂∗n − θ̂n ≤ x)− P∞(θ̂n − θ0 ≤ x)| > ǫ

)
= 0

où Pn est la probabilité sous F̂ et P∞(θ̂n − θ0 ≤ x) est la distribution limite de θ̂n − θ0.

Un théorème dû à Mammen (1992) donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
que l’estimateur bootstrap soit consistant dans le cas où la distribution à estimer est une
fonctionnelle linéaire de F . Nous ne donnons pas ici ce théorème, mais seulement sa consé-
quence la plus utile : l’estimateur bootstrap de la moyenne est consistant si E(X2) < +∞.
Par Delta méthode (voir par exemple Van Der Vaart (1998)) et sous certaines hypothèses
de régularité, on montre que les estimateurs bootstrap de la variance et des quantiles sont
consistants. Remarquons que l’on peut également montrer que l’estimateur bootstrap de la
moyenne quand F est une distribution de Cauchy ou l’estimateur du maximum d’un échan-
tillon ne satisfont pas les hypothèses. Il est néanmoins possible de généraliser le bootstrap
pour traiter ce genre de cas, notamment le wild bootstrap (Stute, Gonzalez Manteiga and
Presedo Quindimil 1998) ou le bootstrap généralisé (Mason and Newton 1992).
Enfin, on peut aussi utiliser les mêmes arguments pour montrer que l’estimateur bootstrap
des moindres carrés ordinaires et du maximum de vraisemblance sont aussi consistants.
Ces estimateurs sont ceux qui nous intéressent ici.

A titre d’illustration, approchons F par la distribution empirique F̂n, c’est-à-dire que l’on
effectue un tirage avec remise dans l’échantillon initial (X1, . . . , Xn) (on choisit au hasard
un élément dans l’échantillon, puis un autre et ainsi de suite, sachant que l’on a le droit de
tirer plusieurs fois le même élément). On obtient un échantillon de l’estimateur bootstrap
par Monte-Carlo de la manière suivante :

– On génère un échantillon X∗ = (X∗
1 , . . . , X

∗
n) en échantillonnant selon F̂ . Ici cela revient

à choisir avec remise dans l’échantillon (X1, . . . , Xn) ;

– On calcule θ̂∗n à partir de X∗.
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On répète cette opérations B fois pour avoir un échantillon (θ̂∗n(1), . . . , θ̂∗n(B)) de l’estima-
teur bootstrap (voir tableau 3.3). Notons que n doit être suffisamment grand pour que F̂n

soit proche de F . De plus, on choisit en général B = n.

Loi de l’estimateur bootstrap

θ̂∗(1) θ̂∗n(2) ... θ̂∗n(B)

x
x

x
x

X∗(1) X∗(2) ... X∗(B)

x
x

x
x

Echantillonnage bootstrap

x x x x

(X1, X2, ..., Xn)

Tab. 3.3 – Principe du bootstrap.

3.3.2 Un exemple : bootstrap des résidus pour le modèle linéaire

Nous proposons dans cette section de décrire en détail la procédure bootstrap pour le
modèle linéaire par souci de pédagogie. La démarche présentée sur ce modèle élémentaire
sera par la suite étendue aux estimateurs du maximum de vraisemblance. Le modèle linéaire
est noté :

Y = Xβ + u

où Y est un vecteur n×1, X une matrice n×p, β le vecteur des coefficients à estimer p×1
et u le vecteur des erreurs aléatoires n× 1. On note Xi un rang d’observations i (i = 1...n)
de la matrice X, correspondant à une ligne. Les paramètres estimés par la méthode des
moindres carrés ordinaires (MC0) β̂ et les résidus û sont donnés par :

β̂ = (tXX)−1 tXY

et

û = Y −Xβ̂

Le modèle théorique bootstrap est le suivant :
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Y ∗ = Xβ̂ + u∗

où β̂ est l’estimateur MCO et u∗ est un terme aléatoire issu des résidus û de la régression
initiale, dont nous décrivons la construction ci-dessous.
L’application de la procédure bootstrap consiste à répéter B fois les étapes suivantes :

- à chaque itération b (b = 1...B), on ré-échantillonne les résidus û = (ûi)i=1...n pour obte-
nir un échantillon bootstrap des résidus û∗ = (u∗i )i=1...n ;

- on constitue alors un échantillon Y ∗ = (Y ∗
i )i=1...n :

Y ∗
i (b) = Ŷi + u∗i (b)

- la procédure d’estimation par MCO est appliquée sur le modèle linéaire afin d’obtenir
l’estimateur bootstrap. Pour le b-ième échantillon, ce dernier s’écrit :

β̂∗(b) = (tXX)−1 tXY ∗(b)

Ces étapes sont répétées B fois (b = 1...B).

3.3.3 Application aux estimateurs du maximum de vraisemblance

Plaçons-nous dans le cadre d’un modèle régression non-linéaire comme présenté en (3.1)

Yi = f(ci,θ0) + ǫi

où l’on estime le vecteur des paramètres inconnus θ0 par l’estimateur du maximum de
vraisemblance

θ̂n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(Yi − f(ci,θ))Σ
−1t(Yi − f(ci,θ)).

Le résultat de cette minimisation à partir de n données expérimentales nous donne une
valeur notée θ̂obs. De manière formelle, on peut écrire que

θ̂n = ψ (Y1, . . . ,Yn)

où les Yi sont des vecteurs aléatoires indépendants distribués comme f(ci,θ0) + ǫi. Si l’on
connaissait la vraie valeur du paramètre θ0 et la vraie loi des erreurs ǫi, on pourrait générer
de nouvelles réalisations des Yi à partir desquelles on pourrait calculer de nouvelles réali-
sations du vecteur θ̂n, nous donnant ainsi accès à un échantillon de sa loi. Cependant θ0 et
la loi des ǫi sont inconnus. L’idée du bootstrap est de les remplacer par des approximations
obtenues à l’aide des données (ci,Yi)i=1,...,n. Tout d’abord, θ0 est remplacé naturellement

par θ̂obs. Deux choix s’offrent ensuite à nous pour estimer la loi des erreurs ǫi. La première
possibilité, qui conduit au bootstrap empirique, est d’approcher la loi des erreurs par la
distribution empirique des résidus

ǫ̂i = Yi − f(ci, θ̂obs) i = 1, . . . , n.
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La seconde possibilité, qui est celle que nous avons utilisée, est d’approcher la loi des erreurs
par une loi gaussienne dont les paramètres sont estimés à partir des résidus ǫ̂i : c’est le
bootstrap paramétrique. Notons de manière générique νi les variables distribuées selon
l’une ou l’autre de ces deux lois. Les nouvelles données bootstrap sont alors générées selon
le modèle

Y∗
i = f(ci, θ̂obs) + νi

et l’estimateur bootstrap de θ̂n est de manière formelle

θ̂
∗

n = ψ (Y∗
1, . . . ,Y

∗
n)

soit encore

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(Y∗
i − f(ci,θ))Σ

−1t(Y∗
i − f(ci,θ))

= arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
. (3.2)

En pratique, on génère donc plusieurs réalisations des νi à partir desquelles on calcule les
réalisations correspondantes de θ̂

∗

n. En collectant ces réalisations, on obtient un échantillon

de la loi de θ̂
∗

n qui approche celle de θ̂n puisque le bootstrap est consistant pour le maximum
de vraisemblance.

3.3.4 Application à l’isomérisation du n-butane

Le premier modèle d’erreur (noté (0)) que nous avons supposé pour les produits de l’iso-
mérisation du n-butane est de la forme

Y
(0)
i = f (0)(ci,θ0) + ǫi.

Pour justifier une procédure bootstrap sur l’estimateur du maximum de vraisemblance
de ce modèle, il est nécessaire de faire une étude des résidus de ce modèle pour vérifier
par exemple si les résidus ǫ sont gaussiens. A partir des n = 63 données expérimentales

(ci,Y
(0)
i ) dont nous disposons on fait une estimation comme dans la section 3.1 que l’on

note θ̂obs. On calcule ensuite les résidus

ǫ̂
(0)
i = Y

(0)
i − f (0)(ci, θ̂obs) i = 1, . . . , n

et une étude classique analyse chaque sortie séparément en s’intéressant d’une part à la
normalité des résidus et d’autre part à leur répartition pour vérifier l’homoscédasticité.
Cette étude fait apparaître de manière flagrante que les résidus sont hétéroscédastiques.
Si cette constatation invalide notre modèle initial, elle a une conséquence encore plus
problématique dans le cas où l’on voudrait utiliser le bootstrap empirique sur ce modèle :
d’une part les erreurs ne sont pas i.i.d. et d’autre part la probabilité d’attribuer des résidus
de valeur élevée sur des données de valeur faible est grande. Par conséquent on a de grandes
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chances de générer de nouvelles données expérimentales négatives, ce qui est incorrect d’un

point de vue physique car, rappelons-le, les sorties Y
(0)
i sont des concentrations d’espèces

chimiques et sont donc positives.
Nous avons alors proposé le modèle suivant

log(Y
(0)
i ) = log(f (0)(ci,θ0)) + ǫi

où l’on note log(u) le vecteur composé du logarithme des composante du vecteur u, ce qui
conduit au modèle de régression non-linéaire

Yi = f(ci,θ0) + ǫi

où Yi = log(Y
(0)
i ) et f = log(f (0)). Une analyse des résidus montre cette fois que les

résidus sont approximativement gaussien et homoscédastique, ce qui nous permet d’utiliser
le modèle théorique bootstrap associé suivant :

Y∗
i = f(ci, θ̂obs) + ǫ∗i

et de lancer le bootstrap avec la formule (3.2). Les résultats de la procédure bootstrap sur
les distributions des estimateurs des paramètres pour B = 10000 sont présentés dans la
figure 3.3, où elles sont comparées à des lois gaussiennes par l’intermédiaire de droites de
Henry.

Cette technique donne accès à un échantillon de taille 10000 de la distribution des estima-
teurs des paramètres du modèle d’isomérisation du n-butane. Une fois l’échantillon obtenu,
par Monte-Carlo, on mène une analyse d’incertitudes sur ce modèle. Un exemple est fourni
pour la sortie nC4 sous la forme d’un histogramme dans la figure 3.4 pour une condition
opératoire particulière.

3.3.5 Limitations de l’approche par bootstrap

Nous venons de voir que la technique du bootstrap permettait d’avoir un échantillon d’une
loi qui approche celle de l’estimateur des paramètres cinétiques. Néanmoins, il est impor-
tant de souligner que cette procédure peut être très coûteuse en temps de calcul. En effet
chaque réalisation de l’estimateur bootstrap θ̂

∗

n est obtenue par maximum de vraisemblance
sur un espace de p paramètres, par exemple pour l’isomérisation du n-butane p = 8. Si
l’on veut un échantillon de taille B = 10000, cela correspond donc à 10000 optimisations.
Pour donner une idée du temps de calcul engendré par une telle procédure, notons qu’un
échantillon de taille 10000 pour l’isomérisation du n-butane requiert plusieurs jours de
temps CPU (à cause du coût de l’optimisation numérique pour calculer le maximum de
vraisemblance). S’il est possible d’utiliser des processeurs en parallèle puisqu’une procédure
bootstrap est facilement parallélisable, le problème ne peut être réglé entièrement dès que
l’on commence à s’intéresser à des modèles cinétiques plus complexes tels que l’isomérisa-
tion du n-pentane qui fait intervenir p = 20 paramètres cinétiques inconnus.
C’est cette limitation qui a motivé notre recherche d’autres solutions pour essayer de dimi-
nuer le coût numérique du bootstrap. L’idée principale que nous proposons est issue d’une
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Fig. 3.3 – Droites de Henry des distributions des paramètres P1 à P8 du modèle d’isomé-
risation du n-butane approchées par bootstrap sur les résidus.
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Fig. 3.4 – Incertitudes sur la sortie nC4 du modèle d’isomérisation du n-butane pour une
condition opératoire particulière à partir d’un échantillon bootstrap de taille B = 10000
de la distribution des estimateurs des paramètres.
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remarque naturelle sur la façon d’obtenir une réalisation de l’estimateur bootstrap θ̂
∗

n. En
effet la formule (3.2) montre qu’il s’écrit sous la forme

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
.

De manière formelle, puisque θ̂obs et les ci sont fixés, on peut l’écrire sous la forme :

θ̂
∗

n = φ(ν1, . . . ,νn) (3.3)

où pour tout 1 ≤ i ≤ n, νi est un vecteur aléatoire de dimension q (nombre de sorties)
distribué selon une loi connue, la loi empirique des résidus pour le bootstrap empirique
et la loi gaussienne de moyenne et matrice de variance-covariance estimées à partir des
résidus pour le bootstrap paramétrique. La fonction φ n’est pas connue analytiquement et
son évaluation en un point est coûteuse numériquement (comme nous l’avons souligné une
évaluation de φ correspond à une optimisation dans un espace à p dimensions). Comme
dans le cas des approximations par un “métamodèle”, la formulation abstraite (3.3) permet
d’envisager une approche nouvelle pour le bootstrap : puisqu’évaluer φ un grand nombre de
fois B n’est pas envisageable, on ne l’évalue qu’en un nombre restreint de points m << B,

ce qui nous fournit des données de la forme (νj
1, . . . ,ν

j
n, θ̂

∗j

n )j=1,...,m. A partir de ces m

données, on approche la fonction φ par une fonction φ̂ dont l’évaluation sera beaucoup plus
rapide. Grâce à cette approximation on construit alors un échantillon de taille B grande.
En effet, si on génère B nouvelles réalisations des vecteurs νi notées (νb

1, . . . ,ν
b
n)b=1,...,B

indépendantes de (νj
1, . . . ,ν

j
n)j=1,...,m, on obtient alors B réalisations

θ̃
∗b
n = φ̂(νb

1, . . . ,ν
b
n)

pour b = 1, . . . , B. Si φ̂ est proche de φ, la loi de θ̃
∗
n est proche de celle de θ̂

∗

n et donc de
celle de θ̂n.
Il nous reste donc à préciser la méthode à utiliser pour approcher φ avec suffisamment de
précision. Nous avons étudié deux techniques qui rentrent dans le cadre de la modélisation
par surfaces de réponse. La première repose sur le développement de variables aléatoires en
polynômes des chaos et est exposée dans la section 3.4. La deuxième utilise les machines à
vecteurs de support que nous présentons dans la section 3.5.
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3.4 Polynômes de chaos

Dans cette section, nous présentons une approche qui s’est développée au cours de ces dix
dernières années en analyse d’incertitudes : les polynômes de chaos. Cette approche est ba-
sée sur des résultats théoriques plus anciens, principalement les travaux de Wiener (1938)
sur le lien entre processus aléatoires et développements fonctionnels sous forme de poly-
nômes d’Hermite et les travaux de Cameron and Martin (1947) qui construisent une base
orthogonale pour des fontionnelles non linéaires sous forme de fonctionnelles de Fourier-
Hermite. En particulier et de manière simplifiée, ces travaux montrent que sous certaines
hypothèses toute variable aléatoire de carré intégrable peut s’écrire sous la forme d’un
développement en polynômes orthogonaux pour une mesure particulière. En tronquant ce
développement à un certain ordre, on obtient alors une approximation de la variable aléa-
toire considérée.
L’intérêt des polynômes de chaos en analyse d’incertitudes, où rappelons-le on cherche à
caractériser la loi d’une variable aléatoire, réside donc clairement dans la possibilité d’avoir
accès à ce type d’approximation. Cette technique a été utilisée dans de nombreux domaines
suite aux travaux de Ghanem and Spanos (1991) sur les éléments finis stochastiques ; pour
plusieurs exemples et références on pourra consulter Debusschere, Najm, Knio, Ghanem
and Le Maître (2004). D’autre part, trois thèses (Tatang (1995), Isukapalli (1999) et Bou-
tahar (2004)) ont abordé le problème du traitement des incertitudes dans les systèmes
chimiques, et en particulier l’utilisation de polynômes de chaos.
Dans un premier temps nous détaillons donc le principe et les résultats théoriques concer-
nant la représentation des variables aléatoires en polynômes de chaos. La deuxième partie
traite d’un des aspects essentiels dans l’écriture d’un tel développement en polynômes, à
savoir l’estimation des coefficients du développement. Enfin nous précisons le lien entre
une telle approche et notre objectif de détermination de la loi des paramètres d’un modèle
cinétique estimés par moindres carrés, lien que nous ferons à travers l’exemple plus général
de détermination de la loi d’un estimateur du maximum de vraisemblance dans un cadre
non asymptotique.

3.4.1 Chaos homogène et chaos polynomial

Par souci de clarté, nous utiliserons la présentation proposée par Ghanem and Spanos
(1991) pour les définitions et les premières propriétés des polynômes de chaos. Nous nous
plaçons sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Notons Θ l’espace des fonctions mesurables
de Ω dans R, L

2(Ω) ⊂ Θ le sous-ensemble des fonctions mesurables de carré intégrable et
〈·, ·〉g le produit scalaire par rapport à la mesure gaussienne.

Définition 3.4 (Chaos homogène, Chaos polynomial). Soit {ξi}i=1,...,∞ un ensemble de va-
riables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes sur l’espace (Ω,A,P). Soient
Sp l’espace des polynômes en {ξi}i=1,...,∞ de degré au plus égal à p, Γp l’ensemble des poly-
nômes de Sp orthogonaux à Sp−1 pour le produit scalaire 〈·, ·〉g et soit S(Γp) l’espace fermé
engendré par Γp. Le sous-espace S(Γp) de L

2(Ω) est alors appelé p-ième chaos homogène
et Γp est appelé chaos polynomial d’ordre p :
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L
2(Ω) =

∞⊕

i=0

S(Γi).

D’après cette définition, le chaos polynomial d’ordre p est constitué simplement de tous
les polynômes orthogonaux d’ordre p faisant intervenir n’importe quelle combinaison des
variables aléatoires {ξi}i=1,...,∞.

Toute variable aléatoire de carré intégrable X ∈ L
2(Ω) admet une représentation en poly-

nômes de chaos sous la forme la plus générale

X =
∑

p≥0

∑

n1+...+nr=p

∑

ρ1,...,ρr

an1...nr
ρ1...ρr

Γn1...nr
p (ξρ1

, . . . , ξρr) (3.4)

où Γn1...nr
p (ξρ1

, . . . , ξρr) ∈ Γp est le polynôme d’ordre p de r variables aléatoires distinctes
de l’ensemble {ξi}i=1,...,∞, où la k-ième variable aléatoire ξρk

a pour multiplicité nk, et tel
que le nombre de variables aléatoires considérées est égal à l’ordre p du polynôme. Pour
raisons de symétrie (Ghanem and Spanos 1991) cette expression peut se simplifier :

X = a0Γ0 +
∞∑

i1=1

ai1Γ1(ξi1)

+

∞∑

i1=1

i1∑

i2

ai1i2Γ2(ξi1 , ξi2)

+
∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

i2∑

i3=1

ai1i2i3Γ3(ξi1 , ξi2 , ξi3)

+
∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

i2∑

i3=1

i3∑

i4=1

ai1i2i3i4Γ4(ξi1 , ξi2 , ξi3 , ξi4) + . . . . (3.5)

où par abus de notation Γp(ξi1 , . . . , ξip) ∈ Γp est le polynôme d’ordre p de p variables (pas
forcément distinctes). En effet une telle représentation est possible car un développement
en chaos polynomiaux est convergent au sens de la moyenne quadratique dans L

2(Ω) :

Théorème 3.5. Soit X ∈ L
2(Ω) une variable aléatoire réelle de carré intégrable. Soit

{ξi}i=1,...,∞ un ensemble infini de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indé-
pendantes et soit Γp le chaos polynomial défini en 3.4. Alors la représentation de X en
fonction des chaos polynomiaux est convergente en moyenne quadratique :

lim
p→∞

E


a0Γ0 + . . .+

∞∑

i1=1

. . .

ip−1∑

ip=1

ai1...ipΓp(ξi1 , . . . , ξip)−X




2

= 0

Preuve. Voir Cameron and Martin (1947)

Remarque 3.6. On pourra trouver parfois une écriture compacte de (3.5) sous la forme

X =

∞∑

j=0

αjΨj(ξ)
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où l’on construit une correspondance entre les fonctionnelles Ψ(·) et Γ(·) et entre les coef-
ficients αj et ai1...ir apparaissant dans l’équation (3.5).

3.4.2 Les chaos polynomiaux en pratique

D’après la définition ci-dessus, chaque chaos polynomial est une fonction de l’ensemble infini
{ξi} et est donc un polynôme de dimension infinie. Or les polynômes de dimension infinie ne
sont pas utilisables en pratique, ce qui nous amène à considérer des chaos polynomiaux de
dimension finie. Ces derniers sont obtenus de manière simple : le chaos polynomial d’ordre p
de dimension N est le sous-espace engendré par les éléments du chaos polynomial d’ordre p
qui ne sont fonction que de N variables aléatoires ξi. Lorque N tend vers l’infini on retrouve
les chaos polynomiaux initialement définis. Par exemple, si l’on considère seulement deux
variables aléatoires ξ1 et ξ2, l’équation (3.5) s’écrit :

X̃ = a0 + a1Γ1(ξ1) + a2Γ1(ξ2)

+a11Γ2(ξ1, ξ1) + a12Γ2(ξ2, ξ1) + a22Γ2(ξ2, ξ2)

+a111Γ3(ξ1, ξ1, ξ1) + a211Γ3(ξ2, ξ1, ξ1) + a221Γ3(ξ2, ξ2, ξ1)

+a222Γ3(ξ2, ξ2, ξ2) + . . .

On tronque également le développement à un ordre p pour ne pas avoir un développement
contenant une infinité de termes. Par exemple, le développement en polynômes de chaos
ci-dessus tronqué à l’ordre p = 2 donne :

X̃ = a0 + a1Γ1(ξ1) + a2Γ1(ξ2)

+a11Γ2(ξ1, ξ1) + a12Γ2(ξ2, ξ1) + a22Γ2(ξ2, ξ2)

Habituellement le nombre total de termes dans la série après troncature à N dimensions
et à l’ordre p est noté P + 1 et l’on a

P + 1 =
(N + p)!

N !p!
(3.6)

Un développement en polynômes de chaos fait donc appel à une double approximation :
une approximation de troncature qui ne considère les chaos polynomiaux que jusqu’à un cer-
tain ordre, et une approximation de dimension qui réduit le nombre de variables aléatoires
orthogonales dont dépend chaque polynôme. Bien entendu, la convergence en moyenne
quadratique est toujours valable, à condition de faire tendre à la fois l’ordre de troncature
du développement et la dimension N vers l’infini.

Ghanem and Spanos (1991) proposent une méthode pour générer les polynômes ortho-
gonaux dans un développement en polynôme de chaos, et montrent que les polynôme de
chaos pour des variables gaussiennes sont les polynômes d’Hermite multidimensionnels :

Γp(ξi1 , . . . , ξip) = (−1)pe
1

2
ξT ξ ∂p

∂ξi1 . . . ∂ξip
e−

1

2
ξT ξ
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Par exemple, un développement polynomial tronqué à l’ordre p = 3 dépendant de N = 2
variables s’écrira

X̃ = a0 + a1ξ1 + a2ξ2 + a11(ξ
2
1 − 1) + a21ξ1ξ2 + a22(ξ

2
2 − 1)

+a111(ξ
3
1 − ξ1) + a211ξ2(ξ

2
1 − 1) + a221(ξ

2
2 − 1)ξ1 + a222(ξ

3
2 − ξ2)

3.4.3 Généralisation des polynômes de chaos : choix de la base optimale

D’un point de vue numérique, l’utilisation d’un développement en polynômes de chaos
n’est intéressante que si un développement faisant intervenir peu de variables aléatoires
et tronqué à un ordre petit est suffisant pour bien approcher la variable aléatoire X. En
effet la formule (3.6) montre clairement que le nombre de termes dans un développement
augmente très rapidement avec l’ordre de troncature p et la dimension N .
Si en pratique le nombre de variables aléatoires N est fixé par le nombre des sources d’in-
certitudes que l’on propage sur X, l’ordre de troncature est quant à lui relié à la densité
de la variable aléatoire que l’on cherche à représenter. On peut donc se demander si une
représentation avec une autre famille de polynômes (orthogonaux pour des variables {ξi}
non plus gaussiennes mais de loi différente) ne donnerait pas, à un ordre de troncature
donné, une erreur plus faible. Si la variable aléatoire X est gaussienne, la représentation
par des polynômes d’Hermite de gaussiennes est optimale puisqu’en tronquant à l’ordre
p = 1 on obtient une représentation exacte. Mais qu’en est-t-il si X a une densité non
gaussienne ? Une réponse triviale est que si on construit des polynômes orthogonaux pour
cette densité, un développement tronqué à l’ordre p = 1 donnera aussi une représentation
exacte. Mais en pratique on cherche justement à estimer cette densité, et on ne la connaît
donc pas a priori pour construire la famille de polynômes orthogonaux qui lui est associée.

En revanche la seule connaissance que l’on a a priori concerne la distribution des incer-
titudes que l’on veut propager sur X, à savoir la densité des {ξi}. Il est donc naturel, et
c’est la technique utilisée habituellement, de construire la famille de polynômes orthogo-
naux pour cette densité. On regroupe dans le tableau 3.4 quelques densités et la famille de
polynômes orthogonaux associée. Seules les distributions les plus communes sont listées ici,
on pourra consulter Schoutens (2000) pour une présentation plus complète et Abramowitz
and Stegun (1964) pour un grand nombre de résultats sur les polynômes orthogonaux. Il
est cependant important de noter qu’il n’y a aucune raison pour que la famille que l’on a
choisie vis à vis des données d’entrée {ξi} soit la meilleure vis-à-vis de X. C’est un problème
encore ouvert, mais nous avons essayé quelques méthodes originales que nous présentons
dans la section 3.4.4.

3.4.4 Application à l’estimation de la distribution des sorties d’un mo-
dèle

Principe

Considèrons un modèle de type (2.1) :

Y = η(X)
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Distribution sur ξ Polynômes Support

VA Discrète Poisson Charlier {0, 1, 2, . . .}
Binomiale Krawtchouk {0, 1, 2, . . . , n}

Binomiale négative Meixner {0, 1, 2, . . .}
Hypergéométrique Hahn {0, 1, 2, . . . , n}

VA continue Gaussienne Hermite (−∞,+∞)
Gamma Laguerre [0,+∞)

Beta Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre [a, b]

Tab. 3.4 – Distributions et famille de polynômes orthogonaux associée.

où les entrées X sont incertaines. On suppose de plus qu’il est possible de représenter ces
entrées en fonction d’un certain nombre de variables aléatoires ‘classiques’ indépendantes
(uniformes, gaussiennes, gamma, beta, etc) sous la forme

X = (X1, . . . , Xd) = g(ξ1, . . . , ξs)

où g : R
s → R

d est une fonction connue et {ξi}i=1,...,s est un ensemble de s variables
aléatoires classiques indépendantes. On peut en toute généralité supposer que l’ensemble
{ξi}i=1,...,s est composé uniquement de gaussiennes centrée réduites, car toutes les variables
aléatoires classiques que nous avons citées peuvent s’exprimer sous la forme de gaussiennes
centrées réduites. Par exemple, si l’on dispose d’un modèle où trois entrées X1, X2 et X3

sont incertaines, indépendantes et telles que X1 ∼ N (10, 4), X2 ∼ χ2
3 et X3 ∼ U(2, 5) alors

g est une fonction de R
5 dans R

3 définie par

g(x, y, z, t, u) = (10 + 2x, y2 + z2 + t2, 2 + 3φ(u))

où Φ(·) est la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite et l’ensemble {ξi}i=1,...,5

est composé de gaussiennes indépendantes ξi ∼ N (0, 1) pour i = 1, . . . , 5 par exemple.
Cette transformation n’est pas toujours possible, cependant dans le cas où les entrées X

sont indépendantes et distribuées selon des lois ‘classiques’, on peut toujours trouver une
fonction g permettant cette représentation, les Xi s’expriment alors directement en fonc-
tion des ξi. Il est aussi possible d’obtenir une approximation des Xi sous forme de séries
des ξi, on pourra consulter Devroye (1986) pour de telles expressions d’une grande variété
de variables aléatoires. Dans le cas où les entrées sont corrélées, il n’existe pas de procé-
dure systématique. Nous citons seulement deux méthodes qu’il est possible d’utiliser : une
technique présentée dans Devroye (1986) pour le cas où les entrées ont des distributions
similaires, et la méthode ACE (Brieman and Friedman 1985).
Une fois les entrées incertaines exprimées en fonction de l’ensemble {ξi}i=1,...,s de gaus-
siennes centrées réduites indépendantes, on peut alors écrire que

Y = η′(ξ1, . . . , ξs)
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où η′ : R
s → R telle que η′ = η ◦ g. L’idée est alors de développer la fonction η′ en

polynômes de chaos fonction des {ξi}i=1,...,s tronqué à l’ordre p :

Y ≈ a0Γ0 +
∞∑

i1=1

ai1Γ1(ξi1) + . . .+
∞∑

i1=1

. . .

ip−1∑

ip=1

ai1...ipΓp(ξi1 , . . . , ξip)

où les polynômes Γp sont les polynômes d’Hermite multidimensionnels. Pour obtenir une
représentation complète de la sortie Y , trois points restent à examiner :

– Le choix de l’ordre de troncature p ;

– L’estimation des coefficients ai1...ip du développement ;

– En lien direct avec le premier point, le choix de la base la plus adpatée au problème.

Ces questions sont abordées dans les paragraphes qui suivent.

Choix de l’ordre de troncature

Il n’existe pas de résultats théoriques utilisables en pratique concernant l’erreur de tron-
cature pour un développement en polynômes de chaos car elle dépend de la vraie loi de la
sortie Y que l’on cherche à représenter, et est donc inconnue.
En pratique, une solution est d’augmenter au fur et à mesure l’ordre de troncature et
d’étudier l’évolution de la qualité de la représentation à mesure que l’ordre augmente, par
exemple avec un critère de type BIC (Schwarz 1978). Cette méthode est coûteuse car elle
nécessite d’estimer beaucoup de coefficients, surtout lorsque le nombre s de variables dans
les polynômes est grand. Cependant, dans la littérature un constat est régulièrement fait :
un ordre de troncature p = 2 ou p = 3 est en général suffisant pour représenter correcte-
ment une variable aléatoire (Isukapalli (1999) et Boutahar (2004) par exemple). Comme
on l’a fait remarquer précédemment, cette représentation sera d’autant meilleure que la
base est adaptée (le plus possible) au problème.
Dans tous les exemples qui suivent, on se limitera donc à un développement tronqué à
l’ordre 2 ou à l’ordre 3.

Estimation des coefficients du développement

Le développement en polynômes de chaos ayant été défini, un point important en pratique
est de pouvoir calculer les coefficients ai1,...,ip . Plusieurs méthodes existent : intrusives et
non-intrusives, méthodes de projection, collocation, régression, etc.
Nous nous intéresserons ici uniquement aux méthodes de régression. En effet elles ont
l’avantage de pouvoir être utilisées sur des modèles où la fonction η est de type ’boîte noire’
(contrairement aux méthodes intrusives). Elles sont basées sur une procédure d’échantillon-
nage :

1. Générer un échantillon (ξi,j)i=1,...,s; j=1,...,N des variables {ξi}i=1,...,s de taille N ;
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2. Calculer pour chaque réalisation (ξ1,j , . . . , ξs,j) de l’échantillon les valeurs des entrées
(X1,j , . . . , Xd,j) correspondantes ;

3. Evaluer la sortie du modèle Yj = η(X1,j , . . . , Xd,j) pour chaque réalisation (X1,j , . . . , Xd,j) ;

4. Résoudre le problème de régression

Yj = a0Γ0 +

p∑

i1=1

ai1Γ1(ξi1,j) + . . .+

p∑

i1=1

. . .

ip−1∑

ip=1

ai1...ipΓp(ξi1,j , . . . , ξip,j)

pour j = 1, . . . , N , que l’on peut réécrire sous la forme simplifiée

Y = ΞA

où Y = (Y1, . . . , YN )T , A est le vecteur des coefficients ai1,...,ip à estimer et Ξ est la
matrice des régresseurs contenant les N réalisations des polynômes Γk(ξi1 , . . . , ξik)
k = 0, . . . , p.

Comme dans tout problème régression classique, il est nécessaire d’avoir plus d’observa-
tions que de régresseurs, c’est-à-dire N ≥ P + 1 où P + 1 est le nombre de termes dans la
décomposition. C’est là que repose le principal défaut des méthodes de régression, car elles
nécessitent d’évaluer N fois la fonction η pour obtenir des observations de la sortie Y :
cette technique est très coûteuse en temps de calcul si η est une fonction complexe ou/et
si le nombre de régresseurs P + 1 est important, c’est-à-dire si le nombre s de variables
aléatoires ξi est grand (puisque l’on a précisé que l’on travaillait à ordre de troncature
p = 2 ou p = 3 fixé).

On peut enfin noter que deux approches différentes sont possibles pour générer l’échantillon
initial des {ξi}i=1,...,s :

– L’approche déterministe, c’est-à-dire qu’on choisit à l’avance les points où l’on va éva-
luer le modèle (ECM : Efficient Collocation Method, voir par exemple Isukapalli (1999)) ;

– L’approche aléatoire, où l’on génère les points suivant la loi des {ξi}i=1,...,s.

Dans l’approche déterministe les points où l’on va évaluer le modèle sont les racines du
polynôme d’Hermite d’ordre p+1 (voir Isukapalli (1999) ou Boutahar (2004)). Cependant
cette approche fournit un nombre de points très supérieur au nombre de coefficients à
estimer, il est donc nécessaire d’en choisir un certain nombre parmi eux. Dans ces deux
thèses les auteurs les choisissent au hasard sans justification théorique. C’est la raison pour
laquelle nous préférerons en pratique utiliser l’approche aléatoire. Plus précisément, nous
utiliserons une procédure de type hypercube latin.

Choix d’une base dans le cas d’une régression

Nous avons vu dans la section 3.4.3 qu’il est pertinent de rechercher la meilleure base de
variables aléatoires possible pour développer la sortie Y . Pour l’instant, nous avons précisé
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qu’en toute généralité nous considérions les {ξi}i=1,...,s gaussiennes centrées réduites (après
transformation). Cependant, si l’on est capable d’avoir une idée, même approximative, de
la forme de la distribution de Y , il convient d’utiliser une base adaptée. Par exemple, si
l’on sait que Y va plutôt être de type Gamma, on opérera des transformations pour avoir
une base {ξi}i=1,...,s de lois Gamma.
Malheureusement la loi de Y est inconnue puisque l’on cherche justement à l’estimer. Nous
proposons néanmoins une approche originale pour essayer de résoudre ce problème dans
le cas où l’on dispose d’un échantillon aléatoire de la sortie Y , ce qui est le cas lorsque
l’on estime les coefficients du développement par régression. Cette méthodes est décrite
seulement à titre indicatif car elle nous paraît prometteuse. Un travail supplémentaire se-
rait nécessaire pour l’améliorer et la valider. On présentera donc ici seulement les idées
générales, et leur application dans la section 3.4.6 sur le modèle simplifié d’HDS.

La méthode que nous avons étudiée est une méthode naïve mais qui a donné de bons ré-
sultats sur le modèle simplifié d’HDS. Elle est basée sur l’idée qu’à partir de l’échantillon
(Yj)j=1,...,n de la sortie, on peut essayer de trouver la distribution qui se rapproche le plus
de la distribution empirique de Y , et d’utiliser cette distribution comme base du dévelop-
pement en polynômes de chaos. Imaginons par exemple que l’on considère un ensemble de
q distributions classiques notées F k

ψk
pour k = 1, . . . , q où ψk représente le vecteur des

paramètres nécessaires à caractériser la k-ième distribution de l’ensemble. On peut par
exemple imaginer avoir un ensemble de distributions tel que présenté dans le tableau 3.5.

F k
θk

Distribution associée Paramètres ψ

F 1
ψ1

Uniforme sur [a, b] ψ1 = (a, b)

F 2
ψ2

Gaussienne N (µ, σ2) ψ2 = (µ, σ2)

F 3
ψ3

Gamma Γ(a, b) ψ3 = (a, b)

...
...

...

F q
ψq

Beta B(a, b) ψq = (a, b)

Tab. 3.5 – Exemples de distributions et de leurs paramètres associés pour la comparaison
avec la fonction de répartition empirique de la sortie d’un modèle.

On va donc chercher la distribution F ∗ qui se rapproche le plus de la fonction de répar-
tition empirique F̂N de la sortie Y parmi les distribution {F k

bψk

} pour k = 1, . . . , q où ψ̂k

est l’estimateur du maximum de vraisemblance des paramètres de la k-ième distribution
estimé à l’aide des observations (Yj)j=1,...,N . Nous n’avons pour l’instant utilisé que deux
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critères différents de comparaison entre deux distributions, à savoir :

1. Le critère de Kolmogorov

F ∗ = arg min
F∈{F 1

bψ1

,...,F q

bψq
}

sup
x∈R

|F̂N (x)− F (x)| ;

2. Un critère d’erreur moyenne

F ∗ = arg min
F∈{F 1

bψ1

,...,F q

bψq
}

∫

R

|F̂N (x)− F (x)|2dx.

Une fois la distribution F ∗ identifiée, on développe la sortie Y en polynômes de chaos
sur une base de variables aléatoires de loi F ∗ pour assurer une erreur de représentation
minimale.
Cette technique a été utilisée sur le modèle simplifié d’HDS et semble fonctionner (voir
section 3.4.6). D’autres tests supplémentaires pourraient faire l’objet d’un travail ultérieur
pour valider notre approche.

3.4.5 Application aux estimateurs du maximum de vraisemblance

Dans cette partie nous montrons comment les polynômes de chaos peuvent aider à appro-
cher la loi d’un estimateur bootstrap θ̂

∗

n du maximum de vraisemblance.
Plaçons-nous dans le cadre de la section 3.3.3 où l’on considère le modèle

Yi = f(ci,θ0) + ǫi

et où on estime θ0 par l’estimateur du maximum de vraisemblance

θ̂n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(Yi − f(ci,θ))Σ
−1t(Yi − f(ci,θ)).

L’estimateur bootstrap θ̂
∗

n est alors

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

où pour tout 1 ≤ i ≤ n, νi est un vecteur aléatoire de dimension q distribué selon une
loi connue. Ici nous supposons que l’on a utilisé le bootstrap paramétrique, c’est-à-dire
que νi suit une gaussienne de moyenne µ et de matrice de variance-covariance Γ diagonale
estimées à partir des résidus du modèle. On a vu que la formule (3.2) permet d’exprimer

θ̂
∗

n comme une fonction des νi :

θ̂
∗

n = φ(ν1, . . . ,νn)

où

φ(u1, . . . ,un) = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + ui − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + ui − f(ci,θ)

)
.
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Sous cette forme, le vecteur aléatoire θ̂
∗

n est une fonction de n vecteurs aléatoires νi. En

notant θ̂∗n(j) la j-ième composante du vecteur θ̂
∗

n pour j = 1, . . . , p et νi(k) la k-ième
composante du vecteur νi pour k = 1, . . . , q on peut écrire que

θ̂∗n(j) = φj

(
ν1(1), . . . ,ν1(q), . . . ,νn(1), . . . ,νn(q)

)
,

c’est-à-dire que chaque composante θ̂∗n(j) de θ̂
∗

n est une variable aléatoire fonction de nq
variables aléatoire νi(k) pour i = 1, . . . , n et k = 1, . . . , q. En mettant bout à bout les
νi(k) et en les standardisant on forme un vecteur ξ de taille r = nq tel que

θ̂∗n(j) = φj

(
ξ1, . . . , ξr

)

où les ξi sont des gaussiennes indépendantes et centrées réduites pour i = 1, . . . , r. Chaque
composante θ̂∗n(j) peut alors être approchée par une variable θ̃∗n(j) s’exprimant sous la
forme d’un polynôme de chaos tronqué à l’ordre pj des variables ξi :

θ̃
∗
n(j) = a

(j)
0 Γ0 +

r∑

i1=1

a
(j)
i1

Γ1(ξ
i1) + . . .+

r∑

i1=1

. . .

ipj−1∑

ipj
=1

a
(j)
i1...ipj

Γpj
(ξi1 , . . . , ξipj )

où les polynômes Γp sont les polynômes d’Hermite multidimensionnels. Les coefficients a
(j)
i

sont ensuite estimés par régression à partir des données (νl
1, . . . ,ν

l
n, θ̂

∗l

n )l=1,...,m que l’on
possède (où m est petit).

3.4.6 Application au modèle HDS

Rappelons que les paramètres du modèle simplifié d’HDS dans le cas de pondérations
unitaires sont estimés via la relation

(k̂, α̂) = arg min
k,α

10∑

i=1

(Si − Sk,α(ti))
2 .

En notant k̂obs = 1.87 et α̂obs = 1.25 les paramètres optimaux solutions de la minimisation
ci-dessus en utilisant les données présentées dans le tableau 1.1, on peut calculer les résidus
observés νi :

νi = Si − Sk̂obs,α̂obs

(ti)

pour i = 1, . . . , 10. On fait l’hypothèse que les erreurs νi sont indépendantes et de même
loi normale N (µ, σ2) où µ = −18.3 et σ = 125.9 sont estimés à partir des νi. On écrit alors

(k̂, α̂) = φ(ξ1, . . . , ξ10)

où ξi = (νi−µ)/σ pour i = 1, . . . , 10. On développe alors chaque composante de la fonction
φ en polynômes de chaos à l’ordre 2 en fonction des ξi. Ce développement fait intervenir
P+1 = (10+2)!

10!2! = 66 coefficients qui sont estimés par régression. Pour les estimer, on génère
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un échantillon (ξi
j)i=1,...,10; j=1,...,N qui contient deux fois plus de points que de coefficients,

soit N = 132 réalisations des variables (ξi)i=1,...,10 et on calcule les réalisations des sorties

(k̂j , α̂j) = arg min
k,α

10∑

i=1

(
Si

j − Sk,α(ti)
)2

où Si
j = Sk̂obs,α̂obs

(ti) + µ+ σξj pour i = 1, . . . , 10 et j = 1, . . . , N .
Les coefficients estimés sont stockés, et pour visualiser la distribution de la représentation
en polynômes de chaos nous générons un nouvel échantillon des (ξi)i=1,...,10 de grande taille
(par exemple 10000) et calculons la valeur correspondante du développement. On peut ainsi
représenter la distribution approchée de k̂ et α̂ comme sur la figure 3.5.
On peut de plus représenter une approximation de la région de confiance des paramètres,
voir le haut de la figure 3.6.
Si les lois marginales suivies par les paramètres semblent correctes, en revanche la région
de confiance n’est pas exactement la même que celle obtenue par calcul théorique, même
si elle est similaire. On peut donc supposer que la corrélation entre les paramètres n’a pas
été bien approchée par la représentation en polynômes de chaos tronquée à l’ordre 2. Il
faudrait donc rajouter un ordre supplémentaire, et par conséquent augmenter la taille des
échantillons servant à estimer les coefficients du développement.

Nous avons aussi essayé d’utiliser les techniques de choix de base que nous avons présentées
dans la section 3.4.4 pour, en restant à l’ordre p = 2, obtenir une représentation plus précise.
Par exemple, le paramètre k̂ semble suivre une loi log-normale, et le paramètre α̂ une loi
normale. Nous avons, à partir de l’échantillon (k̂j , α̂j)j=1,...,N , essayé d’identifier par la

deuxième méthode de la section 3.4.4 la distribution la plus proche de celle de k̂ et α̂. Le
critère de Kolmogorov a conclu qu’il faut choisir une base log-normale pour k̂ et une base
normale pour α. De manière équivalente, on va donc choisir une base normale pour log(k̂)
et pour α̂. Les distributions approchées sont marginalement identiques à celles obtenues
précédemment, en revanche la région de confiance est maintenant bien approchée comme
le montre la figure 3.6.

3.4.7 Utilisation des dérivées en polynômes de chaos et applications

Dans la section précédente nous avons vu que l’approche par polynômes de chaos permet
de bien estimer la loi de l’estimateur bootstrap en utilisant peu d’optimisations bootstrap
(dans le modèle HDS par exemple on a seulement besoin de 66 points). Il est cependant
possible d’améliorer encore l’approximation si l’on dispose des dérivées secondes du modèle
par rapport aux paramètres. En effet rappelons que l’estimateur bootstrap peut s’écrire
sous la forme

θ̂
∗

n = φ
(
ξ1, . . . , ξr

)
.

On supposera ici sans perte de généralité que θ̂
∗

n est de dimension 1. On pourra étendre
les résultats facilement à une dimension quelconque puisque dans le cas général chaque
composante de θ̂

∗

n est approchée individuellement. Si l’on utilise les polynômes de chaos
on approche φ par un polynôme des variables ξ1, . . . , ξr que l’on cale sur des données par
régression. La précision de cette approximation dépend évidemment du nombre de données
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Fig. 3.5 – Distribution approchée de l’estimateur k̂ (haut) et de l’estimateur α̂ (bas) par
un polynôme d’ordre 2. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé
la distribution empirique approchée.
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Fig. 3.6 – Région de confiance approchée des estimateurs k̂ et α̂ sur une base de gaussiennes
(haut) et sur une base de log-normales et de gaussiennes (bas), développement tronqué à
l’ordre 2. Les valeurs de k̂ sont en abscisse et celles de α̂ en ordonnée.
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que l’on utilise dans la régression. Or, si l’on disposait des dérivées exactes de la fonction φ
par rapport aux variables ξ1, . . . , ξr, on pourrait améliorer cette approximation à nombre
de données fixé. En effet soit N le nombre de données disponibles pour caler le polynôme. Si
l’on connaît les r dérivées partielles ∂φ/∂ξi, on dispose de leur valeur en ces N données. On
possède donc dans ce cas une quantité d’informations pour faire la régression équivalente à
celle que l’on aurait avec (1 + r)N données (pour un point on connaît la valeur de φ en ce
point (1) et la valeur des dérivées partielles de φ en ce point (r)). Connaître les dérivées de
φ permet donc de réduire grandement le nombre de données nécessaires pour la régression.
Ici l’expression de φ est complexe car donnée sous forme d’une minimisation. Cependant le
théorème des fonctions implicites permet d’exprimer les dérivées de φ en fonction de celle
de la fonction f du modèle. On a

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

= arg min
θ∈Θ

G(θ, ξ1, . . . , ξr).

On peut alors écrire que
∂G

∂θ
(θ̂

∗

n, ξ
1, . . . , ξr) = 0.

Le théorème des fonctions implicites implique que θ̂
∗

n = φ
(
ξ1, . . . , ξr

)
, ce que nous avions

déjà remarqué, et d’autre part en dérivant il vient

∂2G

∂θ2

∂φ

∂ξ
+

∂2G

∂θ∂ξ
= 0,

soit finalement
∂φ

∂ξ
= −

(
∂2G

∂θ2

)−1
∂2G

∂θ∂ξ
.

Or G s’écrit sous la forme

G(θ, ξ1, . . . , ξr) =

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

=

n∑

i=1

q∑

j=1

1

σ2
j

(
f j(ci, θ̂obs) + νi(j)− f j(ci,θ)

)2

=

n∑

i=1

q∑

j=1

1

σ2
j

(
f j(ci, θ̂obs) + ξl − f j(ci,θ)

)2

où l = i.j, f j est la j-ième composante de f et Σ = diag(σ2
1, . . . , σ

2
q ). Cette expression de

G permet donc d’exprimer directement les matrices
∂2G

∂θ2 et
∂2G

∂θ∂ξ
en fonction des dérivées

premières et secondes de f par rapport aux paramètres θ. Par conséquent si les dérivées
premières et secondes de la fonction f du modèle par rapport aux paramètres sont connues,
les dérivées partielles de la fonction φ le sont elles aussi.
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La méthode que nous venons d’exposer est générale, il nous reste à détailler son application
aux polynômes de chaos. Initialement on approche la fonction φ par :

φ̂
(
ξ1, . . . , ξr

)
= a0 Γ0 +

r∑

i1=1

ai1 Γ1(ξ
i1) + . . .+

r∑

i1=1

. . .

ip−1∑

ip=1

ai1...ip Γp(ξ
i1 , . . . , ξip).

et les ai sont estimés par régression à partir de données (ξl, θ̂
∗l

n )l=1,...,m. Supposons main-
tenant que l’on connaisse les dérivées ∂φ/∂ξj pour j = 1, . . . , r. Nous pouvons alors écrire
que pour 1 ≤ j ≤ r :

∂φ̂

∂ξj

(
ξ1, . . . , ξr

)
= a0 Γ0 +

r∑

i1=1

ai1

∂

∂ξj
Γ1(ξ

i1) + . . .+
r∑

i1=1

. . .

ip−1∑

ip=1

ai1...ip

∂

∂ξj
Γp(ξ

i1 , . . . , ξip).

Nous ne développons pas toute l’écriture du polynôme jusqu’à l’ordre p par souci de clarté.

Les dérivées
∂φ̂

∂ξj
sont alors calées à l’aide des données (ξl,

∂φ

∂ξj
(ξl))l=1,...,m simultanément

avec φ̂.

Donnons enfin les résultats de cette approche sur le modèle HDS puisque dans ce cas, les
dérivées du modèle sont connues analytiquement, voir le chapitre 1. Nous choisissons de
n’utiliser cette fois que N = 10 optimisations bootstrap pour caler le polynôme, contre
N = 132 précédemment. Comme nous avons r = 10 variables ξi qui interviennent dans
φ, un calage avec N = 10 points et les r = 10 dérivées partielles est équivalent à faire
un calage avec (1 + r)N = 110 points. Nous utilisons comme précédemment un dévelop-
pement à l’ordre 2 pour log(k̂) et α̂. Les distributions approchées par cette méthode sont
présentées dans la figure 3.7, ainsi que la région de confiance approchée. On remarque que
l’approximation est toujours aussi bonne que précédemment, à la différence près que dans
ce cas nous n’avons utilisé que N = 10 optimisations bootstrap pour caler le polynôme de
chaos.

3.4.8 Limitations de l’approche par polynômes de chaos

Nous avons montré dans les paragraphes précédents que l’approche par polynômes de
chaos permettait de réduire de manière significative le nombre d’optimisations bootstrap
nécessaires pour obtenir un échantillon de la distribution de l’estimateur bootstrap des pa-
ramètres d’un modèle cinétique. Cependant, l’approche par polynômes souffre grandement
du fléau de la dimension. Dès que le nombre de mesures expérimentales n et le nombre
de sorties du modèle q augmentent le nombre de coefficients du polynôme que l’on a à
estimer croît d’autant plus, puisque l’on doit caler un polynôme de r = nq variables. C’est
la raison pour laquelle nous n’avons présenté les résultats de cette méthode que sur le
modèle HDS où l’on a r = 10. Dans le cas de l’isomérisation du n-butane, on a r = 126 et
un polynôme d’ordre 2 contient (126+2)!

126!2! = 8128 coefficients à estimer, ce qui est illusoire
dans notre cas même en utilisant les dérivées. L’approche par polynômes de chaos est donc
à réserver aux seuls modèles qui ont peu de sorties ou pour lesquels on dispose de très peu
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Fig. 3.7 – Distribution approchée des paramètres k̂ et α̂ par un polynôme d’ordre 2 avec
dérivées (haut). En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la dis-
tribution empirique approchée. Région de confiance approchée de k̂ et α̂ sur une base de
log-normales et de gaussiennes (bas), développement tronqué à l’ordre 2 avec dérivées. Les
croix représentent les réalisations de l’estimateur bootstrap et les ronds celles du dévelop-
pement en polynômes de chaos de l’estimateur bootstrap. Les valeurs de k̂ sont en abscisse
et celles de α̂ en ordonnée.
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de mesures expérimentales. Pour les modèles ne rentrant pas dans ce cadre, nous propo-
sons une approche différente basée sur la régression par machines à vecteurs de support
que nous présentons dans la section suivante. Notons que cette approche est non-linéaire
contrairement aux polynômes de chaos qui constituent une méthode linéaire.

3.5 Support Vector Regression

Les machines à vecteurs de support (Support Vector Machines en anglais, ou SVM) re-
posent sur la théorie de l’apprentissage statistique développée ces trente dernières années
(Vapnik 1995). Les trois grandes classes de problèmes posés en apprentissage sont les sui-
vantes : la classification, la régression et l’estimation de densité (Vapnik 1998). Nous nous
intéresserons ici uniquement au problème de la régression, dite Support Vector Regres-
sion et notée SVR dans toute la suite du manuscrit, introduite par Vapnik, Golowich and
Smola (1997) et Smola (1998). Dans ce problème, nous sommes dans le cadre de l’appren-
tissage supervisé, c’est-à-dire que l’on suppose que l’on dispose de données d’apprentissage
(x1, y1), . . . , (xn, yn) générées indépendamment et selon la même loi inconnue P (x, y) défi-
nie sur X ×R où X est l’espace des entrées, par exemple X = R

d. Nous avons opté ici pour
les notations usuelles en apprentissage, c’est-à-dire que l’on notera toutes les variables en
minuscules bien qu’elles soient aléatoires.
L’objectif de la régression est classiquement d’estimer la dépendance entre les entrées x

et la sortie y à partir des données (xi, yi)i=1,...,n pour pouvoir prédire la sortie y en des
valeurs des entrées x qui n’ont pas encore été observées. Le terme d’apprentissage vient
du fait que les méthodes proposées vont apprendre la structure sous-jacente contenue dans
P (x, y) en s’aidant seulement des données d’apprentissage (xi, yi)i=1,...,n. Dans un souci
de pédagogie nous présentons tout d’abord l’idée originelle de Vapnik de manière simple.
Dans un deuxième temps nous soulignerons le lien entre cette approche et les méthodes
classiques de régularisation dans les espaces de Hibert à noyau auto-reproduisant. Quelques
méthodes seront ensuite exposées pour aider au choix crucial des paramètres en SVR. Cela
nous permettra d’appliquer ces méthodes aux modèles de cinétique chimique. Enfin, nous
aborderons le problème posé par la dimension des modèles de cinétique chimique et pro-
poserons une solution basée sur l’utilisation des dérivées en SVR.

3.5.1 Introduction à la Support Vector Regression

Pour présenter le principe de la SVR, nous nous inspirons ici de l’excellent tutorial de
Smola and Schölkopf (2004).
Supposons donc que l’on dispose de données d’apprentissage (xi, yi)i=1,...,n. Dans le cadre de
la ǫ-SVR (Vapnik 1995), l’objectif est de trouver une fonction régulière f(x) qui approche
les sorties observées yi avec un écart absolu plus petit que ǫ pour toutes les données
d’apprentissage.

Cas linéaire

Commençons tout d’abord par étudier le cas où f est linéaire, c’est-à-dire de la forme

f(x) =< w,x > +b (3.7)
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où w ∈ X , b ∈ R et < ·, · > est le produit scalaire sur l’espace euclidien X . Nous recher-
chons une fonction régulière, c’est-à-dire telles que ses variations soient contrôlées pour
assurer une meilleure qualité de prédiction sur des points non-observés. Une mesure de la
régularité (dans un espace de Sobolev par exemple) est donnée par la dérivée de la fonction
f , ce qui dans le cas (3.7) revient à contrôler la norme de w. Rappelons aussi que l’on veut
que la fonction fasse au plus une erreur de ǫ sur les données d’apprentissage. On est donc
ramené au problème d’optimisation convexe

minimiser
w,b

1
2‖w‖2

s.c.

{
yi− < w,xi > −b ≤ ǫ
< w,xi > +b− yi ≤ ǫ

Ce problème d’optimisation peut ne pas avoir de solution, c’est-à-dire qu’il n’existe pas
de fonction f linéaire qui puisse approcher toutes les sorties yi avec un écart maximum
de ǫ. Une technique d’optimisation classique pour résoudre ce problème est de relaxer les
contraintes en introduisant des variables ressort (ou slack variables en anglais) ξi et ξ∗i :

minimiser
w,b,ξi,ξ∗i

1

2
‖w‖2 + C

n∑

i=1

(ξi + ξ∗i )

s.c.





yi− < w,xi > −b ≤ ǫ+ ξi
< w,xi > +b− yi ≤ ǫ+ ξ∗i

ξi, ξ
∗
i ≥ 0

(3.8)

La constante C permet d’attribuer plus ou moins d’importance aux déviations supérieures
à ǫ vis-à-vis de la régularité de f . Pour résoudre ce problème d’optimisation, il est fréquent
d’écrire son problème dual. En introduisant les multiplicateurs de Lagrange αi, α

∗
i , ηi et

η∗i correspondant aux différentes contraintes (variables duales), le lagrangien s’écrit

L(w, b, ξi, ξ
∗
i , αi, α

∗
i , ηi, η

∗
i ) =

1

2
‖w‖2 + C

n∑

i=1

(ξi + ξ∗i )

−
n∑

i=1

αi (ǫ+ ξi − yi+ < w,xi > +b)

−
n∑

i=1

α∗
i (ǫ+ ξ∗i + yi− < w,xi > −b)

−
n∑

i=1

(ηiξi + η∗i ξ
∗
i ) (3.9)
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où ∀i = 1, . . . , n, αi, α
∗
i , ηi, η

∗
i ≥ 0. Les dérivées partielles de L par rapport aux variables

primales w, b, ξi et ξ∗i s’annulent à l’optimum :

∂bL =
∑n

i=1 (α∗
i − αi) = 0 (3.10)

∂wL = w −∑n
i=1 (αi − α∗

i )xi = 0 (3.11)

∂ξi
L = C − αi − ηi = 0 (3.12)

∂ξ∗i
L = C − α∗

i − η∗i = 0 (3.13)

Les équations (3.12) et (3.13) permettent d’éliminer les variables duales ηi et η∗i du pro-
blème dual. En substituant ensuite (3.10) et (3.11) dans (3.9), le problème d’optimisation
sur les seules variables duales αi et α∗

i s’écrit

maximiser
αi,α∗

i

−1

2

n∑

i,j=1

(αi − α∗
i )
(
αj − α∗

j

)
< xi,xj > −ǫ

n∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

n∑

i=1

yi (αi − α∗
i )

s.c.





n∑

i=1

(αi − α∗
i ) = 0

0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C

Notons α̂i et α̂∗
i les solutions de ce problème dual. D’après l’équation (3.11), on a alors

ŵ =

n∑

i=1

(α̂i − α̂∗
i )xi

soit

f̂(x) =
n∑

i=1

(α̂i − α̂∗
i ) < x,xi > +b̂

où b̂ est l’optimum en b que l’on peut calculer à l’aide des conditions de Karush-Kuhn-
Tucker, voir ci-dessous. Cette formulation de la solution f̂ possède plusieurs particularités
importantes et qui justifient l’attrait pour la SVR vis-à-vis d’autres méthodes de régression.
Tout d’abord, ŵ peut être entièrement décrit par une combinaison linéaire des entrées
xi. Ensuite, le calcul de la solution f̂ ne fait pas intervenir le calcul explicite de ŵ, ce
qui s’avérera particulièrement intéressant pour l’extension au cas non-linéaire que nous
présenterons dans le paragraphe suivant. Enfin, un phénomène bien particulier apparaît
dans ce problème lorsque l’on écrit les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), voir
Karush (1939) et Kuhn and Tucker (1951). En effet celles-ci indiquent que pour la solution
optimale, le produit entre les variables duales et les contraintes s’annulent, c’est-à-dire

α̂i

(
ǫ+ ξ̂i − yi+ < ŵ,xi > +b̂

)
= 0

α̂∗
i

(
ǫ+ ξ̂∗i + yi− < ŵ,xi > −b̂

)
= 0

(C − α̂i)ξ̂i = 0

(C − α̂∗
i )ξ̂

∗
i = 0
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Les données pour lesquelles
∣∣∣yi − f̂(xi)

∣∣∣ > ǫ sont telles que ξi et ξ∗i sont différents de 0 (une

variable ressort est non nulle seulement si la contrainte associée n’est pas respectée). Donc
les données à l’intérieur du tube de largeur ǫ autour de f̂ vérifient α̂i = α̂∗

i = 0 d’après
les deux premières conditions KKT. Ceci implique que l’optimum f̂ a une représentation
creuse en fonction des données, autrement dit tous les xi ne sont pas nécessaires pour
décrire f̂ . Les données pour lesquelles (α̂i − α̂∗

i ) diffère de zéro sont appelées les vecteurs de
support. Ainsi, la complexité de la représentation d’une fonction par SVR est indépendante
de la dimension de l’espace des entrées X , et dépend seulement du nombre de vecteurs de
support.

Extension au cas non-linéaire

Il nous reste maintenant à prolonger la SVR pour prendre en compte une relation non-
linéaire entre les entrées et les sorties. L’idée principale proposée initialement en classifica-
tion (Aizerman, Braverman and Rozonoér (1964) ou Nilsson (1965)) reste la même pour
la régression : il s’agit tout simplement d’envoyer les entrées xi dans un espace éventuelle-
ment de grande dimension F appelé espace des caractéristiques (feature space) muni d’un
produit scalaire par l’intermédiaire d’une application Φ : X → F appelée feature map. Les
‘nouvelles’ données d’apprentissage sont donc les (Φ(xi), yi) pour i = 1, . . . , n et c’est sur
celles-ci que nous effectuons une SVR. On espère en effet que la relation entre entrées et
sorties sera plus proche de la linéarité dans l’espace F que dans X .
L’application Φ est inconnue a priori, et le fait de travailler en très grande dimension (F
peut être de dimension infinie) peut sembler très ardu au premier abord. Cependant, comme
nous l’avons fait remarquer précédemment, la solution SVR ne dépend que du produit sca-
laire entre les entrées. Ainsi, il nous suffit simplement de connaître le produit scalaire sur
F , k(x1,x2) := 〈Φ(x1),Φ(x2)〉F plutôt que Φ. Dans ce cas, le problème d’optimisation
s’écrit

maximiser
αi,α∗

i

−1

2

n∑

i,j=1

(αi − α∗
i )
(
αj − α∗

j

)
k(xi,xj)− ǫ

n∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

n∑

i=1

yi (αi − α∗
i )

s.c.





n∑

i=1

(αi − α∗
i ) = 0

0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C

et la solution f̂ est donnée par

f̂(x) =

n∑

i=1

(α̂i − α̂∗
i ) k(x,xi) + b̂.

Le produit scalaire k(·, ·) est appelé noyau, et le phénomène remarquable consistant à
obtenir une solution ne faisant intervenir qu’un noyau k(·, ·) au lieu d’une fonction Φ à ex-
pliciter lorsque l’on veut rendre non-linéaire un algorithme est connu sous le nom d’astuce
du noyau (kernel trick). Ici il n’est donc pas nécessaire d’expliciter la fonction Φ,
mais seulement le produit scalaire k(·, ·) sur F . D’autres méthodes ont utilisé l’astuce
du noyau, on pourra citer par exemple la Kernel Principal Component Analysis, ou KPCA
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(Zwald 2005) qui permet de rendre l’analyse en composantes principales non-linéaire.
Nous ferons dans la section 3.5.2 le lien entre cette astuce et la régularisation dans les
espaces de Hilbert à noyau auto-reproduisant. Nous aborderons aussi la question de savoir
quelles fonctions k(·, ·) correspondent à un produit scalaire dans un espace des caractéris-
tiques F . Nous nous intéressons maintenant aux algorithmes numériques permettant de
résoudre le problème dual ci-dessus.

Algorithmes d’optimisation

Rappelons que l’on veut résoudre la problème d’optimisation suivant :

maximiser
αi,α∗

i

−1

2

n∑

i,j=1

(αi − α∗
i )
(
αj − α∗

j

)
k(xi,xj)− ǫ

n∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

n∑

i=1

yi (αi − α∗
i )

s.c.





n∑

i=1

(αi − α∗
i ) = 0

0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C

que l’on peut réécrire sous la forme

minimiser
α

1

2
tαHα+ tuα

s.c.

{
tvα = 0

0 ≤ α ≤ C

où α = t(α1, . . . , αn, α
∗
1, . . . , α

∗
n), u = t(ǫ− y1, . . . , ǫ− yn, ǫ+ y1, . . . , ǫ+ yn), 0 est le vec-

teur colonne de taille n×1 contenant des 0, C est le vecteur colonne de taille n×1 contenant
des C, v = t(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) et

H =

[
K −K

−K K

]

avec

K =




k(x1,x1) k(x1,x2) . . . k(x1,xn)
k(x2,x1) k(x2,x2) . . . k(x2,xn)

...
...

. . .
...

k(xn,x1) k(xn,x2) . . . k(xn,xn)


 .

Sous cette forme le problème d’optimisation SVR apparaît clairement comme un problème
quadratique (Quadratic Programming problem, ou problème QP). Si des algorithmes ont été
développés spécifiquement pour la SVR pour utiliser sa structure particulière, nous tenons
à souligner le fait que de nombreux algorithmes stables et fiables dédiés aux problèmes QP
sont disponibles. Pour plus de détails sur ces algorithmes, on pourra consulter Smola and
Schölkopf (2004) et toutes les références qui s’y trouvent.
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3.5.2 Risque empirique et régularisation

Dans cette section nous rappelons tout d’abord le concept d’espace de Hilbert à noyau
auto-reproduisant ainsi que quelques définitions et propriétés de ce type d’espaces. Nous
expliquons ensuite brièvement leur utilisation dans le cadre de la régression régularisée.
Enfin, nous exhibons les liens entre la SVR et la régression régularisée dans de tels espaces.

Espaces de Hilbert à noyau auto-reproduisant

Commençons en premier lieu par la définition centrale pour cette section.

Définition 3.7. Un espace de Hilbert à noyau auto-reproduisant F (Reproducing Kernel
Hilbert Space, ou RKHS) est un espace de Hilbert de fonctions définies sur un ensemble
X à valeurs dans R (F ⊂ R

X ) pour lequel il existe une fonction k : X × X → R appelée
noyau auto-reproduisant telle que

– F contient toutes les fonctions k(x, ·) pour x ∈ X ,

– toute fonction f de F vérifie la propriété de reproduction

∀x ∈ X , 〈f, k(x, ·)〉F = f(x) (3.14)

où < ·, · >F est le produit scalaire sur F .

Cette définition est celle que l’on rencontre le plus fréquemment du fait de sa simplicité :
en effet, on se donne ici un espace de Hilbert F et on suppose qu’il existe un noyau auto-
reproduisant associé à F , ce qui en fait directement un RKHS.
Cependant, une autre définition est possible, dans le sens où l’on peut définir un RKHS
avec la seule donnée d’un espace de Hilbert F de fonctions telles que la fonctionnelle
f → f(x) soit continue pour tout f ∈ F et x ∈ X . Cette hypothèse de continuité suffit
alors à construire un noyau auto-reproduisant associé à F , voir Aronszajn (1950).

Rappelons qu’un noyau défini positif est une fonction k : X × X → R symétrique (i.e.
∀x1,x2 ∈ X , k(x1,x2) = k(x2,x1)) telle que

∀N ≥ 1, ∀(x1, . . . ,xN ) ∈ XN , ∀(a1, . . . , aN ) ∈ R
N ,

N∑

i,j=1

aiajk(xi,xj) ≥ 0.

Un noyau auto-reproduisant possède les propriétés suivantes :

Proposition 3.8 (Propriétés d’un noyau auto-reproduisant). Si k est un noyau auto-
reproduisant d’un RKHS F , alors

1. k(·, ·) est unique,

2. k est un noyau défini positif,

3. 〈k(x1, ·), k(x2, ·)〉F = k(x1,x2).
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Démonstration. La propriété 1 découle de la nullité de la norme dans F de la différence
k(x, ·)−k′(x, ·) où k et k′ sont deux noyaux auto-reproduisants. La propriété 2 se démontre
en vérifiant la symétrie, obtenue en prenant f = k(x2, ·) dans (3.14), et la positivité,

garantie en prenant f =

N∑

i=1

aik(xi, ·) et en calculant ‖f‖2F . Enfin, la propriété 3 résulte

directement de (3.14).

Donnons maintenant le théorème permettant de faire le lien entre RKHS et SVR :

Théorème 3.9. Soit k : X × X → R un noyau défini positif. Alors il existe un espace de
Hilbert F de fonctions sur X admettant k comme noyau auto-reproduisant.

Démonstration. On pourra consulter Vasquez (2005) pour une preuve par construction
explicite de F . Aronszajn (1950) propose quant à lui de considérer la classe de fonction
engendrée par les fonctions de la forme

∑
αik(x,xi) dont la norme est définie par la forme

quadratique
∑∑

αiαjk(xi,xj). Cet espace de fonctions muni de cette norme n’est pas un
espace de Hilbert complet, mais il peut être complété par l’ajout des fonctions qui sont
limites de suite de Cauchy des fonctions qui le composent.

On peut remarquer que ce théorème ne suppose aucune condition sur l’espace X . A par-
tir de la donnée d’un espace X quelconque et d’un noyau défini positif k : X × X → R,
on peut ainsi construire un RKHS F admettant k(·, ·) comme noyau auto-reproduisant.
Rappelons qu’en SVR nous envoyons les entrées x dans un espace des caractéristiques
F par l’intermédiaire d’une fonction Φ : X → F qui n’intervient dans le problème de
la SVR qu’à travers le produit scalaire 〈Φ(x1),Φ(x2)〉F . Par conséquent, si on se donne
un noyau défini positif k : X × X → R et que l’on pose Φ(x) = k(x, ·), alors l’espace
des caractéristiques F ainsi construit est un RKHS. Son noyau auto-reproduisant k est
k(x1,x2) = 〈Φ(x1),Φ(x2)〉F . Ce résultat illustre clairement le fait que l’astuce du noyau
utilisée pour rendre non-linéaire l’algorithme de la SVR peut s’interpréter comme l’envoi
des données dans un RKHS à condition d’utiliser un noyau défini positif. Notons qu’une
telle vision de la SVR permet aussi de bénéficier de tous les résultats connus sur les RKHS
qui sont des outils classiques en analyse fonctionnelle (Aronszajn 1950).

Présentons maintenant quelques éléments sur les représentations possibles d’un noyau auto-
reproduisant pour donner une idée intuitive d’un RKHS.
La représentation la plus souvent mentionnée dans la littérature et la plus connue fait
appel au théorème de Mercer. L’hypothèse principale et la plus restrictive de ce théorème
est que l’espace X est compact. Soit donc un ensemble X compact, µ une mesure sur X
finie et k : X × X → R un noyau défini positif continu. Sous ces hypothèses, l’opérateur
linéaire intégral Tkf : L

2(µ)→ L
2(µ) défini par

Tkf(·) =

∫

X
k(x, ·)f(x)dµ(x)

est un opérateur linéaire auto-adjoint compact, voir par exemple Hirsch and Lacombes
(1999) ou Aubin (2000). Il est donc diagonalisable dans une base orthonormée (φi)i∈N

dénombrable et les valeurs propres associées sont notées (λi)i∈N. Le théorème de Mercer
est le suivant :
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Théorème 3.10 (Mercer). Avec les notations et les hypothèses précédentes, on a
∫∫
|k(x1,x2)|2 dµ(x1)dµ(x2) =

∑

i≥1

λ2
i

et
k(x1,x2) =

∑

i≥1

λiφi(x1)φi(x2),

où les séries convergent absolument et uniformément pour presque tout (x1,x2) ∈ X 2.

Démonstration. Voir Aubin (2000).

On peut montrer de plus que le RKHS associé au noyau k est

F =



f ∈ L

2(µ), f =
∑

i≥1

〈f, φi〉φi, ‖f‖2F =
∑

i≥0

〈f, φi〉2
λi

< +∞



 ,

soulignant ici le fait que F est un sous-espace de L
2(µ) constitué des fonctions dont les

coefficients dans la base (φi)i≥1 décroissent suffisamment rapidement par rapport aux va-
leurs propres.

La représentation que nous venons de détailler n’est valable que pour des espaces X com-
pacts, alors qu’en pratique il est fréquent de travailler sur X = R

d par exemple. Il est
possible cependant d’obtenir une représentation d’un noyau défini positif k : R

d×R
d → R

dans le cas où celui-ci est invariant par translation par l’intermédiaire du théorème de Boch-
ner (Bochner 1959). En effet, si k est invariant par translation i.e. k(x1,x2) = k(x1 − x2)
et si k(t) ∈ L

2(Rd), on peut montrer que

k(t) =
1

(2π)d

∫

Rd

ei〈v,t〉k̃(v)dv

où k̃(·) est la transformée de Fourier de k(·), avec k̃(v) ∈ R et k̃(v) > 0 pour tout v ∈ R
d.

Le RKHS F engendré par k s’identifie alors à

F =

{
f ∈ L

2(Rd), ‖f‖F =
1

(2π)d

∫

Rd

|f̃(v)|2
k̃(v)

dv < +∞
}

où f̃(·) est la transformée de Fourier de f(·). On trouvera une démonstration de ce résultat
dans Vasquez (2005) par exemple. Un cas particulier de cette représentation est obtenu
lorsque l’on considère le noyau gaussien :

k(x1,x2) =
1

(2π)d/2
exp

(
−‖x1 − x2‖2

2σ2

)
,

qui est bien défini positif continu et invariant par translation. Il admet pour transformée
de Fourier

k̃(v) = exp

(
−σ

2‖v‖2
2

)
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et dans ce cas le RKHS associé est

F =

{
f ∈ L

2(Rd), ‖f‖F =
1

(2π)d/2

∫

Rd

|f̃(v)|2 exp

(
σ2‖v‖2

2

)
dv < +∞

}
.

Cette écriture du RKHS permet de mettre en avant le rôle de régularisation joué par σ,
en effet il apparaît clairement de cette représentation que si σ1 < σ2, alors Fσ2

⊂ Fσ1
. En

d’autres termes, plus σ est grand, plus les transformées de Fourier des fonctions du RKHS
décroissent rapidement à l’infini, c’est-à-dire plus les fonctions du RKHS sont dérivables.
Les deux représentations précédentes illustrent un principe fondamental des RKHS : la
norme d’une fonction d’un RKHS peut être vue comme une mesure de sa régularité, et
permet d’envisager la régression régularisée dans les RKHS que nous présenterons dans la
suite.

Pour terminer cette partie sur les noyaux auto-reproduisants, nous donnons les expressions
de quelques noyaux utilisés classiquement. On peut d’abord citer les noyaux polynomiaux
de type

k(x1,x2) = (〈x1,x2〉+ c)p

où c ≥ 0 et p ∈ N. Citons aussi le noyau tangente hyperbolique, encore appelé réseau de
neurone :

k(x1,x2) = tanh (a 〈x1,x2〉 − b) .

Enfin rappelons le noyau gaussien, ou Radial Basis Function (RBF) :

k(x1,x2) =
1

(2π)d/2
exp

(
−‖x1 − x2‖2

2σ2

)
.

Terminons par quelques propriétés permettant de construire des noyaux qui vérifient le
théorème de Mercer à partir de noyaux existants qui le vérifient déjà (dits admissibles).
Comme le soulignent Smola and Schölkopf (2004), ce théorème signifie de manière moins
formelle que si

∀f ∈ L
2(µ),

∫∫
k(x1,x2)f(x1)f(x2)dµ(x1)dµ(x2) ≥ 0

alors k(·, ·) peut être écrit comme un produit scalaire dans un RKHS. On en déduit alors
les propriétés suivantes :

Proposition 3.11. Soient k(·, ·) et k′(·, ·) deux noyaux admissibles. Alors

1. αk(x1,x2) + βk′(x1,x2) est un noyau admissible si α, β ≥ 0,

2. k(x1,x2)k
′(x1,x2) est un noyau admissible,

3. Toute fonction polynomiale positive de k(x1,x2) est admissible.

Démonstration. On pourra consulter Smola and Schölkopf (2004) pour les propriétés 1 et
2. La propriété 3 est une conséquence immédiate de ces deux propriétés.
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Régularisation dans les RKHS

Nous présentons ici la procédure de régularisation de type Tikhonov (Tikhonov and Arsenin
1977). Supposons donc que l’on dispose de données d’apprentissage (xi, yi)i=1,...,n générées
indépendamment selon la même loi inconnue P (x, y) définie sur X × R. L’objectif est
de trouver une fonction f̂(x) dans un ensemble de fonctions F qui minimise un critère
d’attache aux données. La qualité d’approximation d’une telle fonction f ∈ F est mesurée
par l’espérance d’une fonction de coût (loss function) par rapport à la loi P (x, y), cette
espérance est appelé le risque associé à f et est défini par

R(f) =

∫
l(f(x), y)dP (x, y)

où l(f(x), y) est la fonction de coût. Les fonctions de coût classiques sont par exemple :

– En classification : l(f(x), y) = 1f(x) 6=y,

– En régression : l(f(x), y) = (f(x)− y)2 appelée fonction de coût quadratique ou L2, et
l(f(x), y) = |f(x)− y)| appelée fonction de coût L1.

Notre problème est donc de minimiser le risque R(f) pour f ∈ F . Cependant, ce risque ne
peut pas être calculé car la loi P (x, y) est inconnue. On possède en revanche un échantillon
(xi, yi)i=1,...,n de P (x, y), ce qui nous permet de minimiser le risque empirique

Remp(f) =
1

n

n∑

i=1

l(f(xi), yi)

au lieu de R(f). Ceci se justifie par la loi des grands nombres, en effet

∀f, Remp(f)→ R(f)

quand n→∞. Cette convergence est à l’origine de la théorie de la minimisation du risque
empirique (Empirical Risk Minimization ou ERM) : on s’attend à ce que la fonction qui
minimise le risque empirique possède aussi un risque faible (Vapnik 1982). Néanmoins cette
approche possède un défaut classique en régression. En effet la solution f̂ de ce problème
de minimisation peut beaucoup varier selon l’espace de fonctions F que l’on se donne. Si
F est très riche, d’un part il peut y avoir plusieurs solutions optimales (la minimisation
est donc un problème mal posé) et d’autre part on peut trouver une solution possédant
un pouvoir de prédiction restreint. C’est la raison pour laquelle l’ensemble F doit être
contraint, par exemple en imposant des conditions de régularité sur les fonctions f ∈ F :
c’est le principe de la régression régularisée. Nous avons vu précédemment que la norme
d’un RKHS F pouvait être vue comme un terme de régularisation. On est donc ramené
au problème de minimisation suivant :

f̂ = arg min
f∈F

n∑

i=1

l(f(xi), yi) + λ‖f‖2F

où λ > 0 est la constante de régularisation. Une particularité fondamentale de ce problème
de minimisation est que l’on peut établir la forme de ces solutions grâce au théorème du



3.5 Support Vector Regression 109

représentant originellement établi par Kimeldorf and Wahba (1971) et étendu par Shölkopf,
Herbrich and Smola (2001) :

Théorème 3.12 (Théorème du représentant). Soit F un RKHS de noyau k. On cherche
à résoudre le problème de minimisation

min
f∈F

n∑

i=1

l(f(xi), yi) + λ‖f‖2F

où λ > 0. Alors, si la fonction de coût l(u, v) est convexe en u, la solution de ce problème
est unique et peut s’écrire sous la forme

f̂(x) =
n∑

i=1

aik(x,xi).

Démonstration. On pourra se référer à Kimeldorf and Wahba (1971).

Un des exemples classiques de régularisation dans un RKHS est donné par les splines, voir
Wahba (1990). Dans ce cas, le problème de minimisation que l’on cherche à résoudre est

min

n∑

i=1

(yi − f(xi))
2 + λ

∫ 1

0

(
f (m)(x)

)2
dx

sur toutes les fonctions m− 1 fois continuement dérivables sur [0, 1] et de dérivée m-ième
de carré intégrable (espace de Sobolev). On peut montrer que ce problème entre dans le
cadre d’une régression régularisée sur un RKHS.
L’autre exemple qui nous intéresse particulièrement ici est le lien entre SVR et régression
régularisée dans un RKHS. On a déjà vu que l’astuce du noyau utilisée en SVR pouvait
être vu comme l’envoi des données dans un RKHS de noyau k. Mais on peut aussi montrer
facilement que le problème de minimisation (3.8) apparaissant en SVR peut s’écrire sous
la forme

min
f∈F ,b∈R

n∑

i=1

l(f(xi) + b, yi) + λ‖f‖2F

où F est le RKHS associé au noyau k, l(u, v) = |u−v|ǫ = max (0, |u− v − ǫ|) et en prenant

λ =
1

2C
. Le théorème du représentant nous garantit donc que la solution f̂ est alors de la

forme

f̂(x) =

n∑

i=1

aik(x,xi)

comme nous l’avons déjà montré dans l’introduction. Si la fonction de coût l(u, v) = |u−v|ǫ
dite ǫ-insensible a été celle initialement choisie en SVR pour sa robustesse et la simplicité
de l’algorithme qui en découle, on peut tout aussi bien choisir d’autres fonctions de coût,
par exemple l(u, v) = (u− v)2. Dans ce cas, la SVR se ramène à la régression à noyau L2

régularisée (Kernel Ridge Regression) et la minimisation n’est plus un problème QP mais
un problème de résolution de système linéaire, en effet le vecteur a = t(a1, . . . , an) est alors
solution de (

λIn + tKK
)
a = y
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où In est la matrice identité n× n, y = t(y1, . . . , yn) et K est la matrice n× n d’éléments
Kij = k(xi,xk) définie précédemment.

Liens avec d’autres approches

Nous terminons cette section en rappelant que la SVR n’est pas la seule approche liée à la
régression régularisée dans un RKHS. En effet, comme nous l’avons déjà noté, la méthode
des splines rentre aussi dans ce cadre (Wahba 1990). Notons aussi que la modélisaton
par processus gaussiens que nous avons déjà mentionnée dans le chapitre 2 est fortement
liée aux RKHS. Dans ce cadre, le noyau auto-reproduisant k est vu comme la fonction
de covariance d’un processus stationnaire modélisant les données. Cette technique a pour
avantage de fournir par exemple un cadre interprétatif plus large pour le choix du noyau.
On pourra consulter la thèse de Vasquez (2005) pour un exposé vaste des RKHS et des
liens entre processus gaussiens et régularisation. Une autre étude peut aussi être consultée
dans Seeger (2004).

3.5.3 Choix des paramètres en SVR

Nous venons de détailler la régression par vecteurs de support d’un point de vue théorique.
On remarquera que les valeurs de tous les hyper-paramètres intervenant dans la SVR
n’ont pas été précisées, citons par exemple la constante ǫ si l’on utilise la fonction de coût
ǫ-insensible, la constante de régularisation C (ou de manière symétrique la constante λ), la
variance σ2 si l’on utilise un noyau gaussien, etc. En pratique il est cependant primordial
de donner une valeur à ces hyper-paramètres, et si possible des valeurs qui fournissent la
meilleure approximation de la relation entre les entrées et les sorties. C’est cette procédure
de sélection des valeurs des hyper-paramètres que nous appelons ‘choix des paramètres
en SVR’. Divers techniques basées sur des points de vue variés existent pour guider ces
choix. Nous n’en présenterons ici que quelques-unes, principalement celles qui sont les plus
utilisées en pratique.

Validation croisée

Une technique très répandue en régression régularisée dans les RKHS est la validation
croisée. On pourra en trouver une application aux splines dans Wahba (1990). Le principe
est le suivant : supposons que l’on dispose de données d’apprentissage (xi, yi)i=1,...,n i.i.d.

selon P (x, y) à partir desquelles on a construit un estimateur f̂ψ en fixant les hyper-
paramètres que l’on regroupe dans un vecteur ψ. Idéalement on voudrait choisir les hyper-
paramètres ψ de manière à minimiser l’erreur de prédiction

EP

[
(y − f̂ψ(x))2

]
.

Comme la loi P (x, y) est inconnue, le premier réflexe serait d’estimer l’erreur de prédiction
par

1

n

n∑

i=1

(yi − f̂ψ(xi))
2,
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cependant cette quantité n’est pas un bon estimateur de l’erreur de prédiction car elle ne
mesure que la qualité de l’adéquation sur les données observées. L’idée de la validation

croisée est de remédier à ce problème en considérant plutôt les fonctions f̂
[m]
ψ obtenues de

la même manière que f̂ψ mais en enlevant la m-ième observation (xm, ym) des données
(xi, yi)i=1,...,n. On approche alors l’erreur de prédiction par

V (ψ) =
1

n

n∑

m=1

(ym − f̂ [m]
ψ (xm))2

ce qui permet de garantir l’indépendance de f̂
[m]
ψ et de l’observation où on fait la prédiction.

Le vecteur ψ0 qui minimise V (ψ) est l’estimateur de la validation croisée ordinaire ou leave-
one-out. Si le nombre de données n est grand, il est classique d’utiliser la validation croisée
sur des sous-ensembles plus grands de l’ensemble des données, on parle alors de validation
croisée stratifiée (K-fold cross validation). Le principe est simple : on partitionne l’ensemble
des données en K sous-ensembles et on approche l’erreur de prédiction sur un des sous-
ensembles en utilisant les données des autres-sous ensembles pour calculer la fonction f̂ψ.

Notons que l’on peut écrire V (ψ) sous une forme ne faisant pas intervenir les fonctions f̂
[m]
ψ

mais seulement f̂ψ à l’aide du lemme de validation croisée (leave-one-out lemma, Wahba
(1990)). Cette écriture évite de résoudre n problèmes de régression régularisée, un pour

chaque fonction f̂
[m]
ψ . Dans le cas particulier de la SVR avec fonction de coût L2 (Kernel

Ridge Regression) on a

V (ψ) =
1

n

n∑

i=1

(
yi − tki(

tKK + λIn)−1tKy

1− tki(
tKK + λIn)−1ki

)2

où ki = t(k(x1,xi), . . . , k(x1,xi)) ce qui permet d’éviter n minimisations. De plus, selon la
forme du noyau k choisi, cette formulation permet aussi dans certains cas de calculer les
dérivées de V (ψ) par rapport aux hyper-paramètres contenus dans ψ et par conséquent de
mettre en oeuvre une procédure de minimisation rapide de V (ψ) à l’aide de ses dérivées,
voir par exemple Chapelle (2004). Citons aussi la validation croisée généralisée ou GCV
proposée par Wahba (1998) qui permet d’apporter certaines propriétés d’invariance que
n’a pas la validation croisée ordinaire.

Approche bayésienne

Nous avons souligné précédemment les liens entre processus gaussiens et régression régu-
larisée dans un RKHS, ce qui lie ainsi processus gaussiens et SVR. Or la modélisation par
processus gaussiens bénéficie d’autres techniques permettant de choisir les paramètres du
noyau, par exemple l’adéquation à un variogramme (Vasquez 2005). Un autre outil inté-
ressant consiste à exploiter la vraisemblance des données en fonction des paramètres du
noyau (Vasquez 2005) et d’y incorporer de la connaissance à travers le formalisme bayésien
(Santner et al. 2003). Les deux méthodes bayésiennes appliquées en SVR que nous présen-
tons ici s’inspirent de ces idées.
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La première approche introduite par Gao, Gunn, Harris and Brown (2002) propose d’écrire
le problème de minimisation

min
f∈F

C
n∑

i=1

l(f(xi), yi) +
1

2
‖f‖2F

comme la maximisation d’une distribution a posteriori. En notant D = {(xi, yi)i=1,...,n}
l’ensemble d’apprentissage et f(X) = t [f(x1), . . . , f(xn)], on peut écrire la règle de Bayes

P (f(X)|D) =
P (D|f(X))P (f(X))

P (D)

où P (f(X)|D) est la distribution a posteriori, P (D|f(X)) et P (f(X)) sont des distribu-
tions a priori (connues) et P (D) est l’a priori. La première hypothèse faite par Gao et al.
(2002) est que les données D ont été générées i.i.d. selon

P (x, y) = P (y|x)P (x) = P (y − f(x))P (x)

avec

P (y − f(x)) ∝ exp (−Cl(y − f(x))) .

Sous cette hypothèse, on a alors

P (D|f(X)) = G(C) exp

(
−C

n∑

i=1

l(yi − f(xi))

)

oùG(C) est une constante de normalisation qui ne dépend que de C. Dans un second temps,
on s’inspire de la modélisation par processus gaussiens où le noyau auto-reproduisant k
est vu comme une fonction de covariance, ce qui nous amène à considérer la distribution a
priori sur f(X) égale à

P (f(X)) =
1

(2π)n/2
√

detK
exp

(
−1

2
t
f(X)K−1f(X)

)

où K est la matrice n×n composé des éléments Kij = k(xi,xj) définie précédemment. La
règle de Bayes donne alors

P (f(X)|D) =
G(C)

(2π)n/2
√

detKP (D)
exp

(
−C

n∑

i=1

l(yi − f(xi))−
1

2
t
f(X)K−1f(X)

)
.

Un estimateur de f(X) est le maximum a posteriori (MAP) qui maximise la distribution a
posteriori P (f(X)|D), ou plus simplement dans notre cas la fonction dans l’exponentielle.
Ainsi l’estimateur MAP de f(X) est le minimum de

C

n∑

i=1

l(yi − f(xi)) +
1

2
t
f(X)K−1f(X).
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Si l’on note f̂ la solution SVR, on a f̂(X) = Ka. De plus, le théorème du représentant et
la propriété de reproduction impliquent directement que ‖f̂‖F = taKa, d’où

‖f̂‖F = taKK−1Ka

=
t

f̂(X)K−1f̂(X)

ce qui montre que le point de vue MAP est équivalent à la SVR. Dans ce cadre, Gao et al.
(2002) se limite à la fonction de coût ǫ-insensible et propose d’estimer la constante C par
la méthode d’approximation de l’a priori. Rappelons que l’a priori est P (D) et n’est pas
calculable analytiquement. Les auteurs proposent un développement de Taylor au second
ordre qui leur permet d’en déduire une procédure itérative pour trouver la constante C
qui maximise l’a priori. Remarquons toutefois que les auteurs ne donnent pas d’indication
pour choisir les autres hyper-paramètres, notamment ceux du noyau. Pour ce faire, on peut
encore s’inspirer de la modélisation par processus gaussiens, voir Vasquez (2005).

La seconde méthode que nous détaillons est due à Van Gestel, Espinoza, Baesens, Suy-
kens, Brasseur and De Moor (2006) et se base aussi sur un modèle hiérarchique. Elle est
cependant plus complexe que la méthode précédente car elle prend en compte tous les
hyper-paramètres d’une SVR et nécessite par conséquent plus d’étages. En reprenant les
notations de l’introduction, les auteurs se placent dans le cadre de la SVR avec fonction
de coût quadratique et considèrent donc le problème de minimisation

min
w, b

C
n∑

i=1

(yi − 〈w,Φ(xi)〉 − b)2 +
1

2
‖w‖2.

En notant D = {(xi, yi)i=1,...,n} comme précédemment et H le vecteur constitué de tous
les hyper-paramètres, le modèle hiérarchique est construit sur trois niveaux :

1. Au premier niveau on suppose C et H connus. La formule de Bayes donne alors

P (w, b|D, logC,H) =
P (D|w, b, logC,H) P (w, b| logC,H)

P (D| logC,H)
.

Le dénominateur n’est qu’une constante de normalisation. Le premier facteur au dé-
nominateur reflète comme dans la méthode précédente l’erreur que l’on suppose sur
les données, ici des erreurs i.i.d. gaussiennes. Le second facteur se traite en posant
un a priori gaussien pour w (équivalent à la modélisation par processus gaussiens
mentionnée précédemment) et un a priori non-informatif sur b, les deux étant indé-
pendants.

2. La constante C est traitée au deuxième niveau :

P (logC|D,H) =
P (D| logC,H) P (logC|H)

P (D|H)
.

Les distributions a priori utilisées mènent à

P (logC|D,H) ∝ P (D| logC,H)
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qui est calculé facilement à partir du résultat du niveau 1.

3. La distribution a posteriori de H est obtenue au niveau 3 avec

P (H|D) ∝ P (D|H) P (H).

Pour plus de détails on pourra consulter Van Gestel et al. (2006). L’inconvénient mani-
feste de cette technique est sont coût calculatoire, en effet chaque niveau implique une
maximisation à effectuer numériquement.

Approche par hyper-noyaux

L’approche par hyper-noyaux (hyperkernels en anglais) proposée par Ong, Smola and
Williamson (2005) a pour but de développer un cadre théorique pour le choix du meilleur
noyau possible pour une SVR, et permettre un choix automatique de ce noyau. Cette mé-
thode est basée sur la définition d’un RKHS sur l’ensemble des noyaux lui-même. Cette
procédure permet alors d’écrire un problème d’estimation similaire à une minimisation du
risque empirique régularisé que nous avons évoquée précédemment. Plus précisément, les
auteurs définissent tout d’abord le concept de qualité empirique (d’un noyau) : pour un
noyau k et un ensemble de données X,Y , une fonction de qualité empirique Qemp(k,X, Y )
est une fonction qui ne dépend de k qu’à travers k(xi,xj) où xi,xj ∈ X pour 1 ≤ i, j ≤ n.
En d’autres termes, Qemp est une fonction qui indique à quel point un noyau k est adapté
à des données X,Y : elle peut donc être utilisée pour trouver un k qui donne une valeur
de Qemp optimale. Cependant ce noyau k sera optimal pour un ensemble de données X,Y
fixé, mais pas obligatoirement pour d’autres jeux de données. On est donc confronté au
même problème de généralisation qu’en régression. Pour faire face à ce phénomène, nous
avons vu qu’en régression il est possible de contraindre la régression pour aboutir à un
problème de régression régularisée en considérant un RKHS contenant les fonctions sur
lesquelles on fait la minimisation et en régularisant à l’aide de la norme sur ce RKHS.
Les auteurs proposent de suivre exactement la même démarche pour la qualité empirique
en construisant un RKHS contenant les noyaux sur lesquels on fait la minimisation et en
régularisant à l’aide de la norme sur cet espace. Un tel espace est appelé Hyper-RKHS. En
notant X := X ×X et en remarquant qu’un noyau est une fonction k : X → R la définition
d’un Hyper-RKHS est la suivante :

Définition 3.13 (Hyper Reproducing Kernel Hilbert Space). Soit X un ensemble non vide
et X := X × X . L’espace de Hilbert F de fonctions k : X → R muni du produit scalaire
〈·, ·〉F est appelé Hyper-espace de Hilbert à noyau reproduisant s’il existe un hyper-noyau
k : X × X → R possédant les propriétés suivantes :

1. k possède la propriété de reproduction :

∀k ∈ F , 〈k, k(x, ·)〉 = k(x)

et en particulier 〈k(x1, ·), k(x2, ·)〉 = k(x1,x2).
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2. L’espace engendré par k(x, ·) lorsque x parcourt X est dense dans F .

3. k(x,y, s, t) = k(y,x, s, t) pour tous x,y, s, t ∈ X .

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire d’inclure la propriété 2 dans la définition, voir Vas-
quez (2005). Cette définition est donc identique à celle d’un RKHS avec la propriété de
symétrie pour les deux premiers arguments imposée par la propriété 3 (et par conséquent
pour les deux derniers arguments aussi).
Il est alors possible de minimiser une qualité empirique régularisée. Les auteurs se limitent à
la recherche d’un minimum parmi les noyaux définis positifs sur le jeu de données considéré
(i.e. la matrice K associé à k est définie positive). Le problème est donc le suivant :

min
k∈F

Qemp(k,X, Y ) +
λQ

2
‖k‖2F

pour k produisant une matrice définie positive sur X, où λQ > 0 est une constante de
régularisation et ‖k‖2F est la norme sur le Hyper-RKHS F . L’intérêt d’avoir construit
un Hyper-RKHS pour les noyaux est que cette minimisation bénéficie du théorème du
représentant :

Théorème 3.14 (Théorème du représentant pour les Hyper-RKHS). Soit X un ensemble
quelconque non vide, Qemp une fonction de qualité empirique quelconque et X,Y un jeu de
données. On cherche à résoudre le problème de minimisation

min
k∈F

Qemp(k,X, Y ) +
λQ

2
‖k‖2F

où λQ > 0. Alors toute solution k̂ ∈ F de ce problème admet une représentation de la
forme

∀x,x′ ∈ X , k̂(x,x′) =

n∑

i,j=1

βijk((xi,xj), (x,x
′))

où βij ∈ R pour tout 1 ≤ i, j ≤ n.
Démonstration. C’est une application directe du théorème du représentant 3.12, voir Ong
et al. (2005).

Ce théorème implique donc que le minimum du problème régularisé est une combinaison li-
néaire d’hyper-noyaux. Remarquons cependant qu’il n’est pas garanti que ce minimum soit
défini positif ce qui exclut dans un second temps de construire un RHKS avec ce noyau :
il faut donc ajouter des contraintes à la minimisation. S’il est possible de contraindre le
problème directement sur le noyau k̂, les auteurs choisissent de contraindre plutôt les co-
efficients βij en imposant leur positivité et en imposant que toutes les fonctions soient des
noyaux définis positifs. Cette méthode peut bien entendu ne pas donner un minimum, mais
elle conduit à un problème d’optimisation plus facile à traiter en pratique.
Finalement, en prenant par exemple Qemp(f,X, Y ) = Remp(f,X, Y ) + λ

2‖f‖2F et une fonc-
tion de coût l le problème s’écrit

min
k∈F

min
f∈Fk

1

n

n∑

i=1

l(f(xi), yi) +
λ

2
‖f‖2F +

λQ

2
‖k‖2F .
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Le minimum peut alors s’écrire comme solution d’un problème de programmation semi-
définie (semidefinite programming, ou SDP). Les auteurs fournissent un certain nombre
d’exemples d’une telle optimisation. Enfin, remarquons que les auteurs exhibent une ana-
logie entre leur approche et un modèle hiérarchique bayésien constitué d’hyper-a priori
(Bishop (1995), Chapitre 10).

3.5.4 Application aux estimateurs du maximum de vraisemblance

Dans cette partie nous expliquons comment la SVR permet d’approcher la loi d’un estima-
teur bootstrap θ̂

∗

n du maximum de vraisemblance. Nous reprenons le début de l’explication
de la section 3.4.5 pour les polynômes de chaos.
Plaçons-nous dans le cadre de la section 3.3.3 où l’on considère le modèle

Yi = f(ci,θ0) + ǫi

et où on estime θ par l’estimateur du maximum de vraisemblance

θ̂n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(Yi − f(ci,θ))Σ
−1t(Yi − f(ci,θ)).

L’estimateur bootstrap θ̂
∗

n est alors

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

où pour tout 1 ≤ i ≤ n, νi est un vecteur aléatoire de dimension q distribué selon une
loi connue. Ici nous supposons que l’on a utilisé le bootstrap paramétrique, c’est-à-dire
que νi suit une gaussienne de moyenne µ et de matrice de variance-covariance Γ diagonale
estimées à partir des résidus du modèle. On a vu que la formule (3.2) permet d’exprimer

θ̂
∗

n comme une fonction des νi :

θ̂
∗

n = φ(ν1, . . . ,νn)

où

φ(u1, . . . ,un) = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + ui − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + ui − f(ci,θ)

)
.

Sous cette forme, le vecteur aléatoire θ̂
∗

n est une fonction de n vecteurs aléatoires νi. En

notant θ̂∗n(j) la j-ième composante du vecteur θ̂
∗

n pour j = 1, . . . , p et νi(k) la k-ième
composante du vecteur νi pour k = 1, . . . , q on peut écrire que

θ̂∗n(j) = φj

(
ν1(1), . . . ,ν1(q), . . . ,νn(1), . . . ,νn(q)

)
,

c’est-à-dire que chaque composante θ̂∗n(j) de θ̂
∗

n est une variable aléatoire fonction de nq
variables aléatoire νi(k) pour i = 1, . . . , n et k = 1, . . . , q. En mettant bout à bout les
νi(k) et en les standardisant on forme un vecteur ξ de taille r = nq tel que

θ̂∗n(j) = φj

(
ξ
)

= φj

(
ξ1, . . . , ξr

)
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où les ξi pour i = 1, . . . , r sont des gaussiennes indépendantes standard. On peut donc
voir ce problème comme un problème de SVR où les données d’apprentissage sont les m
observations (ξl, θ̂

∗

l (j))l=1,...,m (pour simplifier les notations nous enlevons la dépendance

en n de θ̂∗n(j)). A partir de ces observations et en se donnant un noyau k(j) on va construire
une fonction φ̂j solution d’une régression régularisée qui a la forme classique

φ̂j

(
ξ
)

=
m∑

l=1

a
(j)
l k(j) (ξl, ξ) + b̂(j).

3.5.5 Application aux modèles de cinétique chimique

Dans cette partie nous appliquons la méthodologie SVR pour les estimateurs du maximum
de vraisemblance aux différents modèles de cinétiques chimiques du chapitre 1 pour illustrer
la précision de notre approche.

Application au modèle HDS

Nous reprenons ici les détails déjà fournis dans la section 3.4.6.
Les paramètres du modèle simplifié d’HDS dans le cas de pondérations unitaires sont
estimés via la relation

(k̂, α̂) = arg min
k,α

10∑

i=1

(Si − Sk,α(ti))
2 .

Notons k̂obs = 1.87 et α̂obs = 1.25 les paramètres optimaux solutions de la minimisation
précédente en utilisant les données présentées dans le tableau 1.1. On peut calculer les
résidus observés νi :

νi = Si − Sk̂obs,α̂obs

(ti)

pour i = 1, . . . , 10. On fait l’hypothèse que les erreurs νi sont indépendantes et de même
loi normale N (µ, σ2) où µ = −18.3 et σ2 = 15846 ont été estimés à partir des νi. On écrit
alors

(k̂, α̂) = φ(ξ1, . . . , ξ10)

où ξi = (νi − µ)/σ pour i = 1, . . . , 10, soit encore

k̂ = φ1(ξ
1, . . . , ξ10)

α̂ = φ2(ξ
1, . . . , ξ10).

Générons maintenant des données (ξj)j=1,...,N avec N = 50 par exemple et calculons les

réalisations correspondantes (k̂j , α̂j). Le jeu de données (ξj , k̂j)j=1,...,N va nous servir à

estimer φ1 par φ̂1 de même que le jeu de données (ξj , α̂j)j=1,...,N pour estimer φ̂2.

Pour φ̂1 et φ̂2 on utilise un noyau gaussien et une fonction de coût L1. De plus, la constante
de régularisation et le paramètre du noyau sont dans les deux cas estimés par validation
croisée ordinaire. Une fois obtenues les estimations SVR φ̂1 et φ̂2, on génère B = 10000
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nouvelles données supplémentaires (ξj)j=1,...,B pour évaluer la capacité de généralisation
de nos estimations et on calcule donc

k̃j = φ̂1(ξj)

α̃j = φ̂2(ξj)

pour j = 1, . . . , B. Parallèlement nous effectuons la procédure bootstrap sur les données
supplémentaires (ξj)j=1,...,B , c’est-à-dire que l’on évalue par optimisation

k̂j = φ1(ξj)

α̂j = φ2(ξj)

pour j = 1, . . . , B. La distribution empirique des (k̂j)j=1,...,B et (α̂j)j=1,...,B est la distri-
bution bootstrap, alors que la distribution empirique des (k̃j)j=1,...,B et (α̃j)j=1,...,B est la
distribution approchée du bootstrap avec seulement N = 50 optimisations. Ces deux dis-
tributions sont comparées dans la figure 3.8. La région de confiance utilisant l’échantillon
bootstrap et la région de confiance approchée par SVR sont aussi comparées dans la figure
3.8.
Les résultats montrent une très bonne capacité de généralisation de la SVR. En effet, les
deux distributions empiriques sont quasiment indiscernables. La SVR nous permet donc de
générer des échantillons de variables aléatoires de loi très proche de la loi de l’estimateur
bootstrap, mais en réduisant de manière très significative le nombre d’optimisations et par
conséquent le temps CPU nécessaire pour obtenir un échantillon.

Application à l’isomérisation du n-butane

Rappelons que dans la section 3.3.4 nous avons étudié les résidus d’un premier modèle qui
ne satisfaisait pas les hypothèses du bootstrap, ce qui nous a conduit à utiliser le modèle
logarithmique de la forme

log(Y
(0)
i ) = log(f (0)(ci,θ0)) + ǫi

que l’on reformule en
Yi = f(ci,θ0) + ǫi

où Yi = log(Y
(0)
i ) et f = log(f (0)). Rappelons aussi les significations physiques des diffé-

rentes variables :

– Y(0) = (Y 1, Y 2), Y 1 fraction molaire de nC4, Y 2 fraction molaire de C3 et C5 (regrou-
pés). Y est donc un vecteur de dimension 2. La troisième composante de Y(0) (fraction
molaire de iC4) n’est pas incluse ici car les trois sorties sont liées (la somme des fractions
molaires vaut 1) ;

– c = (T, ppH,H2/HC, nC40) est le vecteur des conditions opératoires ;

– θ0 = (P1, . . . , P8) est le vecteur des 8 paramètres inconnus.
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Fig. 3.8 – Distribution approchée des estimateurs k̂ et α̂ par SVR (haut). En trait plein
la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution empirique approchée.
Région de confiance approchée par SVR (bas). Les croix représentent les réalisations de
l’estimateur bootstrap et les ronds celles de l’estimateur SVR du bootstrap. Les réalisations
de k̂ sont en abscisse et celles de α̂ en ordonnée.
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On dispose de n = 63 mesures expérimentales (Y
(0)
i , ci)i=1,...,n c’est-à-dire de manière

équivalente de données (Yi, ci)i=1,...,n. En suivant la procédure décrite dans la section
3.5.4 on est alors ramené à estimer les fonctions φj telle que

θ̂∗n(j) = φj

(
ξ
)

= φ
(
ξ1, . . . , ξr

)

où r = nq = 63.2 = 126 et 1 ≤ j ≤ 8 (dimension du vecteur θ). Pour estimer ces 8

fonctions par SVR, nous allons générer des données d’apprentissage (ξl, θ̂
∗

l )l=1,...,m pour
m = 200, c’est-à-dire que l’on génère 200 jeux de résidus bootstrap et que l’on effectue une
optimisation sur chacun de ces jeux pour calculer la valeur de θ̂

∗

l correspondante soit en
tout 200 optimisations (temps CPU de l’ordre de la journée en tout). Pour estimer φj on

utilise alors les données (ξl, θ̂
∗

l (j))l=1,...,m.
Pour chacune des fonctions φj nous avons utilisé un noyau gaussien de paramètre fixé
par validation croisée ordinaire, ainsi qu’une fonction de coût L1 et une constante de
régularisation choisie elle aussi par validation croisée ordinaire. Nous avons ainsi obtenu
les fonctions φ̂j pour 1 ≤ j ≤ 8 qui approchent les fonctions φj . Pour tester la capacité de
généralisation de chacune d’entre elles, on génère des données supplémentaires (ξl)l=1,...,B

avec B = 1000, ce qui permet d’obtenir un échantillon

θ̃∗l (j) = φ̂j

(
ξl

)

pour l = 1, . . . , B et 1 ≤ j ≤ 8 et où l’on a oublié la dépendance en n de θ̃∗n(j) pour simplifier
les notations. La distribution empirique de θ̃∗(j) obtenue à l’aide de cet échantillon est
comparé à un échantillon bootstrap classique de taille B = 1000 dans la figure 3.9.

Les résultats obtenus montrent comme pour le modèle HDS que l’approximation par SVR
est excellente pour tous les paramètres sauf le septième, avec seulement 200 optimisa-
tions. En effet regardons de plus près la prédiction pour le paramètre P7. Les distributions
empiriques sont présentées dans la figure 3.10.

Pour ce paramètre, la prédiction ne réussit pas à rendre compte de la queue de la distribu-
tion bootstrap. Avec seulement 200 points la fonction φ7 n’est donc pas suffisamment bien
approchée. Nous verrons dans la section 3.5.6 comment résoudre ce problème sans avoir à
augmenter le nombre de points.

Application à l’isomérisation du n-pentane

Appliquons maintenant la régression SVR à l’approximation de l’estimateur bootstrap du
modèle de l’isomérisation du n-pentane. Le modèle est le suivant :

Yi = f(ci,θ0) + ǫi

où les différentes variables sont :

– Y = (Y 1, . . . , Y 15), les Y i étant les fractions molaires des treize sorties du modèle ;

– c est le vecteur des conditions opératoires et de charge ;
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Fig. 3.9 – Distribution approchée des paramètres de l’isomérisation du n-butane par SVR.
En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution empirique
approchée.
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Fig. 3.10 – Distribution approchée du paramètre P7 de l’isomérisation du n-butane par
SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution
empirique approchée.
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– θ0 = (P1, . . . , P20) est le vecteur des 20 paramètres inconnus.

On dispose de n = 59 mesures expérimentales (Yi, ci)i=1,...,n. En suivant la procédure
décrite dans la section 3.5.4 on est alors ramené à estimer les fonctions φj telle que

θ̂∗n(j) = φj

(
ξ
)

= φ
(
ξ1, . . . , ξr

)

où r = nq = 59× 15 = 885 et 1 ≤ j ≤ 20 (dimension du vecteur θ0). Pour estimer ces 20

fonctions par SVR, nous allons générer des données d’apprentissage (ξl, θ̂
∗

l )l=1,...,m pour
m = 250, c’est-à-dire que l’on génère 250 jeux de résidus bootstrap et que l’on effectue une
optimisation sur chacun de ces jeux pour calculer la valeur de θ̂

∗

l correspondante soit en
tout 250 optimisations (temps CPU de l’ordre de la journée en tout). Pour estimer φj on

utilise alors les données (ξl, θ̂
∗

l (j))l=1,...,m.
Pour chacune des fonctions φj nous avons utilisé un noyau gaussien de paramètre fixé
par validation croisée ordinaire, ainsi qu’une fonction de coût L1 et une constante de
régularisation choisie elle aussi par validation croisée ordinaire. Nous avons ainsi obtenu
les fonctions φ̂j pour 1 ≤ j ≤ 20 qui approchent les fonctions φj . Pour tester la capacité de
généralisation de chacune d’entre elles, on génère des données supplémentaires (ξl)l=1,...,B

avec B = 1000, ce qui permet d’obtenir un échantillon

θ̃∗l (j) = φ̂j

(
ξl

)

pour l = 1, . . . , B et 1 ≤ j ≤ 20 et où l’on a oublié la dépendance en n de θ̃∗n(j) pour sim-
plifier les notations. La distribution empirique de θ̃∗(j) obtenue à l’aide de cet échantillon
est comparé à un échantillon bootstrap classique de taille B = 1000 dans les figures 3.11,
3.12, 3.13, 3.14 et 3.15.

Comme dans le cas de l’isomérisation du n-butane, les approximations SVR avec seulement
250 points (c’est-à-dire 250 optimisations bootstrap) sont excellentes malgré la dimension
du problème (SVR dans un espace de dimension r = 885 pour les entrées). Les seules ap-
proximations qui sont moins bonnes sont celles obtenues pour les paramètres qui présentent
une queue de distribution marquée, par exemple les paramètres P15 ou P19. Nous avons
déjà remarqué ce phénomène pour l’isomérisation du n-butane, et nous proposons dans la
section suivante une méthode permettant d’améliorer cette estimation. Remarquons enfin
que le paramètre σ2 du noyau gaussien choisi par validation croisée ordinaire est élevé, et ce
pour chacune des 20 approximations SVR. Autrement dit, nous travaillons en très grande
dimension (r = 885) mais l’on impose aux approximations d’être extrêmement régulières
(voir la remarque sur le lien entre σ2 et la régularité dans la section 3.5.2 sur les RKHS).

3.5.6 Utilisation des dérivées en SVR et applications

Dans cette partie nous nous intéressons maintenant à l’introduction d’information sur les
dérivées du modèle pour améliorer la capacité de prédiction d’une SVR, comme nous l’avons
fait pour les polynômes de chaos dans la section 3.4.7. Nous reprenons donc les explications
de cette section : rappelons que l’estimateur bootstrap peut s’écrire :

θ̂
∗

n = φ
(
ξ1, . . . , ξr

)
.



124 Analyse d’incertitudes

5 0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

5 0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

5 0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

5 0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Fig. 3.11 – Distribution approchée des paramètres P1 à P4 de l’isomérisation du n-pentane
par SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution
empirique approchée.
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Fig. 3.12 – Distribution approchée des paramètres P5 à P8 de l’isomérisation du n-pentane
par SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution
empirique approchée.
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Fig. 3.13 – Distribution approchée des paramètres P9 à P12 de l’isomérisation du n-pentane
par SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution
empirique approchée.
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Fig. 3.14 – Distribution approchée des paramètres P13 à P16 de l’isomérisation du n-
pentane par SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la
distribution empirique approchée.
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Fig. 3.15 – Distribution approchée des paramètres P17 à P20 de l’isomérisation du n-
pentane par SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la
distribution empirique approchée.
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On supposera ici sans perte de généralité que θ̂
∗

n est de dimension 1. On pourra étendre
les résultats facilement à une dimension quelconque puisque dans le cas général chaque
composante de θ̂

∗

n est approchée individuellement. On approche φ par SVR à l’aide de
données d’apprentissage. On a vu précédemment que connaître les dérivées de φ permet
de réduire grandement le nombre de données nécessaires pour la régression.
Ici l’expression de φ est complexe car obtenue à partir d’une minimisation. Cependant le
théorème des fonctions implicites permet d’exprimer les dérivées de φ en fonction de celle
de la fonction f du modèle. On a

θ̂
∗

n = arg min
θ∈Θ

n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

= arg min
θ∈Θ

G(θ, ξ1, . . . , ξr).

On peut alors écrire que
∂G

∂θ
(θ̂

∗

n, ξ
1, . . . , ξr) = 0.

Le théorème des fonctions implicites implique que θ̂
∗

n = φ
(
ξ1, . . . , ξr

)
et en dérivant il vient

∂2G

∂θ2

∂φ

∂ξ
+

∂2G

∂θ∂ξ
= 0,

soit finalement
∂φ

∂ξ
= −

(
∂2G

∂θ2

)−1
∂2G

∂θ∂ξ
.

Or G s’écrit sous la forme

G(θ, ξ1, . . . , ξr) =
n∑

i=1

(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)
Σ−1

t
(
f(ci, θ̂obs) + νi − f(ci,θ)

)

=
n∑

i=1

q∑

j=1

1

σ2
j

(
f q(ci, θ̂obs) + νi(j)− f q(ci,θ)

)2

=
n∑

i=1

q∑

j=1

1

σ2
j

(
f j(ci, θ̂obs) + ξl − f j(ci,θ)

)2

où l = i.j, f j est la j-ième composante de f et Σ = diag(σ2
1, . . . , σ

2
q ). Cette dernière ex-

pression de G permet donc d’exprimer directement les matrices
∂2G

∂θ2 et
∂2G

∂θ∂ξ
en fonction

des dérivées premières et secondes de f par rapport aux paramètres θ. Par conséquent si
les dérivées premières et secondes de la fonction f du modèle par rapport aux paramètres
sont connues, les dérivées partielles de la fonction φ le sont elles aussi.

Le principal point qu’il nous reste à examiner concerne la façon de tenir compte des valeurs
des dérivées de φ pour calculer φ̂. Si cette question était facile à traiter pour les polynômes
de chaos, ce n’est plus le cas en SVR. En effet elle rentre dans le cadre du problème de
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l’estimation simultanée d’une fonction et de ses dérivées. Deux méthodes ont été proposées
dans la littérature.
La première est basée sur des résultats concernant les processus gaussiens qui, replacé
dans le cadre de la régression régularisée dans un RKHS, peuvent être appliqués en SVR.
Elle repose sur l’estimation de plusieurs sorties simultanément (Vasquez and Walter 2003)
qui a par la suite été étendue à l’estimation d’une sortie et de ses dérivées (Vasquez and
Walter 2005). Cette méthode requiert peu de changements dans la procédure de recherche
de la solution SVR, en effet elle rajoute tout simplement une coordonnée au vecteur des
entrées x noté β, qui peut prendre des valeurs comprises entre 1 et p où p est la taille du
vecteur des sorties. Les auteurs définissent alors un noyau de la forme k([x β], [x′ β′]) et
son RKHS associé. La procédure reste donc inchangée puisque l’on travaille toujours sur
le même type de fonctionnelle (risque empirique et terme de régularisation) à minimiser,
la seule différence étant un noyau défini sur un ensemble de dimension plus grande.
La seconde méthode a été proposée par Lázaro, Santamaría, Pérez-Cruz and Artés-Rodríguez
(2003) pour une seule sortie et une dérivée pour une fonction de coût ǫ-insensible. Elle est
basée sur l’idée de rajouter des contraintes supplémentaires dans la minimisation de la
norme de l’hyperplan w, ou de manière équivalente un terme de pénalité supplémentaire
dans la minimisation. Ce terme est une contrainte sur les valeurs de la dérivées, dont l’er-
reur doit être comprise dans un tube de largeur ǫ′. L’inconvénient de cette méthode est que
la solution n’est plus obtenue par résolution d’un problème QP et nécessite d’avoir recours
à un algorithme itératif appelé IRWLS (IteRative Weighted Least Squares), voir Pérez-
Cruz, Alarcón-Diana and Artés-Rodríguez (2000). Cette idée a par la suite été étendue à
un nombre de sorties et de dérivées quelconques pour une fonction de coût L2, voir Pérez-
Cruz, Alarcón-Diana and Artés-Rodríguez (2004) ou Lázaro, Santamaría, Pérez-Cruz and
Artés-Rodríguez (2005) pour deux approches différentes, la première utilisant des résolu-
tions itératives de systèmes linéaires et la seconde l’algorithme IRWLS.

Ici nous ne donnons pas de détails sur ces différentes méthodes. Présentons tout d’abord
le résultat obtenu avec la méthode de Lázaro et al. (2005) sur le modèle HDS avec N = 10
données d’apprentissage et les r = 10 dérivées partielles. Les distributions approchées des
paramètres sont représentées dans la figure 3.16, ainsi que la région de confiance approchée.
On peut remarquer que l’on obtient la même qualité d’approximation que précédemment
avec cette fois seulement N = 50 points.
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Fig. 3.16 – Distribution approchée des estimateurs k̂ et α̂ par SVR et dérivées (haut).
En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution empirique
approchée. Région de confiance approchée par SVR et dérivées (bas). Les croix repré-
sentent les réalisations de l’estimateur bootstrap et les ronds celles de l’estimateur SVR
du bootstrap. Les réalisations de k̂ sont en abscisse et celles de α̂ en ordonnée.
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Nous nous intéressons ensuite à l’utilisation de la méthode de Lázaro et al. (2005) sur
l’isomérisation du n-butane avec 50 données d’apprentissage et les valeurs des r = 126
dérivées partielles. Nous utilisons 50 optimisations bootstrap, contre 250 précédemment.
Les distributions approchées des 8 paramètres sont représentées dans la figure 3.17, et nous
insistons plus particulièrement sur le paramètre P7 dans la figure 3.18.
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Fig. 3.17 – Distribution approchée des paramètres de l’isomérisation du n-butane par SVR.
En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution empirique
approchée.

Contrairement à ce qu’il se passait précédemment pour P7 avec 250 optimisations, ici nous
arrivons à rendre compte parfaitement de la queue de distribution de P7. Nous disposons
avec les dérivées de l’équivalent de 127 × 50 = 6350 données d’apprentissage, ce qui nous
permet d’approcher beaucoup plus précisément la fonction φ7.

3.5.7 Limitations de l’approche par SVR

La méthode SVR pour approcher la loi de l’estimateur bootstrap des paramètres d’un
modèle de régression donne des résultats tout à fait satisfaisants comme nous l’avons
souligné dans les sections précédentes. Cependant, cette approche ne rend pas toujours
compte d’éventuelles queues de distribution plus importantes que celle d’une gaussienne
par exemple.
L’ajout d’information pour les dérivées permet de régler ce problème mais souffre de deux
défauts importants. D’une part, il faut pouvoir avoir accès aux dérivées secondes du modèle
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Fig. 3.18 – Distribution approchée du paramètre P7 de l’isomérisation du n-butane par
SVR. En trait plein la distribution empirique bootstrap et en pointillé la distribution
empirique approchée. On remarquera ici qu’elles sont indiscernables.
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de régression. Dans le modèle HDS elles s’obtiennent analytiquement. Dans le cas général
en revanche, il faut envisager des outils adaptés. La différentiation automatique de code
est une des solutions (Corliss, Faure, Griewank, Hascoet and Naumann 2000), tout comme
les méthodes adjointes. On peut aussi dans un premier temps approcher les dérivées par
différence finie. Mais à l’exception de cette dernière idée, les méthodes de différentiation
automatique et les méthodes adjointes peuvent être difficiles à mettre en place. La solution
que nous avons adopté pour l’isomérisation du n-butane repose sur les méthodes adjointes.
Par ailleurs, la méthode de Lázaro et al. (2005) pour prendre en compte les dérivées impose
de travailler sur des matrices de dimension (1 + r)N × (1 + r)N . Nous avons pu faire ces
calculs pour l’isomérisation du n-butane, dont nous avons présenté les résultats dans la
section précédente. Le cas de l’isomérisation du n-pentane ne peut être traitée avec cette
méthode avec un temps de calcul raisonnable. Il implique, en effet, de manipuler par
exemple des matrices de dimension 8000× 8000 si l’on choisit N = 20 seulement.



Chapitre

4

Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité est l’étude qui suit une analyse d’incertitudes pour laquelle nous
avons introduit diverses méthodes au chapitre précédent.
Nous nous placerons dans ce chapitre dans le cadre d’un modèle général de la forme

Y = η(X) (4.1)

où η : R
d → R, Y ∈ R, X = (X1, . . . , Xd). Nous proposons dans un premier temps de

discuter du problème des facteurs corrélés en analyse de sensibilité, et montrons que les
méthodes existantes ne sont pas entièrement satisfaisantes pour estimer les indices de sen-
sibilité. Nous présentons ensuite deux approches originales pour les estimer dans le cas de
facteurs corrélés. La première approche repose sur l’utilisation d’outils non-paramétriques,
en passant par l’estimation de moments conditionnels par polynômes locaux. Nous exhi-
bons quelques-unes de ses propriétés de convergence et nous la testons à la fois sur des
modèles analytiques et sur l’isomérisation du n-butane. La seconde approche repose quant
à elle sur des techniques semi-paramétriques sur l’estimation d’intégrales de fonctionnelles
de densité. Nous lui consacrons la troisième partie de ce chapitre où nous montrons que
cet estimateur atteint bien asymptotiquement la vitesse de convergence optimale. Nous
l’étudions également sur des modèles analytiques.

4.1 Le problème des facteurs corrélés

Nous commençons tout d’abord par commenter quelques difficultés dues à des facteurs
qui ne sont pas indépendants, et notamment la difficulté d’interprétation des indices de
sensibilité dans ce cas.
Quand les facteurs sont indépendants, nous avons vu précédemment que la somme des
indices de sensibilité est égale à 1. Cette propriété découle d’une décomposition orthogo-
nale de la fonction η, voir la section 2.2.3 par exemple. Les indices de sensibilité sont donc
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des quantités naturelles issues de cette décomposition ANOVA fonctionnelle. Cependant,
quand les facteurs sont corrélés, cette propriété n’est plus vérifiée car une telle décompo-
sition ne peut pas être effectuée sans prendre en compte la loi jointe des facteurs. Si les
facteurs sont corrélés mais que l’on décide d’estimer malgré tout les indices de sensibilité
avec des méthodes qui les supposent indépendants, les résultats obtenus et leur l’interpré-
tation peuvent être erronés. Cela revient ici à négliger des corrélations alors qu’elles sont
bien présentes. Regardons par exemple le modèle analytique suivant :

Y = X1 +X2 +X3

où (X1, X2;X3) est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de variance-
covariance

Γ =




1 0 0
0 1 ρσ
0 ρσ σ2


 .

Ici ρ est la corrélation entre X2 et X3 et σ est l’écart-type de X3. Les indices de sensibilité
de premier ordre peuvent être calculés analytiquement :

S1 =
1

2 + σ2 + 2ρσ

S2 =
(1 + ρσ)2

2 + σ2 + 2ρσ

S3 =
(σ + ρ)2

2 + σ2 + 2ρσ

Par exemple dans le cas où σ = 1.2 et ρ = −0.8, on a

S1 = 0.6579, S2 = 0.0011, S3 = 0.1053.

Ces valeurs indiquent que X1 devrait être la variable à fixer pour réduire le plus la variance
de Y . Imaginons que l’on néglige maintenant la corrélation, en estimant par exemple les
indices de sensibilité avec la méthode FAST (voir chapitre 2). Ne pas tenir compte ici de la
corrélation revient à travailler sur le modèle ci-dessus avec la matrice de variance-covariance
D au lieu de Γ, avec

D =




1 0 0
0 1 0
0 0 σ2


 .

Dans ce cas, la méthode FAST va estimer les indices de sensibilité suivants :

S0
1 = 0.2907, S0

2 = 0.2907, S0
3 = 0.4186

où S0 représente les indices de sensibilité calculés avec ρ = 0. Ces résultats indiquent que
X3 devrait être fixé pour atteindre la plus grande réduction de variance, ce qui est incorrect
compte tenu des résultats obtenus précédemment. Cet exemple simple illustre le danger de
négliger les corrélations et l’importance de les prendre en compte dans le calcul des indices
de sensiblité.
Notons qu’il est malgré tout possible de travailler avec la décomposition ANOVA et les
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indices de sensibilité sans ignorer les corrélations. Si l’on adopte cette approche, le calcul
de l’indice de sensibilité de premier ordre par rapport à un facteur donné intègre en plus
la sensibilité de tous les autres facteurs corrélés avec lui. La même information est alors
prise en compte plusieurs fois. L’interprétation des indices de sensibilité devient alors pro-
blématique. Cependant si l’interprétation des indices de sensibilité n’est plus aussi directe
que dans le cas de facteurs indépendants, les indices de sensibilité identifient le facteur
qui, fixé, réduira le plus la variance de la sortie (que les facteurs soient indépendants ou
non). Ainsi, si l’objectif est de mener une hiérarchisation des facteurs (“Factors Prioriti-
sation”, c’est-à-dire identifier le facteur à fixer pour atteindre la plus grande réduction de
la variance de la sortie), il est important de souligner que les indices de sensibilité de
premier ordre classiques sont la mesure d’importance à étudier, voir Saltelli et al.
(2004). Le développement de méthodes pour estimer les indices de sensibilité du premier
ordre dans le cadre général a donc un intérêt évident. Trois méthodes intéressantes ont été
proposées dans la littérature concernant ce problème.

La première d’entre elles a été introduite par Jacques, Lavergne and Devictor (2004) et
propose d’étendre la définition des indices de sensibilité pour construire des indices de
sensibilité multidimensionnels. Jacques et al. (2004) suggèrent de séparer X en p vecteurs
Uj , j = 1, ..., p, chacun de taille kj tels que Uj soit indépendant de Ul pour 1 ≤ j, l ≤ p,
j 6= l :

X = (X1, ..., Xd) = (X1, ..., Xk1︸ ︷︷ ︸
U1

, Xk1+1, ..., Xk1+k2︸ ︷︷ ︸
U2

, ...

..., Xk1+k2+...+kp−1+1, ..., Xk1+k2+...+kp︸ ︷︷ ︸
Up

)

où k1 + k2 + ....+ kp = d. Par exemple, si X = (X1, X2, X3) où X1 est indépendant de X2

et X3 mais où X2 et X3 sont corrélés, on pose U1 = X1 et U2 = (X2, X3).
Ils construisent alors des indices de sensibilité multidimensionnels du premier ordre en
utilisant les vecteurs Uj :

Sj =
Var(E(Y |Uj))

Var(Y )

=
Var(E(Y |Xk1+k2+...+kj−1+1, ..., Xk1+k2+...+kj

))

Var(Y )

pour j = 1, ..., p. On peut remarquer que dans le cas où les facteurs sont indépendants, ces
indices de sensibilité ont la même expression qu’en analyse de sensibilité classique. Fina-
lement, il est possible de les calculer par une méthode de Monte-Carlo comme dans le cas
de la méthode de Sobol si la dimension de X n’est pas trop élevée, voir chapitre 2.
Cependant, cette approche possède un inconvénient majeur. Si tous les facteurs sont cor-
rélés entre eux, les vecteurs Uj ne peuvent pas être définis (à l’exception du cas trivial
U1 = X) et l’interprétation n’est pas possible. Le problème demeure si beaucoup de fac-
teurs sont corrélés car cette situation conduit à considérer peu d’indices multidimensionnels.
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En outre, identifier un ensemble de variables corrélées Uj ayant un indice de sensibilité
important ne permet pas d’expliquer si ceci est dû à un facteur en particulier puisque l’on
ne peut pas différencier les facteurs à l’intérieur d’un ensemble.

La seconde technique développée a été introduite par Ratto et al. (2001). Elle étend la
méthode deMcKay (1996) que nous avons rappelée dans la section 2.2.3 au cas de facteurs
corrélés. La procédure reste identique, à la seule différence que l’échantillonnage par hyper-
cube latin répliqué doit se faire selon la loi jointe des facteurs. Cet échantillonnage est basé
sur les travaux de McKay, Beckman and Conover (1979), cependant nous ne détaillerons
pas cette approche plus précisément.
Nous tenons principalement à insister sur le fait que cette méthode nécessite un nombre
très élevé d’évaluations de la fonction η(·) pour espérer atteindre une précision raisonnable,
comme nous l’avons déjà souligné dans la section 2.2.3. Elle ne peut donc être utilisée que
dans le cas où une évaluation de la fonction est très peu coûteuse.

La troisième technique découle directement de la méthode de Oakley and O’Hagan (2004)
présentée dans le chapitre 2. Si dans leur article Oakley et O’Hagan présentent des résultats
dans un cadre général (i.e. sans aucune hypothèse sur les paramètres), ils ne l’appliquent
que dans un cas indépendant. Or c’est un cas simple dans la mesure où les intégrales
multidimensionnelles intervenant dans leurs calculs sont séparables en intégrales unidi-
mensionnelles faciles à estimer. Quand les facteurs sont corrélés cette simplification n’est
pas possible et les intégrales multidimensionnelles sont à estimer (sauf dans le cas trivial
où la loi jointe des paramètres est intégrable analytiquement). Etudions par exemple l’un
des estimateurs intervenant dans le calcul des indices de sensibilité de premier ordre. En
reprenant la notation des auteurs et en notant E

∗ les espérances par rapport à la distribu-
tion a posteriori de η(·), le numérateur de l’indice de sensibilité de premier ordre de Y par
rapport à X1 est estimé par

E
∗(Var(E(Y |X1))) = E

∗(E(E(Y |X1)
2))− E

∗(E(Y )2)

et l’une des quantités intervenant dans le calcul de E
∗(E(E(Y |X1)

2)) est par exemple

U1 =

∫

Rd−1

∫

Rd−1

∫

R

R(x,x∗) dF−1|1(x−1|x1)dF−1|1(x
′
−1|x1)dF1(x1)

où R est la fonction de corrélation du processus, F−1|1 est la distribution conditionnelle
de X−1 ( sous-vecteur de X contenant tous les éléments sauf X1) sachant X1, F1 est la
distribution marginale de X1 et x∗ = [x1 x′

−1]. Si la distribution conditionnelle F−1|1 n’est
pas connue analytiquement, nous devons tout d’abord l’estimer à partir d’un échantillon de
la distribution jointe F . Une manière classique de le faire est d’utiliser des techniques non-
paramétriques basées sur des noyaux, plus précisément dF−1|1(x−1|x1) peut par exemple
être estimé par

1

n

n∑

i=1

Kh (x−Xi)

n∑

i=1

Kh1

(
x1 −X1

i

)dx−1
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où Xi est le i-ème élément de l’échantillon de taille n du vecteur aléatoire X = (Xj)j=1,...,d,
Kh est un noyau multidimensionnel de vecteur de paramètres d’échelle h et Kh1

un noyau
de paramètre d’échelle h1. En général, en grande dimension les données sont distribuées de
manière très diffuse et il est difficile d’obtenir une approximation précise de distributions
conditionnelles (fléau de la dimension). Pour y remédier, on considère généralement des

noyaux produits Kh(x−Xi) =

d∏

j=1

Khj
(xj −Xj

i ). Mais cette astuce ne résout pas entière-

ment le problème car il est connu que la meilleure vitesse de convergence est de l’ordre de
n−4/(4+d) (Scott 1992). Ce taux diminue sévèrement quand d augmente.
Par ailleurs, même si l’on était capable d’obtenir une bonne approximation de F−1|1, il
reste toujours le problème d’évaluation numérique des intégrales multiples. En effet, la di-
mension de ces intégrales peut atteindre 2d−1 comme dans l’exemple de U1 ci-dessus. Ces
intégrales ne peuvent pas en général être séparées en intégrales simples. Pour les approcher
de manière suffisamment précise, un échantillonnage Monte-Carlo ne peut être raisonna-
blement être envisagé. Il faut alors se tourner vers des méthodes plus sophistiquées telles
que les approches par quasi Monte-Carlo (Owen 2005) sous des conditions appropriées sur
F .

Pour les modèles de cinétique chimique, tous les estimateurs des paramètres sont corrélés
et l’évaluation de la fonction de régression est en général coûteuse (rappelons qu’ici le vec-
teur des facteurs est composé des estimateurs des paramètres cinétiques, voir l’introduction
du chapitre 2). Nous ne pouvons donc pas utiliser une des deux premières méthodes. Par
ailleurs, la dimension du vecteur des facteurs est de l’ordre de la dizaine, ce qui interdit
l’utilisation de la méthode de Oakley and O’Hagan (2004) (d’autant plus que la loi jointe
des facteurs est inconnue).
Nous proposons dans la suite du chapitre deux autres techniques qui permettent de contour-
ner le problème en travaillant directement sur les distributions marginales.

4.2 Polynômes locaux

De manière simplifiée, notre approche consiste à estimer les moments conditionnels E(Y |Xi =
Xj

i ) et Var(Y |Xi = Xj
i ) en utilisant une méthode intermédiaire entre celle de Ratto et al.

(2001) et celle de Oakley and O’Hagan (2004). Nous utilisons d’abord un échantillon de
(Xi, Y ) pour estimer les moments conditionnels avec des outils non-paramétriques (sous
l’hypothèse que ce sont des fonctions régulières de Xi). Nous calculons ensuite les estima-
teurs des indices de sensibilité grâce à un autre échantillon des facteurs (et ainsi aucune
évaluation supplémentaire de la fonction n’est requise puisque l’on se sert des approxima-
tions que l’on vient de construire, nous reviendrons sur ce point crucial dans la section
4.2.2). Oakley and O’Hagan (2004) approchent la fonction η(X) dans R

d. Nous l’appro-
chons marginalement, i.e. nous approchons les espérances conditionnelles E(η(X)|Xi) dans
R. Cette démarche permet d’éviter l’évaluation numérique d’intégrales multiples.

Pour simplifier les notations, jusqu’au paragraphe “procédure pratique” de la section 4.2.2,
(X,Y ) sera un vecteur aléatoire bidimensionnel (i.e. X est unidimensionnel). La variance



138 Analyse de sensibilité

de Y peut être décomposée comme Var(Y ) = Var(E(Y |X))+E(Var(Y |X)). Les indices de
sensibilité que l’on cherche à estimer sont donc de la forme

S =
Var(E(Y |X))

Var(Y )
ou S = 1− E(Var(Y |X))

Var(Y )
.

Ces deux expressions permettent d’estimer S de deux façons : prédire d’abord l’espérance
conditionnelle E(Y |X) puis estimer Var(E(Y |X)), ou prédire d’abord la variance condition-
nelle Var(Y |X) pour estimer ensuite E(Var(Y |X)). Dans les deux cas le dénominateur peut
être estimé de manière standard. Pour estimer les moments conditionnels, nous proposons
d’utiliser la régression par polynômes locaux, outil statistique efficace mais surtout facile à
appréhender car proche des moindres carrés pondérés utilisés en régression classique. Nous
rappelons dans la première partie des généralités sur les techniques par polynômes locaux.
Pour plus de détails, on pourra se référer à Fan and Gijbels (1996) ou Wand and Jones
(1994). Dans un second temps nous présentons deux estimateurs des indices de sensibilité
basés sur les polynômes locaux. Nous étudions ensuite quelques-unes de leurs propriétés
théoriques. Nous donnons enfin des exemples de modèles analytiques et cinétiques.

4.2.1 Définition et propriétés théoriques

Définitions

Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échantillon i.i.d de taille n d’un vecteur aléatoire (X,Y ). En suppo-
sant que X et Y sont de carré intégrable, on peut écrire un modèle de régression hétéros-
cédastique faisant apparaître l’espérance et la variance conditionnelles :

Yi = m(Xi) + σ(Xi)ǫi, i = 1, . . . , n

où m(x) = E(Y |X = x) et σ2(x) = Var(Y |X = x) sont les moments conditionnels et
les erreurs ǫ1, . . . , ǫn sont des variables aléatoires indépendantes telles que E(ǫi|Xi) = 0
et Var(ǫi|Xi) = 1 pour tout i = 1, . . . , n. Classiquement ǫi et Xi sont supposées indé-
pendantes et les hypothèses précédentes sont directement vérifiées avec des erreurs centrée
réduites. Cependant cette hypothèse n’est pas nécessaire pour obtenir de bonnes propriétés
théoriques pour les estimateurs que nous proposons. On peut aussi noter que l’hypothèse
d’indépendance des erreurs peut être relaxée. Par exemple le cas autorégressif est étudié
dans Vilar-Fernández and Francisco-Fernández (2002).

Une approche naturelle pour estimer la fonction m(·) est la régression paramétrique, c’est-
à-dire que l’on suppose que la fonction m(·) est connue à un nombre (fini) de paramètres
près et que l’on a à estimer seulement ces paramètres inconnus à l’aide des données
(Xi, Yi)i=1,...,n. Par exemple m(x) = α0 + α1x, m(x) = α0x/(α1 exp(x) + α2) ou encore
m(x) = α0 ln(α1 + cos(α2x)) sont des modèles paramétriques dans le sens où m(·) est
supposée appartenir à une famille de fonctions pouvant être spécifiée à partir d’un nombre
fini de paramètres (ici α0, α1 et α2). Le choix de la famille paramétrique dépend fortement
des situations, et constitue l’inconvénient majeur de cette approche. En effet, si l’on choisit
une famille dont les membres sont éloignés de la vraie forme de m(·), l’estimation peut se
réveler très mauvaise. Si l’on ne restreint plus m(·) à appartenir à une famille paramétrique,
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le problème devient alors un problème de régression non-paramétrique. Plusieurs méthodes
existent pour estimer m(·) dans un cadre non-paramétrique (on pourra consulter Ruppert,
Wand and Carroll (2003) pour l’utilisation de splines par exemple). Nous nous limitons ici
à l’utilisation des polynômes locaux car ce sont des estimateurs intuitifs dont les propriétés
théoriques sont relativement faciles à montrer.

L’idée principale de la regréssion par polynômes locaux est d’approcher la fonction m(·)
par un polynôme d’ordre p localement autour de chaque point x, à savoir

m(z) ≈
p∑

j=0

βj(z − x)j

pour z dans un voisinage de x. Les coefficients de ce polynôme sont alors estimés à partir
des observations (Xi, Yi)i=1,...,n en résolvant le problème de moindres carrés pondérés

min
β

n∑

i=1

(
Yi −

p∑

j=0

βj(Xi − x)j
)2
K1

(Xi − x
h1

)
(4.2)

où K1(·) est une fonction appelée noyau et h1 un paramètre d’échelle. On peut remarquer

la différence avec la régression polynômiale classique due au rajout du terme K1

(Xi − x
h1

)
,

terme correctif qui permet de sélectionner les observations Xi autour de x qui vont in-
tervenir dans le calcul du poylnôme (d’où le terme local). Dans ce cas, en notant β̂(x) =
(β̂0(x), . . . , β̂p(x))

T le vecteur qui minimise (4.2) on obtient

m̂(x) = β̂0(x), (4.3)

alors que la dérivée ν-ième de m(·) est estimée par la relation

β̂ν(x) =
m̂(ν)(x)

ν !
.

Comme nous le préciserons plus tard, le paramètre d’échelle h1 est choisi de telle sorte à
satisfaire un compromis entre biais et variance de l’estimateur m̂(·). Le cas particulier p = 0
(polynôme constant) coïncide avec l’estimateur classique de Nadaraya-Watson m̂NW (·) de
l’espérance conditionnelle, donné explicitement par

m̂NW (x) =

n∑

i=1

YiK1

(Xi − x
h1

)

n∑

i=1

K1

(Xi − x
h1

) ,

voir Scott (1992) ou Wand and Jones (1994).

L’estimation de la variance conditionnelle est quant à elle moins directe. Plusieurs mé-
thodes ont été proposées (on pourra consulter Fan and Yao (1998) pour un certain nombre
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d’exemples). Nous nous intéressons seulement à l’estimateur ayant les meilleurs propriétés
de biais et variance asymptotiques présenté indépendamment par Fan and Yao (1998) et
Ruppert, Wand, Holst and Hössjer (1997). Le principe est le suivant : si la fonction m(·)
était connue, en écrivant que σ2(x) = E((Y − m(X))2|X = x) on pourrait estimer la
fonction σ2(·) de la même manière, en posant une régression par polynôme locaux d’ordre
q de (Yi −m(Xi))

2 sur Xi et résoudre le problème de moindres carrés pondérés

min
γ

n∑

i=1

(
(Yi −m(Xi))

2 −
q∑

j=0

γj(Xi − x)j
)2
K2

(Xi − x
h2

)

Soit encore

min
γ

n∑

i=1

(
r2i −

q∑

j=0

γj(Xi − x)j
)2
K2

(Xi − x
h2

)

en posant r2i = (Yi−m(Xi))
2. Mais ici, la fonction m(·) est inconnue. Une approche natu-

relle est de remplacer m(·) par son estimée m̂(·) définie en (4.3) et d’obtenir l’estimateur
σ̂2(x) de σ2(x) en résolvant le problème de moindres carrés pondérés comme précédemment

min
γ

n∑

i=1

(
r̂2i −

q∑

j=0

γj(Xi − x)j
)2
K2

(Xi − x
h2

)
(4.4)

où r̂2i = (Yi−m̂(Xi))
2, K2(·) est un noyau et h2 un paramètre d’échelle. On peut remarquer

que le noyau K2(·) n’est pas nécessairement égal au noyau K1(·) et que le polynôme choisi
pour la seconde régression n’est pas forcément du même ordre (i.e. q) que celui choisi pour
la première régression (i.e. p). Ainsi,

σ̂2(x) = γ̂0(x)

où γ̂(x) = (γ̂0(x), . . . , γ̂q(x)) minimise (4.4). Comme précédemment, le paramètre d’échelle
h2 est choisi de manière à satisfaire un compromis biais-variance (Fan and Yao 1998).

Choix des paramètres d’échelle

De nombreuses méthodes existent pour déterminer le paramètre d’échelle h : estimateurs
‘plug-in’, validation croisée, validation croisée généralisée, etc. Le lecteur trouvera dans
Jones, Marron and Sheather (1996) la description de toutes ces méthodes ainsi qu’une
comparaison entre elles. Nous avons choisi d’utiliser la méthode EBBS (Ruppert 1997) car
elle n’est pas basée sur des considérations asymptotiques sur le biais et la variance des
estimateurs.

Choix de l’ordre des polynômes p et q

En ce qui concerne l’estimation de l’espérance conditionnelle m(·), Fan and Gijbels (1996)
recommande d’utiliser un polynôme d’ordre p = ν+1 ou p = ν+3 pour estimer la dérivée
ν-ième de m(·), en considérant le biais asymptotique de m̂(·) sur les bords. Ce résultat
nous conduirait donc à choisir p = 1 ou p = 3 pour estimer la dérivée d’ordre 0 m(·).



4.2 Polynômes locaux 141

Cependant, Ruppert et al. (2003) font remarquer que cette conclusion basée sur des consi-
dérations théoriques devrait être nuancée par des simulations numériques, et montrent que
le choix p = 2 donne souvent de meilleurs résultats que p = 1 ou p = 3.
D’autre part, le choix des ordres des polynômes n’est pas plus simple lorque l’on estime la
variance conditionnelle σ2(·), car il faut choisir p et q. Comme précédemment, les recom-
mandations ne sont pas unanimes : Fan and Yao (1998) proposent d’utiliser p = 1, q = 1
alors que Ruppert et al. (1997) suggerent de prendre p = 2, q = 1 ou p = 3, q = 1. Pour le
calcul des indices de sensibilité (étudié dans la section 4.2.2), les simulations que nous avons
faites avec p = 1, q = 1 étaient satisfaisantes d’un point de vue précision, et l’utilisation de
polynômes d’ordre supérieur amélioraient très peu les résultats. Nous nous contenterons
donc d’étudier uniquement le cas p = 1, q = 1 d’un point de vue théorique.

Propriétés théoriques

Nous donnons ici les expressions du bias et de la variance asymptotique des estimateurs
de l’espérance et de la variance conditionnels par polynômes locaux. Ces résultats nous
seront utiles plus tard pour exhiber quelques propriétés théoriques des estimateurs des
indices de sensibilité. On se place dans le cadre où l’on possède un échantillon i.i.d.
(Xi, Yi)i=1,...,n d’un vecteur aléatoire (X,Y ) de densité fX,Y (x, y). On fixe x ∈ R et on
cherche à estimer l’espérance conditionnelle m(x) = E(Y |X = x) et la variance condition-
nelle σ2(x) = Var(Y |X = x). Les hypothèses (A0)-(A4) et (B0)-(B4) assurant les résultats
théoriques qui suivent sont les suivantes :

(A0) Lorsque n→ +∞, h1 → +∞ et nh1 → +∞ ;

(A1) Le noyau K1 est une fonction de densité symétrique, borné et continue admettant
un moment fini d’ordre 7 ;

(A2) fX(x) > 0 et f̈X(·) est bornée dans un voisinage de x où fX(x) =

∫
fX,Y (x, y)dy

est la densité marginale de X ;

(A3)
...
m(·) existe et est continue dans un voisinage de x ;

(A4) σ2(·) admet une dérivée d’ordre 3 bornée dans un voisinage de x et m̈(x) 6= 0.

et

(B0) Lorsque n→ +∞, hi → +∞ et lim inf nh4
i > 0 pour i = 1, 2 ;

(B1) Les noyau Ki, i = 1, 2 sont des fonctions de densité symétriques, à support borné et
il existe c ∈ R tel que |Ki(x1)−Ki(x2)| ≤ c|x1 − x2| pour x1, x2 ∈ R ;

(B2) fX(x) > 0 et il existe d ∈ R tel que |fX(x1)− fX(x2)| ≤ d|x1 − x2| pour x1, x2 ∈ R

où fX(x) =

∫
fX,Y (x, y)dy est la densité marginale de X ;

(B3) E(Y 4) <∞ ;

(B4) σ2(x) > 0 et la fonction E(Y k|X = ·) est continue en x pour k = 3, 4. D’autre part,
...
m(·) et

...
σ 2(·) sont uniformément continues sur un ouvert contenant x.
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Les hypothèses (A0) et (B0) sont classiques dans la théorie des polynômes locaux.
Les hypothèses (A1) et (B1) sont d’emblée satisfaites par les noyaux les plus couramment
utilisés. On peut remarquer qu’elles imposent un noyau à support borné, mais ce n’est
qu’une hypothèse technique permettant de simplifier la démonstration du théorème. Par
exemple, le noyau gaussien peut être utilisé.
L’hypothèse fX(x) > 0 dans (A2) et (B2) assure simplement que l’on se place dans le
support de la loi de X. Imposer dans (A2) que f̈X(.) soit bornée dans un voisinage de x est
naturel. La condition de Lipschitz sur f dans (B2) est toujours satisfaite si f est régulière
à support compact.
Les hypothèses (A3), (A4), (B3) et (B4) sont naturelles et assurent une régularité suffisante
aux moments conditionnels.

Le biais et la variance asymptotique de l’estimateur m̂(·) sont donnés par le théorème
suivant :

Théorème 4.1 (Fan, Gijbels, Hu and Huang (1996)). Soit β̂(x) = (β̂0(x), β̂1(x)) la solu-
tion du problème de minimisation

min
β

n∑

i=1

(
Yi −

1∑

j=0

βj(Xi − x)j
)2
K1

(Xi − x
h1

)

et soit l’estimateur m̂(x) = β̂0(x). Sous les hypothèses (A0), (A1), (A2), (A3) et (A4), le
biais et la variance asymptotiques de m̂(x) sont donnés par :

EX(m̂(x)) = m(x) +
1

2
µ2m̈(x)h2

1 + oP (h2
1) (4.5)

et

VarX(m̂(x)) =
ν0σ

2(x)

fX(x)nh1
+ oP (h2

1) (4.6)

où EX et VarX sont l’espérance et la variance conditionnels aux régresseurs X = (X1, . . . , Xn),

µk =

∫
ukK1(u)du et νk =

∫
ukK2

1 (u)du.

On peut trouver une expression du biais et de la variance asymptotique de l’estimateur
σ̂2(·) :

Théorème 4.2 (Fan and Yao (1998)). Soit m̂(·) l’estimateur défini dans le théorème 4.1
et soit γ̂(x) = (γ̂0(x), γ̂1(x)) la solution du problème de minimisation

min
γ

n∑

i=1

(
(Yi − m̂(Xi))

2 −
1∑

j=0

γj(Xi − x)j
)2
K2

(Xi − x
h2

)

On définit l’estimateur σ̂2(x) = γ̂0(x). Sous les hypothèses (B0), (B1), (B2), (B3) et (B4),
le biais et la variance asymptotiques de σ̂2(x) sont donnés par :

EX(σ̂2(x)) = σ2(x) +
1

2
µ2σ̈

2(x)h2
2 + oP (h2

1 + h2
2) (4.7)
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et

VarX(σ̂2(x)) =
ν0σ

4(x)λ2(x)

fX(x)nh2
+ oP

( 1√
nh2

)
(4.8)

où EX et VarX sont l’espérance et la variance conditionnels aux régresseurs X = (X1, . . . , Xn),

λ2(x) = E((ǫ2 − 1)2|X = x), µk =

∫
ukK2(u)du et νk =

∫
ukK2

2 (u)du.

4.2.2 Application à l’estimation des indices de sensibilité

Définition des estimateurs

Rappelons que les indices de sensibilité que l’on souhaite estimer sont de la forme

S =
Var(E(Y |X))

Var(Y )
ou S = 1− E(Var(Y |X))

Var(Y )
.

On suppose que l’on dispose d’un échantillon i.i.d. (X̃j)j=1,...,n′ de taille n′ de la variable
aléatoire X. Si les fonctions m(x) = E(Y |X = x) et σ2(x) = Var(Y |X = x) étaient
connues, il serait facile d’estimer Var(E(Y |X)) = Var(m(X)) et E(Var(Y |X)) = E(σ2(X))
avec les estimateurs classiques des moments

1

n′ − 1

n′∑

j=1

(
m(X̃j)− m̄

)2
et

1

n′

n′∑

j=1

σ2(X̃j)

où m̄ =
1

n′

n′∑

j=1

m(X̃j).

Comme m(·) et σ2(·) sont inconnues, l’idée naturelle est de les remplacer par leurs estima-
teurs par polynômes locaux m̂(·) et σ̂2(·) définis précédemment, ce qui conduit à considérer
les deux estimateurs

T̂1 =
1

n′ − 1

n′∑

j=1

(
m̂(X̃j)− ˆ̄m

)2
et T̂2 =

1

n′

n′∑

j=1

σ̂2(X̃j) (4.9)

où ˆ̄m =
1

n′

n′∑

j=1

m̂(X̃j), T̂1 et T̂2 estimant respectivement Var(E(Y |X)) et E(Var(Y |X)).

Il est important de noter qu’il est préférable d’avoir à sa disposition deux échantillons, le
premier (Xi, Yi)i=1,...,n pour calculer les estimateurs m̂(·) et σ̂2(·) et le second (X̃j)j=1,...,n′

pour calculer finalement les estimateurs empiriques T̂1 et T̂2. Nous détaillerons plus pré-
cisément la démarche pour obtenir ces deux échantillons dans le paragraphe “procédure
pratique” de cette section.

Propriétés théoriques des estimateurs

Maintenant que nous avons défini les estimateurs pour estimer les indices de sensibilité,
il importe d’étudier leurs propriétés statistiques. Pour ce faire, nous considérons les hypo-
thèses (A0)-(A4) et (B0)-(B4) et spécifions une hypothèse supplémentaire :
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(C0) La densité marginale fX est à support compact [a, b].

On peut maintenant énoncer les deux théorèmes principaux de cette section :

Théorème 4.3 (Biais asymptotique de T̂1). Soit T̂1 l’estimateur empirique défini par
(4.9). Alors sous les hypothèses (A0)-(A4) et (C0), l’estimateur T̂1 est asymptotiquement
sans biais. Plus précisément,

EX(T̂1) = Var(E(Y |X)) +M1h
2
1 +

M2

nh1
+ op(h

2
1)

où M1 et M2 sont des constantes.

Preuve. En notant (Zj)j=1,...,n′ := (m̂(X̃j))j=1,...,n′ et Z̄ =
1

n′

n′∑

j=1

Zj on peut écrire que

T̂1 =
1

n′ − 1

n′∑

j=1

(Zj − Z̄)2.

En conditionnant par rapport aux régresseurs X, l’échantillon (Zj |X)j=1,...,n′ est un échan-

tillon i.i.d. distribué comme Z1|X. L’estimateur T̂1 conditionné par X est donc l’estimateur
non-biaisé classique de la variance et l’on a alors

EX(T̂1) = VarX(Z1) = EX(Z2
1 )− EX(Z1)

2.

Comme X̃ est indépendant de X et Y , on écrit que

EX(Z2
1 ) =

∫
EX(m̂(x)2)fX̃(x)dx

=

∫
(VarX(m̂(x)) + EX(m̂(x))2)fX(x)dx

car X et X̃ ont même distribution. Nous voulons maintenant utiliser les résultats asymp-
totiques sur m̂(·) du théorème 4.1, qui font intervenir le terme oP (h1). L’hypothèse (C0)
permet d’utiliser le théorème de convergence dominée pour le terme oP (h1) puisque l’on
travaille sur un ensemble compact : l’intégrale de oP (h1) reste un oP (h1). On obtient ainsi

EX(Z2
1 ) =

∫
m(x)2fX(x)dx+

ν0

nh1

∫
σ2(x)dx

+µ2h
2
1

∫
m(x)m̈(x)fX(x)dx+ oP (h2

1)

et avec les mêmes arguments

EX(Z1) =

∫
m(x)fX(x)dx+

1

2
µ2h

2
1

∫
m̈(x)fX(x) + oP (h2

1)

En remarquant enfin que

Var(E(Y |X)) = E(E(Y |X)2)− E(E(Y |X))2 =

∫
m(x)2fX(x)dx−

(∫
m(x)fX(x)dx

)2
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on conclut que

EX(T̂1) = EX(Z2
1 )− EX(Z1)

2

= Var(E(Y |X))

+µ2h
2
1

[∫
m(x)m̈(x)fX(x)dx

−
(∫

m(x)fX(x)dx

)(∫
m̈(x)fX(x)dx

)]

+
ν0

nh1

∫
σ2(x)dx+ oP (h2

1)

= Var(E(Y |X)) +M1h
2
1 +

M2

nh1
+ oP (h2

1)

où

M1 = µ2

[∫
m(x)m̈(x)fX(x)dx

−
(∫

m(x)fX(x)dx

)(∫
m̈(x)fX(x)dx

)]

et

M2 = ν0

∫
σ2(x)dx.

Théorème 4.4 (Biais et variance asymptotiques de T̂2). Soit T̂2 l’estimateur empirique
défini par (4.9). Alors sous les hypothèses (B0)-(B4) et (C0), l’estimateur T̂2 est consistant.
Plus précisément,

EX(T̂2) = E(Var(Y |X)) + V1h
2
2 + op(h

2
1 + h2

2)

et

VarX(T̂2) =
1

n′

{
E(Var(Y |X)2) + V2h

2
2 + V3h

2
1 +

V4

nh2

+op

(
h2

1 + h2
2 +

1√
nh2

)}

où V1, V2, V3 et V4 sont des constantes.

Preuve. En notant (Uj)j=1,...,n′ := (σ̂2(X̃j))j=1,...,n′ , on peut écrire

T̂2 =
1

n′

n′∑

j=1

Uj .

Conditionnellement aux régresseurs X les Uj sont i.i.d. distribués comme U1 et T̂2 est
l’estimateur non-biaisé classique de l’espérance, ce qui donne

EX(T̂2) = EX(U1)
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et

VarX(T̂2) =
1

n′
VarX(U1).

Comme X̃ est indépendant de X et Y , on a

EX(U1) =

∫
EX(σ̂2(x))fX̃(x)dx.

De la même manière que dans la preuve du théorème 4.3 on obtient en utilisant les expres-
sions du biais et de la variance asymptotique de σ̂2(·) (théorème 4.2) :

EX(T̂2) = E(Var(Y |X)) +
1

2
µ2h

2
2

∫
σ̈2(x)fX(x)dx

+oP (h2
1 + h2

2)

= E(Var(Y |X)) + V1h
2
1 + oP (h2

1 + h2
2)

avec V1 =
1

2
µ2

∫
σ̈2fX(x)dx. Avec le même type d’argument on peut montrer finalement

que

VarX(T̂2) =
1

n′
{
E(Var(Y |X)2)

+µ2h
2
2

∫
σ2(x)σ̈2(x)fX(x)dx

−µ2h
2
1

(∫
σ̈2(x)fX(x)dx

)(∫
σ2(x)fX(x)dx

)

+
ν0

nh2

∫
σ4(x)λ2(x)dx

+oP

(
h2

1 + h2
2 +

1√
nh2

)}

=
1

n′

{
E(Var(Y |X)2) + V2h

2
2 + V3h

2
1 +

V4

nh2

+oP

(
h2

1 + h2
2 +

1√
nh2

)}

avec

V2 = µ2

∫
σ2(x)σ̈2(x)fX(x)dx,

V3 = −µ2

(∫
σ̈2(x)fX(x)dx

)(∫
σ2(x)fX(x)dx

)
,

V4 = ν0

∫
σ4(x)λ2(x)dx.
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Procédure pratique

Revenons au modèle (4.1) présenté dans l’introduction de ce chapitre, où X est multidi-
mensionnel. On cherche à estimer Si pour i = 1, . . . , d en utilisant un des deux estimateurs
T̂1 et T̂2. Il faut disposer de deux échantillons, i.e. un échantillon (Xk, Y k)k=1,...,n pour

estimer m̂(·) et σ̂2(·) et un échantillon (X̃l)l=1,...,n′ pour obtenir T̂1 et T̂2, où (Xk)k=1,...,n

et (X̃l)l=1,...,n′ sont des échantillons de la distribution du vecteur d-dimensionnel des para-
mètres X = (Xi)i=1,...,d et où (Y k)k=1,...,n est un échantillon de la sortie Y . Notons que la
fonction η(·) n’est n’évaluée que pour le premier échantillon et non pour le second, puisque
le premier échantillon intègre des réalisations de la sortie Y alors que le second ne contient
que des réalisations des facteurs X. Trois situations peuvent se produire :

1. Générer un échantillon de la loi jointe de X est peu coûteux en temps de calcul,
ainsi que l’évaluation de la fonction η(·) pour obtenir (Y k)k=1,...,n. C’est la situa-
tion idéale, en effet dans ce cas (Xk, Y k)k=1,...,n et (X̃l)l=1,...,n′ peuvent être générés
indépendamment et être aussi grands que l’on souhaite ;

2. Générer un échantillon de la loi jointe de X n’est pas coûteux en temps de calcul
mais l’évaluation de la fonction η(·) l’est. Dans ce cas (mis en avant dans Oakley and
O’Hagan (2004)) un échantillon de taille modérée (Xk, Y k)k=1,...,n est utilisé pour

estimer les moments conditionnels. Cependant pour calculer T̂1 et T̂2 on peut utiliser
un échantillon (X̃l)l=1,...,n′ de grande taille ;

3. Générer un échantillon de la loi jointe de X est coûteux en temps de calcul. Cette
situation peut se produire lorsque par exemple les paramètres sont obtenus par une
procédure basée sur des données expérimentales et des routines d’optimisation. On
a donc un échantillon initial (Xj)j=1,...,N de taille N limitée que l’on veut pouvoir
utiliser pour les deux étapes de l’estimation. La première idée est de le découper
en deux, d’utiliser la première partie pour former (Xk, Y k)k=1,...,n et d’utiliser la
seconde pour former (X̃l)l=1,...,n′ . L’avantage de cette méthode est qu’elle fournit
deux échantillons indépendants, mais son inconvénient apparaît clairement si N est
petit. Une autre façon d’aborder le problème est d’utiliser une procédure de “leave-
one-out” qui donne une meilleure approximation que l’idée précédente. Par exemple,
on peut estimer Var(m̂(Xi)) par

1

n− 1

N∑

j=1


m̂−j(X

j
i )− 1

n

N∑

j=1

m̂−j(X
j
i )




2

.

où m̂−i(X
j
i ) est la prédiction de l’espérance conditionnelle E(Y |Xi) au point Xj

i ob-
tenue en utilisant toutes les réalisations de l’échantillon sauf la j-ième.
Une dernière méthode possible est d’utiliser cet échantillon de taille N pour esti-
mer d’une part les moments conditionnels, mais d’autre part aussi pour approcher
les densités marginales des paramètres (à l’aide d’un estimateur non-paramétrique
par exemple). Dans un second temps on utilise alors ces densités approchées pour
générer l’échantillon (X̃l)l=1,...,n′ . L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle
peut biaiser fortement les estimateurs. En effet des simulations ont montré qu’elle
donnait des estimations moins précises, probablement à cause du large biais produit
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par les méthodes non-paramétriques, et notamment si l’échantillon est petit.

La dernière situation conduit bien sûr aux approximations les moins précises des indices de
sensibilité du premier ordre. Cependant en général, la littérature sur l’analyse de sensibilité
suppose que si la distribution jointe des paramètres n’est pas connue analytiquement, un
échantillon de cette distribution peut au moins être obtenu à faible coût en terme de temps
de calcul. C’est la raison pour laquelle nous ne décrivons ici que la procédure à suivre pour
estimer les indices de sensibilité de premier ordre dans le cas 1 ou 2. Nous supposons donc
maintenant que l’on dispose de deux échantillons (Xk, Y k)k=1,...,n et (X̃l)l=1,...,n′ obtenus
par l’une des méthodes décrites précédemment.

La procédure d’estimation de Si =
Var(E(Y |Xi))

Var(Y )
est la suivante :

Etape 1. Générer l’échantillon (Y k)k=1,...,n de la sortie Y en évaluant la fonction η(·) aux
points (Xk)k=1,...,n ;

Etape 2. Calculer l’estimateur non-biaisé classique de la variance V (Y )

σ̂2
Y =

1

n− 1

n∑

k=1

(
Y k − Ȳ

)2
;

Etape 3. Utiliser l’échantillon (Xk
i , Y

k)k=1,...,n pour calculer m̂(X̃ l
i) pour l = 1, . . . , n′ et

m̂(Xk
i ) pour k = 1, . . . , n en utilisant p = 1 et la méthode EBBS (voir le paragraphe

“Choix des paramètres d’échelle” de cette même section) pour choisir le paramètre
d’échelle h1 ;

Etape 4. Calculer les résidus r̂2k = (Y k − m̂(Xk
i ))2 pour k = 1, . . . , n et calculer σ̂2(X̃ l

i) pour
l = 1, . . . , n′ en utilisant q = 1 et la méthode EBBS pour choisir le paramètre d’échelle
h2 ;

Etape 5. Calculer T̂1 à l’aide de m̂(X̃ l
i) pour l = 1, . . . , n′ obtenu à l’étape 3 et calculer T̂2 à

l’aide de σ̂2(X̃ l
i) pour l = 1, . . . , n′ obtenu à l’étape 4 ;

Etape 6. Les estimateurs de Si sont alors donnés par

Ŝ
(1)
i =

T̂1

σ̂2
Y

et Ŝ
(2)
i = 1− T̂2

σ̂2
Y

.

Pour obtenir tous les indices de sensibilité d’ordre 1, il faut répéter cette procédure pour
i = 1, . . . , d.

Remarque 4.5. Les théorèmes 4.3 et 4.4 montrent que les estimateurs T̂1 et T̂2 ont une
vitesse de convergence non-paramétrique. Etant donnée la construction des estimateurs
Ŝ(1) et Ŝ(2), on peut s’attendre à ce que ces derniers aient aussi une vitesse de convergence
non-paramétrique.
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Remarque 4.6. En pratique, dans nos simulations, un choix de n de l’ordre de la centaine
et n′ aux alentours de 2000 a été suffisant pour une bonne approximation des indices de
sensibilité.

4.2.3 Tests sur modèles analytiques

Pour valider numériquement la méthode que nous venons de décrire, il est intéressant
d’étudier les résultats qu’elle donne sur quelques modèles “tests”. Nous avons décidé de
la mettre en oeuvre sur des modèles analytiques simples qui sont présentés dans Saltelli
et al. (2000). En effet pour ces modèles le calcul des indices de sensibilité est aisé et fourni
dans Saltelli et al. (2000). Il nous est donc possible de comparer ces indices de sensibilité
exacts aux estimations fournies par polynômes locaux. Nous ne donnerons que les résultats
obtenus avec l’estimateur T̂1 en choisissant p = 1, la méthode EBBS pour le paramètre
d’échelle et un échantillon de taille n = 10000.

Modèle 1

Y =

d∑

j=1

Xj ,

où d = 3, lesXj suivent une loi uniforme U(x̄j−σj , x̄j+σj) et sont indépendants, x̄j = 3j−1,
et σj = 0.5x̄j . C’est un des modèles linéaires les plus simples, composé de paramètres de
variance croissante. Etant donné que le coefficient du développement linéaire est le même
pour chaque paramètre, l’étude des sensibilités permet de mettre en valeur uniquement
l’influence de leur variation relative sur la variation de la sortie.

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 4.1.

Facteurs Calcul analytique Ŝ1

X1 0.01 0.01
X2 0.1 0.1027
X3 0.89 0.8873

Tab. 4.1 – Indices de sensibilité pour le modèle 1.

Le calcul des indices de sensibilité montre que le paramètre le plus influent est celui qui
a la plus grande variance, c’est le résultat attendu intuitivement. Par ailleurs, on se rend
compte que la méthode par polynômes locaux donne des estimations très proches des
valeurs théoriques.

Modèle 2

Y = X1 + (X2)4,
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où trois configurations (a), (b) et (c) sont considérées :
(a) Xj ∼ U(0, 1), j = 1, 2 ;
(b) Xj ∼ U(0, 3), j = 1, 2 ;
(c) Xj ∼ U(0, 5), j = 1, 2.
Dans toutes les configurations les facteurs sont supposés indépendants. Ce modèle, ainsi
que les trois configurations proposées, permet d’étudier l’influence de la différence d’expo-
sant entre les facteurs, d’autant plus significative si leur variance augmente simultanément.

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 4.2.

Facteurs Calcul analytique Ŝ1

Configuration (a)
X1 0.54 0.5398
X2 0.46 0.4602

Configuration (b)
X1 0.0016 0.0028
X2 0.9984 0.9972

Configuration (c)
X1 0.0001 0.0001
X2 0.9999 0.9999

Tab. 4.2 – Indices de sensibilité pour le modèle 2.

Le calcul des indices de sensibilité montre que le paramètre le plus influent est celui qui a le
plus grand exposant d’une manière générale, sauf si les valeurs qu’il prend sont en majorité
plus petites que 1. Ce résultat confirme ce que l’on pouvait prévoir. Les estimations fournies
par polynômes locaux sont une fois de plus très proches des valeurs théoriques.

Modèle 3

Y = exp(

d∑

j=1

bjX
j)− Id,

où

Id =

d∏

j=1

ebj − 1

bj
,

et Xj ∼ U(0, 1). Deux configurations sont considérées :
(a) d = 6 et b1 = 1.5, b2 = ... = b6 = 0.9 ;
(b) d = 20 et bj = 0.6 pour 1 ≤ j ≤ 10, bj = 0.4 pour 11 ≤ j ≤ 20.
Ce modèle considère des paramètres de même variance relative, il permet donc d’étudier
le seul comportement de la fonction exponentielle (et du coefficient multiplicatif du para-
mètre dans l’exponentielle).
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Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 4.3.

Facteurs Calcul analytique Ŝ1

Configuration (a)
X1 0.3519 0.3336

Xj , j 6= 1 0.1296 0.1333

Configuration (b)
Xj j ≤ 10 0.0692 0.0684
Xj j > 10 0.0308 0.0316

Tab. 4.3 – Indices de sensibilité pour le modèle 3.

Le calcul des indices de sensibilité montre que les paramètres les plus influents sont ceux
qui ont le plus grand coefficient multiplicatif dans l’exponentielle. L’utilisation des poly-
nômes locaux fournit encore une très bonne estimation.

4.2.4 Application à l’isomérisation du n-butane

En utilisant l’échantillon bootstrap obtenu pour les paramètres du modèle d’isomérisation
du n-butane, nous pouvons mettre en oeuvre la méthode d’estimation par polynômes lo-
caux pour mener une analyse de sensibilité sur ce modèle.

Les indices de sensibilité de la sortie C3+C5 par rapport à chacun des 8 estimateurs des
paramètres ont été calculés pour deux conditions opératoires identiques (pression de 31
bars, température de 154 degrés kelvin, ppH de 4, rapport H2/HC de 1.004) mais avec une
charge différente : nC4=1 pour la condition notée c1 et nC4=0 pour la condition notée c2.
Les résultats obtenus avec l’estimateur T̂1, un polynôme local d’ordre p = 1 et un para-
mètre d’échelle choisi par EBBS sont présentés dans la figure 4.1.

Ces résultats soulignent le comportement de la sortie C3+C5 quand la charge change. En
effet, quand on n’introduit que du nC4 (c1) la production de nC4 dépend principalement
de la production de iC4 par la réaction (1). Ceci est confirmé par l’importance des para-
mètres 1 et 6 qui sont ceux intervenant dans la réaction (1). Quand la charge ne contient
que du iC4 (c2), la réaction (1) n’est plus prépondérante pour la production de C3+C5,
désormais principalement reliée à la réaction (3). Les paramètres 2 et 4 qui sont les plus
importants dans la figure 4.1 pour la charge c2 sont des paramètres de la réaction (3).
Cette étude nous amène donc à conclure que les résultats obtenus confirment l’intuition
sur le comportement de la sortie C3+C5.

Remarque 4.7 (Autres sorties et autres conditions opératoires et de charges). Nous pou-
vons évidemment étudier les indices de sensibilité pour les autres sorties et pour d’autres
conditions opératoires. Nous avons mené une telle étude, cette dernière ayant montré que
les paramètres les plus influents dépendent de la condition opératoire et de la charge. Elle
a également souligné le fait que chacun des 8 paramètres du modèle a une influence sur
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Fig. 4.1 – Indices de sensibilité de la sortie C3+C5 pour les conditions opératoires et de
charge c1 (noir) et c2 (blanc).
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au moins une sortie pour au moins une condition opératoire et de charge. Pour pouvoir
tirer des conclusions précises sur les paramètres à fixer, il serait intéressant d’avoir l’avis
des ingénieurs en génie des procédés pour savoir si certaines sorties sont plus importantes
à étudier et à contrôler, selon l’utilisation qu’ils souhaitent faire du procédé.

4.2.5 Conclusion sur les polynômes locaux

Les résultats précédents, qu’ils soient théoriques ou exhibés sur des modèles analytiques,
montrent que la méthode que nous avons proposée pour estimer les indices de sensibilité
par polynômes locaux est intéressante et fournit de très bonnes estimations.
Cependant, la vitesse de convergence de ces estimateurs est non-paramétrique et n’est pas
optimale, ce qui a motivé le travail que nous détaillons dans la section suivante.

4.3 Estimation d’intégrales de fonctionnelles de densité

Dans la section précédente nous avons proposé un estimateur non-paramétrique des indices
de sensibilité de premier ordre. Cet estimateur est convergent et permet de limiter le nombre
d’appels à la fonction η(·). Néanmoins sa vitesse de convergence est non-paramétrique. Nous
proposons ici un estimateur atteignant la vitesse de convergence optimale, c’est-à-dire que
sa précision converge à la vitesse

√
n avec la bonne constante. Ce qui en fait un estimateur

efficace et nous permet donc d’exhiber la meilleure méthode possible (du point de vue
convergence) pour estimer les indices de sensibilité de premier ordre.

4.3.1 Réécriture du problème

Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles continues de densité jointe notée f(x, y),
dont on possède un échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n de taille n. On cherche à estimer

Var(E(Y |X)),

la variance de l’espérance conditionnelle de Y sachant X. Pour cela, on va utiliser le travail
de Laurent (1996) sur l’estimation efficace d’intégrales de fonctionnelles d’une densité. On
commence donc par écrire

Var(E(Y |X)) = E(E(Y |X)2)− E(E(Y |X))2 = E(E(Y |X)2)− E(Y )2.

Le deuxième terme est estimé de manière triviale. On va s’intéresser à l’écriture du premier
terme sous la forme d’une intégrale fonctionnelle de la densité jointe f , notée T (f) :

T (f) = E(E(Y |X)2) =

∫∫ (∫
yf(x, y)dy

)2
(∫
f(x, y)dy

)2 f(x, y)dxdy.

4.3.2 Procédure d’estimation

Soit (Xi)i=1,...,n un échantillon de taille n d’une variable aléatoire d-dimensionnelle X de
L

2(Rd), de densité f . Laurent (1996) propose un estimateur efficace de fonctionnelles de
la forme

T (f) =

∫

Rd

φ(f(x), x)dx.
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Sous certaines hypothèses, l’idée est de développer φ à l’aide de la formule de Taylor
dans un voisinage de (f̂(x), x) où f̂ est un estimateur de f calculé à partir d’une partie de
l’échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n, par exemple les n1 dernières observations (n1 < n). On obtient
alors

T (f) =

∫
φ(f̂(x), x)dx+

∫
φ′1(f̂(x), x)(f − f̂)(x)dx+

1

2

∫
φ′′1(f̂(x), x)(f − f̂)2(x)dx+ Γn

où φ′1 = ∂φ
∂u(u, v), φ′′1 = ∂2φ

∂u2 (u, v) et Γn est un reste qui est négligeable devant les termes
linéaires et quadratiques. On peut alors réécrire ce développement sous la forme

T (f) =

∫
G(f̂ , ·) +

∫
H(f̂ , ·)f +

∫
K(f̂ , ·)f2 + Γn

où

G(f̂ , ·) = φ(f̂ , ·)− φ′1(f̂ , ·)f̂ +
1

2
φ′′1(f̂ , ·)f̂2,

H(f̂ , ·) = φ′1(f̂ , ·)− f̂φ′′1(f̂ , ·),
K(f̂ , ·) =

1

2
φ′′1(f̂ , ·).

Cette écriture permet de faire apparaître les deux types de fonctionnelles qu’il faut estimer :

1.
∫
H(f̂ , ·)f , qui est une fonctionnelle linéaire de f ;

2.
∫
K(f̂ , ·)f2, qui est une fonctionnelle quadratique de f .

Puisque f̂ est un estimateur utilisant les n1 dernières observations comme précisé plus haut,
alors

∫
H(f̂ , ·)f et

∫
K(f̂ , ·)f2 doivent être estimés avec les n2 premières observations de

l’échantillon (n1 + n2 = n).

Un estimateur empirique raisonnable de
∫
H(f̂ , ·)f est

1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , ·)(Xj).

L’estimation de
∫
K(f̂ , ·)f2 est plus difficile et repose sur un travail préliminaire de re-

cherche d’un estimateur de fonctionnelles quadratiques de la forme
∫
ψf2

Nous renvoyons le lecteur à Laurent (1996) pour des détails concernant l’estimation de la
fonctionnelle quadratique. Notre objectif est d’étendre le travail de Laurent à des fonction-
nelles φ(·, ·) plus générales, telles que celle intervenant dans notre problème.

4.3.3 Extension proposée

On cherche à estimer

T (f) =

∫∫ (∫
yf(x, y)dy

)2
(∫
f(x, y)dy

)2 f(x, y)dxdy

=

∫∫
m(x)2f(x, y)dxdy
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oùm(x) =

∫
yf(x, y)dy∫
f(x, y)dy

est l’espérance conditionnelle, à l’aide d’un échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n

distribué selon la loi jointe f du couple (X,Y ).
En suivant la démarche de Laurent, la première étape est de développer l’opérateur T (f)
autour d’un estimateur préliminaire f̂ obtenu avec les n1 dernières observations de l’échan-
tillon. Pour cela, définissons la fonction F : [0, 1] 7→ R :

F (u) = T (uf + (1− u)f̂)

pour u ∈ [0, 1], on écrit le développement de Taylor de F à l’ordre 3 entre 0 et 1 :

F (1) = F (0) + F ′(0) +
1

2
F ′′(0) +

1

6
F ′′′(ξ)(1− ξ)3

où ξ ∈]0, 1[. Par la suite on utilisera le théorème de Fubini sans le préciser, toutes les
précautions nécessaires à son application étant prises puisque les hypothèses choisies dans
les théorèmes qui suivront font que l’on travaille sur des ensembles compacts. On a

F (0) = T (f̂) =

∫∫
(∫

yf̂(x, y)dy
)2

(∫
f̂(x, y)dy

)2 f̂(x, y)dxdy

=

∫∫
m̂(x)2f̂(x, y)dxdy

où m̂(x) =

∫
yf̂(x, y)dy∫
f̂(x, y)dy

. Il reste donc calculer les dérivées de F jusqu’à l’ordre 3. On a

F (u) = T (uf + (1− u)f̂)

=

∫
(∫

y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy
)2

∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

dx

d’où

F ′(u) =

∫∫
1

(
∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy)2

[
2y

(∫
y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)

(∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

)
−
(∫

y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2
]

(f(x, y)− f̂(x, y))dxdy

soit

F ′(0) =

∫∫
1

(
∫
f̂(x, y)dy)2

[
2y

∫
yf̂(x, y)dy

∫
f̂(x, y)dy −

(∫
yf̂(x, y)dy

)2
]

(f(x, y)− f̂(x, y))dxdy

=

∫∫ [
2ym̂(x)− m̂(x)2

]
(f(x, y)− f̂(x, y))dxdy
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D’autre part,

F ′′(u) =

∫∫∫
2

(
∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy)3

[
yz

(∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

)2

+

(∫
y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2

−(y + z)

(∫
y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)(∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

)]

(f(x, y)− f̂(x, y))(f(x, z)− f̂(x, z))dxdydz

soit

F ′′(0) =

∫∫∫
2

(
∫
f̂(x, y)dy)3

[
yz

(∫
f̂(x, y)dy

)2

+

(∫
yf̂(x, y)dy

)2

−(y + z)

(∫
yf̂(x, y)dy

)(∫
f̂(x, y)dy

)]
(f(x, y)− f̂(x, y))(f(x, z)− f̂(x, z))dxdydz

=

∫∫∫
2

(
∫
f̂(x, y)dy)

[
yz + m̂(x)2 − (y + z)m̂(x)

]

(f(x, y)− f̂(x, y))(f(x, z)− f̂(x, z))dxdydz

Enfin,

F ′′′(u) =

∫∫∫∫
2

(
∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy)4

[
2(y + z + t)

(∫
y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)

(∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

)
− 3

(∫
[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2

−(yz + yt+ zt)

(∫
[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2
]

(f(x, y)− f̂(x, y))(f(x, z)− f̂(x, z))(f(x, t)− f̂(x, t))dxdydzdt

Finalement, en regroupant les termes semblables, on obtient

T (f) =

∫∫ [
2ym̂(x)− m̂(x)2

]
f(x, y)dxdy

+

∫∫∫
1

(
∫
f̂(x, y)dy)

[
yz + m̂(x)2 − (y + z)m̂(x)

]
f(x, y)f(x, z)dxdydz + Γn

=

∫∫
H(f̂ , x, y)f(x, y)dxdy +

∫∫∫
K(f̂ , x, y, z)f(x, y)f(x, z)dxdy + Γn (4.10)

où

H(f̂ , x, y) = 2ym̂(x)− m̂(x)2,

K(f̂ , x, y, z) =
1

(
∫
f̂(x, y)dy)

[
yz + m̂(x)2 − (y + z)m̂(x)

]
.
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Le reste dans le développement de Taylor est

Γn =
1

6
F ′′′(ξ)(1− ξ)3

et on montrera plus tard qu’il est négligeable. Le premier terme
∫
H(f̂ , ·)f est une fonc-

tionnelle linéaire en f et est donc estimé efficacement avec les n2 premières observations
de l’échantillon par

1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , Xj , Yj).

Le terme de second ordre est quant à lui différent du type de fonctionnelle qui apparaît
dans le travail de Laurent, en effet c’est aussi une fonctionnelle quadratique à la différence
près que l’on a affaire à un terme croisé de la forme

∫∫∫
ψ(x, y1, y2)f(x, y1)f(x, y2)dxdy1dy2 (4.11)

qu’il nous faut donc estimer, où ψ(x, y1, y2) = ψ(x, y2, y1) pour tout (x, y1, y2) ∈ R
3.

4.3.4 Estimation de fonctionnelles quadratiques

Dans cette section, nous proposons un estimateur efficace de fonctionnelles quadratiques
croisées s’exprimant sous la forme (4.11) :

θ =

∫∫∫
ψ(x, y1, y2)f(x, y1)f(x, y2)dxdy1dy2

où f(x, y) est la fonction de densité d’un vecteur aléatoire (X,Y ) et ψ : R
3 7→ R vérifie

ψ(x, y1, y2) = ψ(x, y2, y1) pour tout (x, y1, y2) ∈ R
3. Rappelons que l’on travaille sur des

ensembles compacts, c’est-à-dire que le support de f est compact. Supposons donc que
(Xi, Yi)i=1,...,n est un échantillon du vecteur (X,Y ) de loi jointe f ∈ L

2(dxdy). Ici nous
considérons donc une loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R

2,
notons toutefois que tout notre travail est aussi valable pour toute loi absolument continue
par rapport à une mesure µ bornée quelconque. Nous nous sommes limités ici à la mesure
de Lebesgue dans un souci de concision des nombreuses formules nécessaires à la preuve des
théorèmes de convergence des estimateurs. Soit (pi)i∈D, pi(x, y) = αiα(x)βiβ (y) une base
orthonormée tensorisée de L

2(dxdy), où D est un ensemble dénombrable (e.g. la base de
Fourier de L

2(dxdy)). Notons aussi ai =
∫
fpi la projection de f sur la i-ième composante

pi de cette base et SM la projection tronquée sur un sous-ensemble M de D , par exemple
SMf =

∑
i∈M aipi. De la même manière que Laurent, on cherche à estimer la fonctionnelle

quadratique avec un biais égal à

−
∫∫∫

[SMf(x, y1)− f(x, y1)][SMf(x, y2)− f(x, y2)]ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

= 2

∫∫∫
SMf(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

−
∫∫∫

SMf(x, y1)SMf(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

−
∫∫∫

f(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2, (4.12)
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autrement dit un biais strictement égal au simple biais de projection. Considérons l’esti-
mateur θ̂n défini par

θ̂n =
2

n(n− 1)

∑

i∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)ψ(Xk, u, Yk)du

− 1

n(n− 1)

∑

i,i′∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.8 (Biais de θ̂n). L’estimateur θ̂n défini ci-dessus estime θ avec un biais égal à

−
∫∫∫

[SMf(x, y1)− f(x, y1)][SMf(x, y2)− f(x, y2)]ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2.

Démonstration. Notons θ̂n = θ̂1
n − θ̂2

n avec

θ̂1
n =

2

n(n− 1)

∑

i∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)ψ(Xk, u, Yk)du

et

θ̂2
n =

1

n(n− 1)

∑

i,i′∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2.

Calculons tout d’abord E(θ̂1
n) :

E(θ̂1
n) = 2

∑

i∈M

∫∫
pi(x, y)f(x, y)dxdy

∫∫∫
pi(x, y)ψ(x, u, y)f(x, y)dxdydu

= 2
∑

i∈M

ai

∫∫∫
pi(x, y)ψ(x, u, y)f(x, y)dxdydu

= 2

∫∫∫ (∑

i∈M

aipi(x, y)

)
ψ(x, u, y)f(x, y)dxdydu

= 2

∫∫∫
SMf(x, y)ψ(x, u, y)f(x, y)dxdydu.

Par ailleurs, on a

E(θ̂2
n) =

∑

i,i′∈M

∫∫
pi(x, y)f(x, y)dxdy

∫∫
pi′(x, y)f(x, y)dxdy

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

=
∑

i,i′∈M

aiai′

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

=

∫ (∑

i∈M

aipi(x, y1)

)(∑

i′∈M

ai′pi′(x, y2)

)
ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

=

∫
SMf(x, y1)SMf(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2.
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En calculant finalement E(θ̂n)− θ = E(θ̂1
n)−E(θ̂2

n)− θ et en utilisant le résultat (4.12) on
retrouve bien le biais recherché.

Cet estimateur possède plusieurs propriétés qui nous seront utiles pour l’estimation de
T (f) par la suite, elles sont détaillées dans le théorème suivant.

Théorème 4.9. Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échantillon du vecteur (X,Y ) de loi jointe f ∈
L

2(dxdy). Soit (pi)i∈D une base orthonormée tensorisée de L
2(dxdy). On suppose que

f est uniformément bornée, à support compact [a, b] × [c, d] et appartient à l’ellipsoïde
E = {∑i∈D aipi;

∑
i∈D |a2

i /c
2
i | ≤ 1} où (ci)i∈D est une suite de réels donnée. Supposons

que les conditions suivantes sont vérifiées :

– Pour tout n ≥ 1, on peut trouver un sous-ensemble Mn de D tel que

(
sup

i/∈Mn

|ci|2
)2

≈ |Mn|
n2

(voir plus bas pour la définition de ‘≈’),

– ∀t ∈ L
2(dxdy),

∫
(SMnt− t)2dµ→ 0 quand n→∞.

On cherche à estimer

θ =

∫∫∫
ψ(x, y1, y2)f(x, y1)f(x, y2)dxdy1dy2

où ψ est une fonction bornée telle que ψ(x, y1, y2) = ψ(x, y2, y1) pour tout (x, y1, y2) ∈ R
3.

Soit

θ̂n =
2

n(n− 1)

∑

i∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)ψ(Xk, u, Yk)du

− 1

n(n− 1)

∑

i,i′∈M

n∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2.

θ̂n possède les propriétés asymptotiques suivantes pour estimer θ :
(i) Si |Mn|/n→ 0 quand n→ 0, alors

√
n
(
θ̂n − θ

)
→ N (0,Λ(f, ψ)) , (4.13)

∣∣∣∣nE

(
θ̂n − θ

)2
− Λ(f, ψ)

∣∣∣∣ ≤ γ1

[ |Mn|
n

+ ‖SMnf − f‖2 + ‖SMng − g‖2
]
, (4.14)

où g(x, y) =

∫
f(x, u)ψ(x, y, u)du et

Λ(f, ψ) = 4

[∫∫
g(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]
.
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(ii) Sinon

E

(
θ̂n − θ

)2
≤ γ2

|Mn|
n

,

où γ1 et γ2 sont des constantes qui dépendent seulement de ‖f‖∞, ‖ψ‖∞ et ∆Y (avec
∆Y = d− c). De plus, ces constantes sont des fonctions croissantes de ces quantités.

La notation An ≈ Bn utilisée dans le théorème 4.9 signifie que λ1 ≤ An/Bn ≤ λ2 où λ1

et λ2 sont des constantes strictement positives. Nous avons repris ici cette hypothèse telle
qu’elle est présentée par Laurent (1996), notons cependant que seule la majoration sera
utilisée dans la preuve qui suit.

Démonstration. On écrira M au lieu de Mn pour la lisibilité des preuves et on notera m =
|M |. Rappelons que pi(x, y) = αiα(x)βiβ (y). On veut majorer la précision de l’estimateur

θ̂n. On commence par écrire la décomposition classique :

E

(
θ̂n −

∫∫∫
ψ(x, y1, y2)f(x, y1)f(x, y2)dxdy1dy2

)2

= Biais2(θ̂n) + Var(θ̂n).

Le premier terme de cette décomposition se majore facilement, car θ̂n a justement été
construit pour atteindre un biais égal à

Biais(θ̂n) = −
∫∫∫

[SMf(x, y1)− f(x, y1)][SMf(x, y2)− f(x, y2)]ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

On en déduit alors le lemme suivant :

Lemme 4.10 (Majoration de Biais(θ̂n)). Sous les hypothèses du théorème (4.9), on a

|Biais(θ̂n)| ≤ ∆Y ‖ψ‖∞ sup
i/∈M
|ci|2.

Démonstration. Il suffit d’écrire que

|Biais(θ̂n)| ≤ ‖ψ‖∞
∫ (∫

|SMf(x, y1)− f(x, y1)|dy1

)

(∫
|SMf(x, y2)− f(x, y2)|dy2

)
dx

≤ ‖ψ‖∞
∫ (∫

|SMf(x, y)− f(x, y)|dy
)2

dx

≤ ∆Y ‖ψ‖∞
∫∫

(SMf(x, y)− f(x, y))2dxdy

≤ ∆Y ‖ψ‖∞
∑

i/∈M

|ai|2

≤ ∆Y ‖ψ‖∞ sup
i/∈M
|ci|2

car f ∈ E .
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La difficulté repose sur la majoration de la variance de l’estimateur.
Soient A et B les vecteurs m× 1 composés des éléments

ai =

∫∫
f(x, y)pi(x, y)dxdy i = 1, . . . ,m

bi =

∫∫∫
pi(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2 =

∫∫
g(x, y)pi(x, y)dxdy i = 1, . . . ,m

où g(x, y) =

∫
f(x, u)ψ(x, y, u)du pour chaque élément i de l’ensemble M . ai et bi sont

donc les projections des fonctions f et g sur le i-ième élément de la base. Soient Q et R
les vecteurs m× 1 des fonctions centrées

qi(x, y) = pi(x, y)− ai i = 1, . . . ,m

ri(x, y) =

∫
pi(x, u)ψ(x, u, y)du− bi i = 1, . . . ,m

Soit C la matrice m×m des constantes

cii′ =

∫∫∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2 i, i′ = 1 . . . ,m.

On notera Un le processus défini par Unh =
1

n(n− 1)

n∑

j 6=k=1

h(Xj , Yj , Xk, Yk) et Pn la me-

sure empirique Pnf =
1

n

n∑

j=1

f(Xj , Yj). En utilisant les notations précédentes, on peut alors

écrire θ̂n sous la forme

θ̂n =
2

n(n− 1)

∑

i∈M

n∑

j 6=k=1

[qi(Xj , Yj) + ai] [ri(Xj , Yj) + bi]

− 1

n(n− 1)

∑

i,i′∈M

n∑

j 6=k=1

[qi(Xj , Yj) + ai] [qi′(Xk, Yk) + ai′ ] cii′

=
1

n(n− 1)

n∑

j 6=k=1

[
2tQ(Xj , Yj)R(Xk, Yk)− tQ(Xj , Yj)CQ(Xk, Yk)

]

+
1

n

n∑

j=1

[
2tAR(Xj , Yj) + 2tBQ(Xj , Yj)− 2tACQ(Xj , Yj)

]

+2tAB − tACA,

soit
θ̂n = UnK + PnL+ 2tAB − tACA (4.15)

où

K(x1, y1, x2, y2) = 2tQ(x1, y1)R(x2, y2)− tQ(x1, y1)CQ(x2, y2),

L(x1, y1) = 2tAR(x1, y1) + 2tBQ(x1, y1)− 2tACQ(x1, y1).



162 Analyse de sensibilité

Remarquons que θ̂n est une U-statistique et que sa décomposition de Hoeffding (voir la
section 2.2.3 ou Serfling (1980)) coïncide exactement à la décomposition (4.15) : le terme
UnK correspond à la projection sur l’espace engendré par les fonctions de deux variables,
PnL est la projection sur l’espace engendré par les fonctions d’une variable orthogonal à
l’espace précédent, et 2tAB − tACA est l’espérance de θ̂n.
On a donc Var(θ̂n) = Var(UnK) + Var(PnL) + 2 Cov(UnK,PnL). Il suffit de majorer
chacune de ces quantités pour majorer la variance de θ̂n : c’est la démarche que nous
adoptons dans les trois lemmes qui suivent.

Lemme 4.11 (Majoration de Var(UnK)). Sous les hypothèses du théorème (4.9), on a

Var(UnK) ≤ 20

n(n− 1)
‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2

Y (m+ 1).

Démonstration. UnK est centré, donc

Var(UnK) = E[(UnK)2]

= E


 1

(n(n− 1))2

n∑

j 6=k=1

n∑

j′ 6=k′=1

K(Xj , Yj , Xk, Yk)K(Xj′ , Yj′ , Xk′ , Yk′)




=
1

n(n− 1)
E(K2(X1, Y1, X2, Y2) +K(X1, Y1, X2, Y2)K(X2, Y2, X1, Y1)).

En effet dès que (j′, k′) 6= (j, k) ou (j′, k′) 6= (k, j),K(Xj , Yj , Xk, Yk) etK(Xj′ , Yj′ , Xk′ , Yk′)
sont décorrélés et le terme correspondant dans la somme vaut 0, puisque Q et R sont
centrés. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors

Var(UnK) ≤ 2

n(n− 1)
E(K2(X1, Y1, X2, Y2)).

De plus, en utilisant l’inégalité 2|E(XY )| ≤ E(X2) + E(Y 2), on a

E(K2(X1, Y1, X2, Y2)) ≤ 2
[
E
(
(2Q′(X1, Y1)R(X2, Y2))

2
)

+ E
(
(Q′(X1, Y1)CQ(X2, Y2))

2
)]
.

Il reste à majorer ces deux termes. On peut écrire le premier terme sous la forme :

E
(
(2Q′(X1, Y1)R(X2, Y2))

2
)

= 4(W1 −W2 −W3 +W4)

où

W1 =

∫∫∫∫∫∫ ∑

i,i′

pi(x, y)pi′(x, y)pi(x
′, u)pi′(x

′, v)

ψ(x′, u, y′)ψ(x′, v, y′)f(x, y)f(x′, y′)dudvdxdydx′dy′

W2 =

∫∫ ∑

i,i′

bibi′pi(x, y)pi′(x, y)f(x, y)dxdy

W3 =

∫∫∫∫ ∑

i,i′

aiai′pi(x, u)pi′(x, v)ψ(x, u, y)ψ(x, v, y)f(x, y)dxdy

W4 =
∑

i,i′

aiai′bibi′ .
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On a

W2 =

∫∫ (∑

i

bipi(x, y)

)2

f(x, y)dxdy ≥ 0

et

W3 =

∫∫ ∑

i,i′

aiai′

(∫
pi(x, u)ψ(x, u, y)du

)(∫
pi′(x, v)ψ(x, v, y)dv

)
f(x, y)dxdy

=

∫∫ (∑

i

ai

∫
pi(x, u)ψ(x, u, y)du

)2

f(x, y)dxdy ≥ 0

d’où

E
(
(2Q′(X1, Y1)R(X2, Y2))

2
)
≤ 4(W1 +W4).

Or

W1 =

∫∫∫∫ ∑

i,i′

pi(x, y)pi′(x, y)

∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

∫
pi′(x

′, v)ψ(x′, v, y′)dv

f(x, y)f(x′, y′)dxdydx′dy′

≤
∫∫∫∫ (∑

i

pi(x, y)

∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)2

f(x, y)f(x′, y′)dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∫∫∫∫ (∑

i

pi(x, y)

∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)2

dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∫∫∫∫ ∑

i,i′

pi(x, y)pi′(x, y)

∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

∫
pi′(x

′, v)ψ(x′, v, y′)dv

dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∑

i,i′

∫∫
pi(x, y)pi′(x, y)dxdy

∫∫ (∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)(∫
pi′(x

′, v)ψ(x′, v, y′)dv

)
dx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∑

i

∫∫ (∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)2

dx′dy′

en utilisant l’orthogonalité des pi. Or

(∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)2

≤
(∫

pi(x
′, u)2du

)(∫
ψ(x′, u, y′)2du

)

≤ ‖ψ‖2∞∆Y

∫
pi(x

′, u)2du,
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donc

∫∫ (∫
pi(x

′, u)ψ(x′, u, y′)du

)2

dx′dy′ ≤ ‖ψ‖2∞∆Y

∫∫∫
pi(x

′, u)2dudx′dy′

≤ ‖ψ‖2∞∆2
Y

∫∫
pi(x

′, u)2dudx

≤ ‖ψ‖2∞∆2
Y .

Finalement,

W1 ≤ ‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2
Ym.

De plus,

W4 =

(∑

i

aibi

)2

≤
∑

i

a2
i

∑

i

b2i ≤ ‖f‖22‖g‖22 ≤ ‖f‖∞‖g‖22.

Or

g(x, y) =

∫
f(x, u)ψ1(x)ψ2(y)ψ3(u)du

et donc par Cauchy-Schwarz

g(x, y)2 ≤ ∆Y

∫
f(x, u)2ψ1(x)

2ψ2(y)
2ψ3(u)

2du

≤ ‖ψ‖2∞‖f‖∞∆Y

∫
f(x, u)du.

D’où, en intégrant

‖g‖22 =

∫∫
g(x, y)2dxdy

≤ ‖ψ‖2∞‖f‖∞∆Y

∫∫∫
f(x, u)dudxdy

≤ ‖ψ‖2∞‖f‖∞∆2
Y ,

soit finalement

W4 ≤ ‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2
Y .

On a alors

E
(
(2Q′(X1, Y1)R(X2, Y2))

2
)
≤ 4‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2

Y (m+ 1).

Majorons maintenant le second terme de E
(
(2Q′(X1, Y1)R(X2, Y2))

2
)

:

E
(
(Q′(X1, Y1)CQ(X2, Y2))

2
)

= W5 − 2W6 +W7
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avec

W5 =

∫∫∫∫ ∑

i,i′

∑

i1,i′
1

cii′ci1i′
1
pi(x, y)pi1(x, y)pi′(x

′, y′)pi′
1
(x′, y′)f(x, y)f(x′, y′)dxdydx′dy′

W6 =
∑

i,i′

∑

i1,i′
1

∫∫
cii′ci1i′

1
aiai1pi′(x, y)pi′

1
(x, y)f(x, y)dxdy

W7 =
∑

i,i′

∑

i1,i′
1

cii′ci1i′
1
aiai1ai′ai′

1
.

Or

W6 =

∫∫ ∑

i′,i′
1

(∫∫∫
SMf(u, z1)ψ(u, z1, z2)pi′(u, z2)dudz1dz2

)

(∫∫∫
SMf(v, t1)ψ(v, t1, t2)pi′(v, t2)dvdt1dt2

)
pi′(x, y)pi′

1
(x, y)f(x, y)dxdy

=

∫∫ (∑

i

(∫∫∫
SMf(u, z1)ψ(u, z1, z2)pi(u, z2)dudz1dz2

)
pi(x, y)

)2

f(x, y)dxdy ≥ 0

d’où

E
(
(Q′(X1, Y1)CQ(X2, Y2))

2
)
≤W5 +W7.

De plus, on a

W5 =

∫∫∫∫ 
∑

i,i′

cii′pi(x, y)pi′(x
′, y′)




2

f(x, y)f(x′, y′)dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∫∫∫∫ 

∑

i,i′

cii′pi(x, y)pi′(x
′, y′)




2

dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∑

i,i′

∑

i1,i′
1

cii′ci1i′
1

∫∫∫∫
pi(x, y)pi1(x, y)pi′(x

′, y′)pi′
1
(x′, y′)dxdydx′dy′

≤ ‖f‖2∞
∑

i,i′

c2ii′

en utilisant l’orthogonalité des pi. Mais on a

cii′ =

∫∫∫
αiα(x)βiβ (y1)αi′α(x)βi′

β
(yy2

)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

=

∫
αiα(x)αi′α(x)

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)dy1dy2

)
dx,
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donc

c2ii′ =

∫∫
αiα(x)αi′α(x)

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)dy1dy2

)

αiα(x′)αi′α(x′)

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x′, y1, y2)dy1dy2

)
dxdx′

et

∑

i,i′

c2ii′ =

∫∫ ∑

iα,i′α

αiα(x)αi′α(x)αiα(x′)αi′α(x′)
∑

iβ ,i′
β

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)dy1dy2

)

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x′, y1, y2)dy1dy2

)
dxdx′

=

∫∫ (∑

iα

αiα(x)αiα(x′)

)2 ∑

iβ ,i′
β

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)dy1dy2

)

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x′, y1, y2)dy1dy2

)
dxdx′.

Mais

∑

iβ ,i′
β

(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)dy1dy2

)(∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x′, y1, y2)dy1dy2

)

=
∑

iβ ,i′
β

∫∫∫∫
βiβ (y1)βi′

β
(y2)ψ(x, y1, y2)βiβ (y′1)βi′

β
(y′2)ψ(x′, y′1, y

′
2)dy1dy2dy

′
1dy

′
2

=

∫∫ ∑

iβ

(∫
βiβ (y1)ψ(x, y1, y2)dy1

)
βiβ (y′1)

∑

i′
β

(∫
βi′

β
(y′2)ψ(x′, y′1, y

′
2)dy

′
2

)
βi′

β
(y2)dy

′
1dy2

=

∫∫
ψ(x, y′1, y2)ψ(x′, y′1, y2)dy

′
1dy2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

en utilisant le fait que les βi sont des projecteurs. Ainsi,

∑

i,i′

c2ii′ ≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∫∫ (∑

iα

αiα(x)αiα(x′)

)2

dxdx′

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∫∫ ∑

iα,i′α

αiα(x)αi′α(x)αiα(x′)αi′α(x′)dxdx′

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∑

iα,i′α

(∫
αiα(x)αi′α(x)dx

)2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∑

iα

(∫
αiα(x)2dx

)2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞m
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en utilisant l’orthogonalité des αi. Soit finalement

W5 ≤ ‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2
Ym.

On a aussi

W7 =


∑

i,i′

cii′aiai′




2

.

Or

∑

i,i′

cii′aiai′ =
∑

i,i′

∫∫∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)ψ(x, y1, y2)aiai′dxdy1dy2

=

∫∫∫
SMf(x, y1)SMf(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

|
∑

i,i′

cii′aiai′ | ≤ ‖ψ‖∞
∫∫∫

|SMf(x, y1)SMf(x, y2)|dxdy1dy2

≤ ‖ψ‖∞
∫∫ (∫

|SMf(x, y1)SMf(x, y2)|dx
)
dy1dy2.

En utilisant Cauchy-Schwarz deux fois, on a alors


∑

i,i′

cii′aiai′




2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∫∫ (∫
|SMf(x, y1)SMf(x, y2)|dx

)2

dy1dy2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∫∫ (∫
SMf(u, y1)

2du

)(∫
SMf(v, y2)

2dv

)
dy1dy2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

∫∫∫∫
SMf(u, y1)

2SMf(v, y2)
2dudvdy1dy2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

(∫∫
SMf(x, y)2dxdy

)2

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞‖f‖2∞.

On a alors finalement

E
(
(Q′(X1, Y1)CQ(X2, Y2))

2
)
≤ ‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2

Y (m+ 1).

En mettant bout à bout ces inégalités, on en déduit alors que

Var(UnK) ≤ 20

n(n− 1)
‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2

Y (m+ 1).
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Occupons-nous maintenant du second terme de la décomposition de Hoeffding de θ̂n :

Lemme 4.12 (Majoration de Var(PnL)). Sous les hypothèses du théorème (4.9), on a

Var(PnL) ≤ 36

n
∆2

Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞.

Démonstration. On a

Var(PnL) =
1

n
Var(L(X1, Y1))

et on peut écrire L(X1, Y1) sous la forme

L(X1, Y1) = 2A′R(X1, Y1) + 2B′Q(X1, Y1)− 2A′CQ(X1, Y1)

= 2
∑

i

ai

(∫
pi(X1, u)ψ(X1, u, Y1)du− bi

)
+ 2

∑

i

bi(pi(X1, Y1)− ai)

−2
∑

i,i′

cii′ai′(pi(X1, Y1)− ai)

= 2

∫ ∑

i

aipi(X1, u)ψ(X1, u, Y1)du+ 2
∑

i

bipi(X1, Y1)− 2
∑

i,i′

cii′ai′pi(X1, Y1)

−4A′B + 2A′CA

= 2

∫
SMf(X1, u)ψ(X1, u, Y1)du+ 2SMg(X1, Y1)− 2

∑

i,i′

cii′ai′pi(X1, Y1)

−4A′B + 2A′CA.

En posant h(x, y) =

∫
SMf(x, u)ψ(x, u, y)du, on a alors

SMh(z, t) =
∑

i

(∫∫
h(x, y)pi(x, y)dxdy

)
pi(z, t)

=
∑

i

(∫∫∫
SMf(x, u)ψ(x, u, y)pi(x, y)dudxdy

)
pi(z, t)

=
∑

i,i′

(∫∫∫
ai′pi′(x, u)ψ(x, u, y)pi(x, y)dudxdy

)
pi(z, t)

=
∑

i,i′

cii′ai′pi(z, t)

et on peut alors écrire

L(X1, Y1) = 2h(X1, Y1) + 2SMg(X1, Y1)− 2SMh(X1, Y1)− 4A′B + 2A′CA.

Ainsi,

Var(L(X1, Y1)) = 4Var[h(X1, Y1) + SMg(X1, Y1)− SMh(X1, Y1)]

≤ 4E[(h(X1, Y1) + SMg(X1, Y1)− SMh(X1, Y1))
2]

≤ 12E[(h(X1, Y1))
2 + (SMg(X1, Y1))

2 + (SMh(X1, Y1))
2].
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Il reste maintenant à majorer ces trois termes :

E((h(X1, Y1))
2) =

∫∫ (∫
SMf(x, u)ψ(x, u, y)du

)2

f(x, y)dxdy

≤ ∆Y

∫∫∫
SMf(x, u)2ψ(x, u, y)2f(x, y)dxdydu

≤ ∆2
Y ‖f‖∞‖ψ‖2∞

∫∫
SMf(x, u)2dxdu

≤ ∆2
Y ‖f‖∞‖ψ‖2∞‖SMf‖22

≤ ∆2
Y ‖f‖∞‖ψ‖2∞‖f‖22

≤ ∆2
Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞

et

E((SMg(X1, Y1))
2) =

∫∫
SMg(x, y)

2f(x, y)dxdy

≤ ‖f‖∞‖SMg‖22
≤ ‖f‖∞‖g‖22
≤ ∆2

Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞

d’après les calculs précédents. Enfin,

E((SMh(X1, Y1))
2) =

∫∫
SMh(x, y)

2f(x, y)dxdy

≤ ‖f‖∞‖SMh‖22
≤ ‖f‖∞‖h‖22
≤ ∆2

Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞

d’après les calculs précédents.
Finalement,

Var(L(X1, Y1)) ≤ 36∆2
Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞.

Il nous reste maintenant à calculer la covariance des termes de la décomposition de Hoeff-
ding :

Lemme 4.13 (Majoration de Cov(UnK,PnL)). Sous les hypothèses du théorème (4.9), on
a

Cov(UnK,PnL) = 0.
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Démonstration. Comme UnK et PnL sont centrés, on a

Cov(UnK,PnL) = E(UnKPnL)

= E


 1

n2(n− 1)

n∑

j 6=k=1

K(Xj , Yj , Xk, Yk)
n∑

i=1

L(Xi, Yi)




=
1

n
E(K(X1, Y1, X2, Y2)(L(X1, Y1) + L(X2, Y2)))

= 0

car K, L, Q et R sont centrés.

On déduit alors des quatre lemmes précédents le résultat sur la précision de l’estimateur
θ̂n :

Lemme 4.14 (Majoration de E(θ̂n − θ)2). Sous les hypothèses du théorème (4.9), on a :
– Si m/n→ 0,

E(θ̂n − θ)2 = O(
1

n
),

– Sinon,
E(θ̂n − θ)2 ≤ γ2(m/n

2)

où γ2 ne dépend que de ‖f‖∞, ‖ψ‖∞ et ∆Y .

Démonstration. Les lemmes 4.11, 4.12 et 4.13 impliquent la majoration

Var(θ̂n) ≤ 20

n(n− 1)
∆2

Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞(m+ 1) +
36

n
∆2

Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞.

Finalement, pour n assez grand et une constante γ ∈ R,

Var(θ̂n) ≤ γ∆2
Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞

(
m

n2
+

1

n

)
.

Le lemme 4.10 implique quant à lui que

Biais2(θ̂n) ≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞

(
sup
i/∈M
|ci|2

)2

et par hypothèse
(
supi/∈M |ci|2

)2 ≈ m/n2. Si m/n → 0, alors E(θ̂n − θ)2 = O( 1
n), sinon

E(θ̂n − θ)2 ≤ γ2(m/n
2) où γ2 ne dépend que de ‖f‖∞, ‖ψ‖∞ et ∆Y .

Le lemme que nous venons de démontrer donne le résultat du théorème 4.9 quand m/n
ne tend pas vers 0. Etudions maintenant plus précisément le cas semi-paramétrique, c’est-
à-dire le cas où E(θ̂n − θ)2 = O( 1

n) pour prouver la normalité asymptotique (4.13) et la
majoration de la précision (4.14). On a

√
n
(
θ̂n − θ

)
=
√
n(UnK) +

√
n(PnL) +

√
n(2A′B −A′CA).

On va étudier le comportement limite de chacun de ses trois termes. Le premier terme
s’étudie aisément :
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Lemme 4.15 (Comportement limite de
√
n(UnK)). Sous les hypothèses du théorème 4.9,

√
nUnK → 0

en probabilité quand n→∞ si m/n→ 0.

Démonstration. Comme Var(
√
nUnK) ≤ 20

(n− 1)
‖ψ‖2∞‖f‖2∞∆2

Y (m+ 1), alors
√
nUnK tend

vers 0 en probabilité quand n→∞ si m/n→ 0.

Le processus empirique PnL sera le terme important pour le théorème centrale limite. Avant
d’étudier la normalité asymptotique, nous aurons besoin du lemme suivant concernant la
variance de

√
n(PnL) :

Lemme 4.16 (Variance limite de
√
n(PnL)). Sous les hypothèses du théorème 4.9,

nVar(PnL)→ Λ(f, ψ)

où

Λ(f, ψ) = 4

[∫∫
g(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]
.

Démonstration. On a vu précédemment dans le lemme 4.12 que

Var(L(X1, Y1)) = 4Var[h(X1, Y1) + SMg(X1, Y1)− SMh(X1, Y1)]

= 4Var[A1 +A2 +A3]

= 4
3∑

i,j=1

Cov(Ai, Aj).

On va montrer que ∀i, j ∈ {1, 2, 3}2, on a

∣∣∣∣∣Cov(Ai, Aj)− ǫij
[∫∫

g(x, y)2f(x, y)dxdy −
(∫∫

g(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]∣∣∣∣∣

≤ γ [‖SMf − f‖2 + ‖SMg − g‖2] (4.16)

où ǫij = −1 si i = 3 ou j = 3 et i 6= j et ǫij = 1 sinon, et où γ dépend seulement de ‖f‖∞,
‖ψ‖∞ et ∆Y .
On détaille seulement le calcul pour i = j = 3 puisque les calculs sont en tout point
similaire pour les autres cas :

Var(A3) =

∫∫
S2

M [h(x, y)]f(x, y)dxdy −
(∫∫

SM [h(x, y)]f(x, y)dxdy

)2

Le calcul s’effectue en deux temps, on majore d’abord la quantité

∣∣∣∣
∫∫

S2
M [h(x, y)]f(x, y)dxdy −

∫∫
g(x, y)2f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ,
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celle-ci étant majorée par
∫∫ ∣∣S2

M [h(x, y)]f(x, y)− S2
M [g(x, y)]f(x, y)

∣∣ dxdy +

∫∫ ∣∣S2
M [g(x, y)]f(x, y)− g(x, y)2f(x, y)

∣∣ dxdy

≤ ‖f‖∞‖SMh+ SMg‖2‖SMh− SMg‖2 + ‖f‖∞‖SMg + g‖2‖SMg − g‖2.

En utilisant le fait que SM est une projection, cette somme est majorée par

‖f‖∞‖h+ g‖2‖h− g‖2 + 2‖f‖∞‖g‖2‖SMg − g‖2
≤ ‖f‖∞(‖h‖2 + ‖g‖2)‖h− g‖2 + 2‖f‖∞‖g‖2‖SMg − g‖2.

On a vu précédemment que

– ‖g‖2 ≤ ∆Y ‖f‖1/2
∞ ‖ψ‖∞ ;

– ‖h‖2 ≤ ∆Y ‖f‖1/2
∞ ‖ψ‖∞.

Donc la somme est majorée par

2∆Y ‖f‖3/2
∞ ‖ψ‖∞‖h− g‖2 + 2∆Y ‖f‖3/2

∞ ‖ψ‖∞‖SMg − g‖2
Il reste donc uniquement le terme ‖h− g‖2 à majorer :

‖h− g‖22 =

∫∫ (∫
(SMf(x, u)− f(x, u))ψ(x, u, y)du

)2

dxdy

≤
∫∫ (∫

(SMf(x, u)− f(x, u))2du

)(∫
ψ(x, u, y)2du

)
dxdy

≤ ∆2
Y ‖ψ‖2∞‖SMf − f‖22.

Finalement la somme est bornée par

2∆Y ‖f‖3/2
∞ ‖ψ‖∞ (∆Y ‖ψ‖∞‖SMf − f‖2 + ‖SMg − g‖2)

Occupons-nous maintenant de la majoration du second terme, à savoir :
∣∣∣∣∣

(∫∫
SM [h(x, y)]f(x, y)dxdy

)2

−
(∫∫

g(x, y)f(x, y)dxdy

)2
∣∣∣∣∣ .

Ce terme est égal à
∣∣∣∣
(∫∫

(SM [h(x, y)] + g(x, y))f(x, y)dxdy

)(∫∫
(SM [h(x, y)]− g(x, y))f(x, y)dxdy

)∣∣∣∣

et par Cauchy-Schwarz est borné par

‖f‖2‖SMh+ g‖2‖f‖2‖SMh− g‖2
≤ ‖f‖22(‖h‖2 + ‖g‖2)(‖SMh− SMg‖2 + ‖SMg − g‖2)
≤ 2∆Y ‖f‖3/2

∞ ‖ψ‖∞(‖h− g‖2 + ‖SMg − g‖2)
≤ 2∆Y ‖f‖3/2

∞ ‖ψ‖∞ (∆Y ‖ψ‖∞‖SMf − f‖2 + ‖SMg − g‖2)
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en utilisant les majorations précédentes.
Il suffit alors de collecter les deux inégalités pour retrouver (4.16) pour i = j = 3.
Finalement, puisque par hypothèse ∀t ∈ L

2(dµ), ‖SM t − t‖2 → 0 quand n → ∞, une
conséquence de (4.16) est que

lim
n→∞

Var(L(X1, Y1)) = 4

[∫∫
g(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]

= Λ(f, ψ).

On conclut alors en notant que Var(
√
n(PnL)) = Var(L(X1, Y1)).

On veut maintenant étudier la convergence en loi de
√
n(PnL), elle est donnée par le lemme

suivant :

Lemme 4.17 (Normalité asymptotique de
√
n(PnL)). Sous les hypothèses du théorème

4.9, √
nPnL

L→ N (0,Λ(f, ψ)).

Démonstration. Nous savons déjà que

√
n

(
Pn(2g)− 2

∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

)
→ N (0,Λ(f, ψ))

où g(x, y) =

∫
ψ(x, y, u)f(x, u)du.

Il suffit donc de montrer que l’espérance du carré de

R =
√
n

[
PnL−

(
Pn(2g)− 2

∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

)]

tend vers 0 :

E(R2) = Var(R)

= nVar(PnL) + nVar(Pn(2g))− 2nCov(PnL,Pn(2g))

Or on sait que nVar(Pn(2g))→ Λ(f, ψ) et le lemme 4.16 montre que nVar(PnL)→ Λ(f, ψ),
il reste donc à montrer que

lim
n→∞

nCov(PnL,Pn(2g)) = Λ(f, ψ).

On a
nCov(PnL,Pn(2g)) = E(2L(X1, Y1)g(X1, Y1))

car L est centré. Mais

L(X1, Y1) = 2h(X1, Y1) + 2SMg(X1, Y1)− 2SMh(X1, Y1)− 4A′B + 2A′CA

ce qui implique que

nCov(PnL,Pn(2g)) = 4

∫∫
h(x, y)g(x, y)f(x, y)dxdy + 4

∫∫
SMg(x, y)g(x, y)f(x, y)dxdy

−4

∫∫
SMh(x, y)g(x, y)f(x, y)dxdy − 8

∑

i

aibi

∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy

+4A′CA

∫∫
g(x, y)f(x, y)dxdy
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qui converge vers 4

[∫∫
g(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
g(x, y)f(x, y)dudxdy

)2
]

= Λ(f, ψ).

On en déduit que √
nPnL→ N (0,Λ(f, ψ))

en loi.

Pour obtenir la normalité asymptotique de θ̂n, il ne reste plus qu’à contrôler le dernier
terme de la décomposition de Hoeffding :

Lemme 4.18 (Comportement asymptotique de
√
n(2A′B −A′CA)). Sous les hypothèses

du théorème 4.9, √
n(2A′B −A′CA− θ)→ 0.

Démonstration.
√
n(2A′B −A′CA− θ)→ 0 est égal à

√
n

[
2

∫∫
g(x, y)SMf(x, y)dxdy −

∫∫∫
SMf(x, y1)SMf(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

−
∫∫∫

f(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

]

soit en remplaçant g par son expression

√
n

[
2

∫∫∫
SMf(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2 −

∫∫∫
SMf(x, y1)SMf(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

−
∫∫∫

f(x, y1)f(x, y2)ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

]

En regroupant les intégrales astucieusement cette quantité vaut alors

√
n

[∫∫∫
SMf(x, y1)(f(x, y2)− SMf(x, y2))ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

−
∫∫∫

f(x, y2)(SMf(x, y1)− f(x, y1))ψ(x, y1, y2)dxdy1dy2

]

≤ √n∆Y ‖ψ‖∞ (‖SMf‖2‖SMf − f‖2 + ‖f‖2‖SMf − f‖2)
≤ 2
√
n∆Y ‖f‖2‖‖ψ‖∞‖SMf − f‖2

≤ 2
√
n∆Y ‖f‖2‖‖ψ‖∞

(
sup
i/∈M
|ci|2

)1/2

≈ 2∆Y ‖f‖2‖‖ψ‖∞
√
m

n
,

qui tend vers 0 quand n→∞ puisque m/n→ 0.

Les lemmes 4.15, 4.16 et 4.18 impliquent alors (4.13) puisque

√
n
(
θ̂n − θ

)
→ N (0,Λ(f, ψ))
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en loi. Il reste à prouver (4.14). On a

nE

(
θ̂n − θ

)2
= nBiais2(θ̂n) + nVar(θ̂n)

= nBiais2(θ̂n) + nVar(UnK) + nVar(PnL)

De plus on a montré que

nBiais2(θ̂n) ≤ λ∆2
Y ‖ψ‖2∞

m

n
pour un certain λ ∈ R,

nVar(UnK) ≤ µ∆2
Y ‖f‖2∞‖ψ‖2∞

m

n
pour un certain µ ∈ R.

Enfin, il s’ensuit de (4.16) que

|nVar(PnL)− Λ(f, ψ)| ≤ γ [‖SMf − f‖2 + ‖SMg − g‖2] ,

où γ est une fonction croissante de ‖f‖∞,‖ψ‖∞ et ∆Y . On en déduit donc (4.14) ce qui
termine la preuve du théorème 4.9.

Remarque 4.19. Comme dans le travail de Laurent, la propriété (4.14) implique que

lim
n→∞

nE

(
θ̂n − θ

)2
= Λ(f, ψ).

Mais étant donné que l’on veut utiliser ce résultat plus tard pour T (f) dans lequel ψ est
une fonction aléatoire qui dépend de n, il est nécessaire d’avoir des bornes qui dépendent
explicitement de ψ.

Remarque 4.20. On trouvera dans Laurent (1996) un exemple basé sur les ondelettes où les
conditions sur f etMn du théorème 4.9 sont vérifiées si f et les ondelettes sont suffisamment
régulières.

Finalement, les propriétés asymptotiques de θ̂n que nous venons d’exhiber dans le théorème
4.9 sont particulièrement intéressantes, dans le sens où elles sont optimales. En effet, on a
le théorème suivant :

Théorème 4.21 (Borne de Cramér-Rao semi-paramétrique). Considérons le problème de
l’estimation de

θ = θ(f) =

∫∫∫
ψ(x, y, z)f(x, y)f(x, z)dxdydz

pour f ∈ E où ψ est une fonction bornée telle que ψ(x, y, z) = ψ(x, z, y) pour tous
x, y, z ∈ R. Soit f0 ∈ E une densité vérifiant les hypothèses du théorème 4.9. Alors pour
tout estimateur θ̂n de θ(f) et toute famille V(f0) de voisinages de f0, on a

inf
{V(f0)}

lim inf
n→∞

sup
f∈V(f0)

nE(θ̂n − θ(f0))
2 ≥ Λ(f0, ψ)

Autrement dit, la variance optimale pour l’estimation de θ est Λ(f0, ψ).
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Démonstration. Pour prouver l’inégalité du théorème, nous allons utiliser les travaux de
Ibragimov and Khas’minskii (1991) sur l’estimation efficace. La première étape est le calcul
de la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle θ(f) en un point f0 appartenant à l’ensemble
des densités retenu pour l’estimation. Pour cela, on écrit que

θ(f)− θ(f0) =

∫∫∫
ψ(x, y, z)f(x, y)f(x, z)dxdydz

−
∫∫∫

ψ(x, y, z)f0(x, y)f0(x, z)dxdydz

=

∫∫∫
ψ(x, y, z) [f(x, y)f(x, z)− f0(x, y)f0(x, z)] dxdydz

=

∫∫ [∫
ψ(x, y, z)f(x, z)dz +

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
f(x, y)dxdy

−
∫∫ [∫

ψ(x, y, z)f(x, z)dz +

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
f0(x, y)dxdy

=

∫∫ [∫
ψ(x, y, z)f(x, z)dz +

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]

(f(x, y)− f0(x, y)) dxdy

=

∫∫ [
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
(f(x, y)− f0(x, y)) dxdy

+

∫∫ [∫
ψ(x, y, z)(f(x, y)− f0(x, y))dz

]
(f(x, y)− f0(x, y)) dxdy.

Or le second terme est en valeur absolue inférieur à

‖ψ‖∞
∫∫∫

|f(x, y)− f0(x, y)||f(x, z)− f0(x, z)|dxdydz

≤ ‖ψ‖∞
∫ (∫

|f(x, y)− f0(x, y)|dy
)2

dx

≤ ‖ψ‖∞∆Y

∫∫
(f(x, y)− f0(x, y))

2dxdy.

On a donc

θ(f)− θ(f0) =

∫∫ [
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
(f(x, y)− f0(x, y)) dxdy

+ O

(∫∫
(f(x, y)− f0(x, y))

2dxdy

)
.

On déduit alors que la dérivée de θ(f) au point f0 est donnée par

θ′(f0) · h =

〈
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz, h

〉
,

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire dans L
2(dxdy).

Nous pouvons maintenant utiliser les résultats de Ibragimov and Khas’minskii (1991).
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Notons H(f0) l’ensemble des fonctions de L
2(dxdy) orthogonales à

√
f0 :

H(f0) =

{
h ∈ L

2(dxdy),

∫∫
h(x, y)

√
f0(x, y)dxdy = 0

}

et ProjH(f0) la projection surH(f0),An(t) = (
√
f0)t/

√
n et P

(n)
f0

la loi jointe de (X1, . . . , Xn)

sous f0. Puisque dans notre problèmeX1, . . . , Xn sont supposés i.i.d., la famille
{
P

(n)
f , f ∈ E

}

est localement asymptotiquement normale en tout point f0 ∈ E dans la direction H(f0)
avec facteur de normalisation An(f0). Sous ces conditions, Ibragimov et Khas’minskii ont
montré qu’en posant Kn = Bnθ

′(f0)AnProjH(f0) avec Bn(h) =
√
nh, si Kn → K faible-

ment et si K(h) = 〈t, h〉, alors pour tout estimateur θ̂n de θ(f) et pour toute famille V(f0)
de voisinages de f0, on a

inf
{V(f0)}

lim inf
n→∞

sup
f∈V(f0)

nE(θ̂n − θ(f0))
2 ≥ ‖t‖2

L2(dxdy).

Ici

Kn(h) =
√
nθ′(f0) ·

1√
n

√
f0ProjH(f0)(h)

= θ′(f0) ·
(√

f0

(
h−

√
f0

∫
h
√
f0

))

= K(h)

ne dépend pas de n, et

K(h) =

∫∫ [
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]√
f0(x, y)

(
h(x, y)−

√
f0(x, y)

∫
h
√
f0

)
dxdy

=

∫∫ [
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]√
f0(x, y)h(x, y)dxdy

−
∫∫ [

2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
f0(x, y)dxdy

∫
h
√
f0

= 〈t, h〉
où

t(x, y) =

[
2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]√
f0(x, y)

−
(∫∫ [

2

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
f0(x, y)dxdy

)√
f0(x, y).

La borne de Cramér-Rao semi-paramétrique pour notre problème est égale à ‖t‖2
L2(dxdy) :

‖t‖2
L2(dxdy) = 4

∫∫ [∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]2

f0(x, y)dxdy

−4

(∫∫ [∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz

]
f0(x, y)dxdy

)2

= 4

∫∫
g0(x, y)

2f0(x, y)dxdy − 4

(∫∫
g0(x, y)f0(x, y)

)2
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en notant g0(x, y) =

∫
ψ(x, y, z)f0(x, z)dz de la même manière que dans le théorème 4.9.

Finalement, on reconnaît l’expression de Λ(f0, ψ) définie dans le théorème 4.9.

4.3.5 Estimation des indices de sensibilité de premier ordre

Nous venons d’exhiber un estimateur efficace de fonctionnelles quadratiques de la forme
(4.11). Il nous est donc possible d’estimer efficacement (conditionnellement à f̂) le terme
de second ordre du développement de Taylor (4.10) :

∫∫∫
K(f̂ , x, y, z)f(x, y)f(x, z)dxdy

où

K(f̂ , x, y, z) =
1

(
∫
f̂(x, y)dy)3

[
yz

(∫
f̂(x, y)dy

)2

+

(∫
yf̂(x, y)dy

)2

−(y + z)

(∫
yf̂(x, y)dy

)(∫
f̂(x, y)dy

)]
.

Il est alors naturel de proposer l’estimateur suivant pour T (f) :

T̂n =
1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , Xj , Yj)

+
2

n2(n2 − 1)

∑

i∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)K(f̂ , Xk, u, Yk)du

− 1

n2(n2 − 1)

∑

i,i′∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)K(f̂ , x, y1, y2)dxdy1dy2

et d’étudier ses propriétés. Nous avons choisi la démarche proposée dans Laurent (1996)
pour faire cette étude. Dans ces travaux il est démontré que la partie principale pour la
variance asymptotique de T̂n est issue de la partie linéaire, car les variances des autres
termes sont soit asymptotiquement nulles (comme c’est le cas pour le reste Γn), soit se
compensent. Lors de notre étude, nous avons cependant noté une simplification majeure
par rapport au problème traité par Laurent. En effet dans le cas des indices de sensibi-
lité, non seulement le reste Γn est négligeable, mais la partie quadratique a une variance
négligeable par rapport à 1/n. Ce phénomène au premier abord inattendu est spécifique
aux fonctionnelles de moments conditionnels, comme nous le montrerons dans la section
suivante.

Revenons à l’étude des propriétés asymptotiques de T̂n. Nous donnons tout d’abord quelques
hypothèses sur la densité f et l’estimateur préliminaire f̂ :
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A1. f : Ω→ R avec Ω compact de R
2 et ∀(x, y) ∈ Ω, α ≤ f(x, y) ≤ β où α, β ∈ R

A2. On peut trouver un estimateur préliminaire f̂ de f construit à l’aide de n1 ≈ n/ log(n)
observations, tel que

∀(x, y) ∈ Ω, α− ǫ ≤ f̂(x, y) ≤ β + ǫ.

De plus,

∀2 ≤ q < +∞, ∀l ∈ N
∗, Ef‖f̂ − f‖lg ≤ C(q, l)n−lλ

1

pour un λ > 1/6 et pour une constante C(q, l) indépendante de f appartenant à l’ellip-
soïde E .

Les propriétés de T̂n sont résumées dans le théorème suivant.

Théorème 4.22. Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échantillon du vecteur (X,Y ) de loi jointe f ∈
L

2(dxdy). Soit (pi)i∈D une base orthonormée tensorisée de L
2(dxdy). On suppose que f

est uniformément bornée, à support compact Ω et appartient à l’ellipsoïde

E = {
∑

i∈D

aipi;
∑

i∈D

|a2
i /c

2
i | ≤ 1}.

On suppose que les hypothèses A1 et A2 sont vérifiées. Supposons que les conditions sui-
vantes sont aussi vérifiées :

– Pour tout n ≤ 1 on peut trouver un sous-ensemble Mn de D tel que

(
sup

i/∈Mn

|ci|2
)2

≈ |Mn|
n2

,

– ∀t ∈ L
2(dxdy),

∫
(SMnt− t)2dµ→ 0 quand n→∞.

On cherche à estimer

T (f) =

∫∫ (∫
yf(x, y)dy

)2
(∫
f(x, y)dy

)2 f(x, y)dxdy.

Soit

T̂n =
1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , Xj , Yj)

+
2

n2(n2 − 1)

∑

i∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)K(f̂ , Xk, u, Yk)du

− 1

n2(n2 − 1)

∑

i,i′∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)K(f̂ , x, y1, y2)dxdy1dy2
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où H(f̂ , ·, ·) et K(f̂ , ·, ·, ·) ont été définies dans la section 4.3.3. Alors T̂n a les propriétés

suivantes pour estimer T (f) : si
|Mn|
n
→ 0, alors

√
n
(
T̂n − T (f)

)
→ N (0, C(f)), (4.17)

lim
n→∞

nE

(
T̂n − T (f)

)2
= C(f), (4.18)

où C(f) = 4E
(
Var(Y |X)E(Y |X)2

)
+ Var

(
E(Y |X)2

)
.

Démonstration. On va d’abord contrôler le reste Γn :

Γn =
1

6
F ′′′(ξ)(1− ξ)3.

Rappelons que

F ′′′(u) =

∫∫∫∫
2

(
∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy)4[

2(y + z + t)

(∫
y[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)

(∫
uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)dy

)
− 3

(∫
[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2

−(yz + yt+ zt)

(∫
[uf(x, y) + (1− u)f̂(x, y)]dy

)2
]

(f(x, y)− f̂(x, y))(f(x, z)− f̂(x, z))(f(x, t)− f̂(x, t))dxdydzdt

En supposant que les hypothèses A1 et A2 sont vérifiées, la première partie de l’intégrande
est majorée par une constante µ et donc :

Γn ≤ 1

6
µ

∫∫∫∫
|f(x, y)− f̂(x, y)||f(x, z)− f̂(x, z)||f(x, t)− f̂(x, t)|dxdydzdt

≤ 1

6
µ

∫ (∫
|f(x, y)− f̂(x, y)|dy

)3

dx

≤ 1

6
µ∆2

Y

∫∫
|f(x, y)− f̂(x, y)|3dxdy

en utilisant l’inégalité de Hölder. Donc E(Γ2
n) = O(E[(

∫
|f − f̂ |3)2]) = O(E[‖f − f̂‖63]).

Comme f̂ vérifie la condition A2, cette quantité est d’ordre O(n−6λ
1 ), et en ajoutant les

hypothèses n1 ≈ n/ log(n) et λ > 1/6, on a

E(Γ2
n) = o(

1

n
)

ce qui prouve que le reste Γn est négligeable.

On va montrer dans un premier temps que
√
n
(
T̂n − T (f)

)
et

Zn =
1

n2

n2∑

j=1

H(f,Xj , Yj)−
∫∫

H(f, x, y)f(x, y)dxdy
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ont le même comportement asymptotique. En effet on a directement un théorème centrale
limite pour Zn avec comme variance asymptotique

C(f) =

∫∫
H(f, x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy

)2

ce qui implique à la fois (4.22) et (4.23) (on montrera à la fin de la démonstration que C(f)

s’exprime sous la forme donnée dans le théorème). Donc pour montrer que
√
n
(
T̂n − T (f)

)

et Zn ont même comportement asymptotique, il suffit de montrer que

R =
√
n


T̂n − T (f)−


 1

n2

n2∑

j=1

H(f,Xj , Yj)−
∫∫

H(f, x, y)f(x, y)dxdy






a un moment d’ordre 2 qui tend vers 0. On peut remarquer que R = R1 +R2 où

R1 =
√
n


T̂n − T (f)−


 1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , Xj , Yj)−
∫∫

H(f̂ , x, y)f(x, y)dxdy




 ,

R2 =
√
n


 1

n2

n2∑

j=1

(
H(f̂ , Xj , Yj)−

∫∫
H(f̂ , x, y)f(x, y)dxdy

)


−√n


 1

n2

n2∑

j=1

(
H(f,Xj , Yj)−

∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy

)
 ,

il nous suffit donc de prouver que E(R2
1) et E(R2

2) tendent vers 0. On peut réécrire R1 sous
la forme

R1 = −√n
[
Q̂′ −Q′ + Γn

]

oùQ′ =

∫∫∫
K(f̂ , x, y, z)f(x, y)f(x, z) et Q̂′ est l’estimateur correspondant. Puisque E

(
Γ2

n

)
=

o(1/n), il suffit de contrôler l’espérance du carré de
√
n
[
Q̂′ −Q′

]
:

Lemme 4.23 (Comportement limite de
√
n
(
Q̂′ −Q′

)
). Sous les hypothèses du théorème

4.22, on a

lim
n→∞

nE

(
Q̂′ −Q′

)2
= 0.

Démonstration. D’après (4.14) quand |Mn|/n→ 0 on a

∣∣∣∣∣nE

[(
Q̂′ −Q′

)2
|f̂
]
− 4

[∫∫
ĝ(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
ĝ(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]∣∣∣∣∣

≤ γ1(‖f‖∞, ‖ψ‖∞,∆Y )

[ |Mn|
n

+ ‖SMf − f‖2 + ‖SM ĝ − ĝ‖2
]
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où ĝ(x, y) =

∫
K(f̂ , x, y, z)f(x, z)dz. Ainsi, en déconditionnant :

∣∣∣∣∣nE

[(
Q̂′ −Q′

)2
]
− 4E

[∫∫
ĝ(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
ĝ(x, y)f(x, y)dxdy

)2
]∣∣∣∣∣

≤ γ1(‖f‖∞, ‖ψ‖∞,∆Y )

[ |Mn|
n

+ ‖SMf − f‖2 + E (‖SM ĝ − ĝ‖2)
]
.

On a

E (‖SM ĝ − ĝ‖2) = E (‖SM ĝ − SMg‖2) + E (‖SMg − g‖2)
≤ E (‖ĝ − g‖2) + E (‖SMg − g‖2)

où g(x, y) =

∫
K(f, x, y, z)f(x, z)dz. Le second terme tend vers 0 car g ∈ L

2(dxdy) et

∀t ∈ L
2(dxdy),

∫
(SM t− t)2dµ→ 0. D’autre part

‖ĝ − g‖22 =

∫∫
[ĝ(x, y)− g(x, y)]2 f(x, y)dxdy

=

∫∫ [∫ (
K(f̂ , x, y, z)−K(f, x, y, z)

)
f(x, z)

]2

f(x, y)dxdy

≤
∫∫ [∫ (

K(f̂ , x, y, z)−K(f, x, y, z)
)2
dz

] [∫
f(x, z)2dz

]2

f(x, y)dxdy.

En utilisant l’inégalité des accroissements finis pour K(f, x, y, z)−K(f̂ , x, y, z) et en uti-
lisant des majorations similaires à celles faites pour F ′′′(·) (conséquences de l’hypothèse
A2), on obtient E (‖ĝ − g‖2)→ 0. Montrons maintenant que l’espérance de

∫∫
ĝ(x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
ĝ(x, y)f(x, y)dxdy

)2

tend vers 0. Nous ne développons la preuve que pour le premier terme :
∣∣∣∣
∫∫

ĝ(x, y)2f(x, y)dxdy −
∫∫

g(x, y)2f(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤
∫∫ ∣∣ĝ(x, y)2 − g(x, y)2

∣∣ f(x, y)dxdy

≤ λ
∫∫

(ĝ(x, y)− g(x, y))2 dxdy

≤ λ‖ĝ − g‖22.

En passant à l’espérance il suffit de montrer que E
(
‖ĝ − g‖22

)
→ 0, ce qui s’effectue par

accroissements finis comme précédemment. Par ailleurs on peut vérifier facilement que

g(x, y) =

∫
K(f, x, y, z)f(x, z)dz

= ym(x) +m(x)2 − ym(x)−m(x)2

= 0,
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ce qui montre que l’espérance de

∫∫
ĝ(x, y)2f(x, y)dxdy tend vers 0. Des manipulations

similaires montrent que l’espérance du second terme

(∫∫
ĝ(x, y)f(x, y)dxdy

)2

tend aussi

vers 0. Ainsi, on a finalement

lim
n→∞

nE

(
Q̂′ −Q′

)2
= 0.

Le lemme 4.23 prouve alors que E(R2
1)→ 0. Il reste à prouver que E(R2

2)→ 0 :

E(R2
2) =

n

n2
E

[∫∫ (
H(f, x, y)−H(f̂ , x, y)

)2
f(x, y)dxdy

]

− n

n2
E

[∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy −

∫∫
H(f̂ , x, y)f(x, y)dxdy

]2

.

Comme précédemment les accroissements finis et des majorations impliquées par l’hypo-
thèse A2 montrent facilement que E(R2

2)→ 0.
Enfin, nous pouvons expliciter plus clairement la variance asymptotique :

C(f) =

∫∫
H(f, x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy

)2

.

En effet on a

H(f, x, y) = 2ym(x)−m(x)2

d’où l’on tire

∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy = 2

∫∫
ym(x)f(x, y)dxdy −

∫∫
m(x)2f(x, y)dxdy

= 2

∫∫
m(x)2f(x, y)dxdy −

∫∫
m(x)2f(x, y)dxdy

=

∫∫
m(x)2f(x, y)dxdy

= E(E(Y |X)2) (4.19)

après quelques manipulations d’intégrales élémentaires. Le second terme se traite de ma-
nière tout à fait semblable. En effet on a

H(f, x, y)2 = 4y2m(x)2 +m(x)4 − 4ym(x)3
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d’où

∫∫
H(f, x, y)2f(x, y)dxdy = 4

∫∫
y2m(x)2f(x, y)dxdy +

∫∫
m(x)4f(x, y)dxdy

−4

∫∫
ym(x)3f(x, y)dxdy

= 4

∫∫
v(x)m(x)2f(x, y)dxdy +

∫∫
m(x)4f(x, y)dxdy

−4

∫∫
m(x)4f(x, y)dxdy

= 4

∫∫ [
v(x)−m(x)2

]
m(x)2f(x, y)dxdy

+

∫∫
m(x)4f(x, y)dxdy

= 4E
([
v(X)−m(X)2

]
m(X)2

)
+ E(m(X)4)

= 4E
([

E(Y 2|X)− E(Y |X)2
]
E(Y |X)2

)
+ E(E(Y |X)4)

où l’on note v(x) =

∫
y2f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

. Ce résultat et (4.19) donnent le résultat final

C(f) = 4E
(
Var(Y |X)E(Y |X)2

)
+ Var

(
E(Y |X)2

)
,

ce qui termine la preuve du théorème 4.22.

Enonçons maintenant le résultat central de cette section, à savoir que la variance asymp-
totique C(f) est optimale.

Théorème 4.24 (Borne de Cramér-Rao semi-paramétrique). Considérons le problème de
l’estimation de

T (f) =

∫∫ (∫
yf(x, y)dy∫
f(x, y)dy

)2

f(x, y)dxdy = E(E(Y |X)2)

pour (X,Y ) de loi jointe f ∈ E. Soit f0 ∈ E une densité vérifiant les hypothèses du théorème
4.22. Alors pour tout estimateur T̂n de T (f) et toute famille V(f0) de voisinages de f0, on
a

inf
{V(f0)}

lim inf
n→∞

sup
f∈V(f0)

nE(T̂n − T (f0))
2 ≥ C(f0)

Autrement dit, la variance optimale pour l’estimation de T (f) est C(f0).

Démonstration. Nous reprenons les grandes lignes de la démonstration du théorème 4.21.
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On commence par écrire la différence T (f)− T (f0) :

∫∫
1

(
∫
f0(x, y)dy)2

[
2y

∫
yf0(x, y)dy

∫
f0(x, y)dy −

(∫
yf0(x, y)dy

)2
]

(f(x, y)− f0(x, y))dxdy +

∫∫∫
2

(
∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy)3[

yz

(∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy

)2

+

(∫
y[ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)]dy

)2

−(y + z)

(∫
y[ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)]dy

)(∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy

)]

(f(x, y)− f0(x, y))(f(x, z)− f0(x, z))dxdydz

où ξ ∈]0, 1[, c’est-à-dire que ǫ1 ≤ ξ ≤ 1− ǫ2 avec ǫ− 1, ǫ2 > 0.
Montrons que le second terme de ce développement est un O(

∫
(f−f0)

2). Puisque f0 vérifie
l’hypothèse A1, elle est minorée par un réel α, ce qui implique que

ǫ2α ≤ (1− ξ)f0(x, y) ≤ ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y).

D’autre part, f0 est définie sur un compact [a, b]× [c, d] ⊂ R
2, donc

ǫ2α(d− c) =

∫
ǫ2ady ≤

∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy,

ce qui implique que

1

(
∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy)3

≤ 1

(ǫ2α(d− c))3) .

La quantité

[
yz

(∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy

)2

+

(∫
y[ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)]dy

)2

−(y + z)

(∫
y[ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)]dy

)(∫
ξf(x, y) + (1− ξ)f0(x, y)dy

)]

se majore quant à elle facilement, puisque f0 vérifie l’hypothèse A1. Finalement, le second
terme est majoré en valeur absolue par

µ

∫∫∫
|f(x, y)− f0(x, y)||f(x, z)− f0(x, z)|dxdydz

= µ

∫ (∫
|f(x, y)− f0(x, y)|dy

)2

dx

≤ µ(d− c)
∫∫

(f(x, y)− f0(x, y))
2dxdy
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où µ est une constante, ce qui montre que le second terme est bien un O(
∫

(f − f0)
2). On

a donc

T (f)− T (f0) =

∫∫
1

(
∫
f0(x, y)dy)2

[
2y

∫
yf0(x, y)dy

∫
f0(x, y)dy −

(∫
yf0(x, y)dy

)2
]

(f(x, y)− f0(x, y))dxdy +O

(∫
(f − f0)

2

)
.

Ce résultat implique que la dérivée de Fréchet de T (f) au point f0 est

T ′(f0) · h = 〈H(f0, ·), h〉 .

où

H(f0, x, y) =
1

(
∫
f0(x, y)dy)2

[
2y

∫
yf0(x, y)dy

∫
f0(x, y)dy −

(∫
yf0(x, y)dy

)2
]

en reprenant la notation du théorème 4.22. On en déduit alors

K(h) = T ′(f0) ·
(√

f0

(
h−

√
f0

∫
h
√
f0

))

=

∫
H(f0, ·)

√
f0h−

∫
H(f0, ·)

√
f0

∫
h
√
f0

= 〈t, h〉

avec

t = H(f0, ·)
√
f0 −

(∫
H(f0, ·)f0

)√
f0

La borne de Cramér-Rao semi-paramétrique pour notre problème est donc

‖t‖2
L2(dxdy) =

∫
H(f0, ·)2f0 −

(∫
H(f0, ·)f0

)2

= C(f0)

où l’on reconnaît l’expression de C(f0) du théorème 4.22, ce qui termine la démonstration.

4.3.6 Généralisation aux fonctionnelles de moments conditionnels

Nous venons de proposer un estimateur efficace pour les indices de sensibilité de premier
ordre, plus précisément pour

E(E(Y |X)2)

où (X,Y ) est un vecteur aléatoire. Or il est possible d’étendre la démarche présentée à la
section précédente à des fonctionnelles conditionnelles plus générales de la forme

E [ψ (E(φ(Y )|X))] (4.20)

où ψ et φ sont des fonctions suffisamment régulières, plus précisément il suffit de supposer
que ψ est trois fois dérivable et que φ est continue. On peut vérifier par exemple que l’on
retrouve les indices de sensibilité pour ψ(x) = x2 et φ(x) = x.
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Estimation efficace

Pour ce faire, nous écrivons d’abord la fonctionnelle (4.20) sous forme intégrale

T (f) =

∫∫
ψ

(∫
φ(y)f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

)
f(x, y)dxdy

=

∫∫
ψ (m(x)) f(x, y)dxdy

où l’on note m(x) =

∫
φ(y)f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

l’espérance conditionnelle. Comme dans la section

précédente, on effectue un développement de Taylor de l’opérateur T (f) autour d’un esti-
mateur préliminaire f̂ . Soit F : [0, 1] 7→ R la fonction définie par :

F (u) = T (uf + (1− u)f̂)

pour u ∈ [0, 1], on écrit le développement de Taylor de F à l’ordre 3 entre 0 et 1 :

F (1) = F (0) + F ′(0) +
1

2
F ′′(0) +

1

6
F ′′′(ξ)(1− ξ)3

où ξ ∈]0, 1[. On a

F (0) = T (f̂) =

∫∫
ψ

(∫
yf̂(x, y)dy∫
f̂(x, y)dy

)
f̂(x, y)dxy

=

∫∫
ψ(m̂(x))f̂(x, y)dxdy

où m̂(x) =

∫
φ(y)f̂(x, y)dy∫
f̂(x, y)dy

. On peut vérifier que les dérivées première et seconde de F ont

les expressions suivantes en 0 :

F ′(0) =

∫∫ (
[φ(y)− m̂(x)] ψ̇(m̂(x)) + ψ(m̂(x))

)(
f(x, y)− f̂(x, y)

)
dxdy,

F ′′(0) =

∫∫∫
ψ̈(m̂(x))∫
f̂(x, y)dy

(
φ(y)φ(z) + m̂(x)2 − (φ(y) + φ(z))m̂(x)

)

(
f(x, y)− f̂(x, y)

)(
f(x, z)− f̂(x, z)

)
dxdydz

où ψ̇(·) et ψ̈(·) sont respectivement les dérivées première et seconde de ψ. Finalement, nous
obtenons

T (f) =

∫∫ (
[φ(y)− m̂(x)] ψ̇(m̂(x)) + ψ(m̂(x))

)
f(x, y)dxdy

+
1

2

∫∫∫
ψ̈(m̂(x))∫
f̂(x, y)dy

(
φ(y)φ(z) + m̂(x)2 − (φ(y) + φ(z))m̂(x)

)
f(x, y)f(x, z)dxdydz

+Γn

=

∫∫
H(f̂ , x, y)f(x, y)dxdy +

∫∫∫
K(f̂ , x, y, z)f(x, y)f(x, z)dxdydz + Γn
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avec

H(f̂ , x, y) = [φ(y)− m̂(x)] ψ̇(m̂(x)) + ψ(m̂(x)),

K(f̂ , x, y, z) =
1

2

ψ̈(m̂(x))∫
f̂(x, y)dy

(
φ(y)φ(z) + m̂(x)2 − (φ(y) + φ(z))m̂(x)

)
,

Γn =
1

6
F ′′′(ξ)(1− ξ)3. (4.21)

Il apparaît clairement que T (f) est une fonctionnelle dont la forme est la même que celle
étudiée dans la section précédente : on propose donc le même estimateur T̂n où l’on rem-
place simplement H(f̂ , ·, ·) et K(f̂ , ·, ·, ·) par leurs nouvelles expressions. On peut espérer
que les propriétés asymptotiques et l’efficacité seront conservées étant donné la forme tout
à fait semblable de l’estimateur. En réalité, on garde l’efficacité à condition de pouvoir
contrôler H(f̂ , ·, ·) et K(f̂ , ·, ·, ·) comme précédemment. Puisque l’on travaille sur des com-
pacts, il nous suffit de contrôler la régularité des fonctions ψ et φ, ce qui se fait à travers
l’hypothèse supplémentaire :

A3. ψ ∈ C3(R,R) et φ ∈ C0(R,R).

On peut alors énoncer le théorème concernant les propriétés asymptotiques de T̂n.

Théorème 4.25. Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échantillon du vecteur (X,Y ) de loi jointe f ∈
L

2(dxdy). Soit (pi)i∈D une base orthonormée tensorisée de L
2(dxdy). On suppose que f

est uniformément bornée, à support compact Ω et appartient à l’ellipsoïde

E = {
∑

i∈D

aipi;
∑

i∈D

|a2
i /c

2
i | ≤ 1}.

On suppose que les hypothèses A1, A2 et A3 sont vérifiées. Supposons que les conditions
suivantes sont aussi vérifiées :

– Pour tout n ≥ 1 on peut trouver un sous-ensemble Mn de D tel que

(
sup

i/∈Mn

|ci|2
)2

≈ |Mn|
n2

,

– ∀t ∈ L
2(dxdy),

∫
(SMnt− t)2dµ→ 0 quand n→∞.

On cherche à estimer

T (f) =

∫∫
ψ

(∫
φ(y)f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

)
f(x, y)dxdy.
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Soit

T̂n =
1

n2

n2∑

j=1

H(f̂ , Xj , Yj)

+
2

n2(n2 − 1)

∑

i∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)

∫
pi(Xk, u)K(f̂ , Xk, u, Yk)du

− 1

n2(n2 − 1)

∑

i,i′∈M

n2∑

j 6=k=1

pi(Xj , Yj)pi′(Xk, Yk)

∫
pi(x, y1)pi′(x, y2)K(f̂ , x, y1, y2)dxdy1dy2

où H(f̂ , ·, ·) et K(f̂ , ·, ·, ·) sont définies en (4.21). Alors T̂n a les propriétés suivantes pour

estimer T (f) : si
|Mn|
n
→ 0, alors

√
n
(
T̂n − T (f)

)
→ N (0, C(f)), (4.22)

lim
n→∞

nE

(
T̂n − T (f)

)2
= C(f), (4.23)

où C(f) = E

(
Var(φ(Y )|X)

[
ψ̇ (E(Y |X))

]2)
+ Var (ψ (E(φ(Y )|X))).

Démonstration. On suit exactement la même approche que pour la preuve du théorème
4.22. On montre tout d’abord aisément que le reste Γn est négligeable à l’aide des hypo-
thèses A1, A2 et A3.

Ensuite, on montre que
√
n
(
T̂n − T (f)

)
et

Zn =
1

n2

n2∑

j=1

H(f,Xj , Yj)−
∫∫

H(f, x, y)f(x, y)dxdy

ont le même comportement asymptotique en montrant que E(R2)→ 0 où

R =
√
n


T̂n − T (f)−


 1

n2

n2∑

j=1

H(f,Xj , Yj)−
∫∫

H(f, x, y)f(x, y)dxdy






En effet R = R1 +R2 et on a directement avec les hypothèses A1,A2 et A3 que E(R2
2)→ 0.

Quant à R1, la même démonstration est toujours valable, puisque l’on peut encore utiliser
les accroissements finis pour K(f, x, y, z)−K(f̂ , x, y, z) qui permettent de conclure avec les

hypothèses A1, A2 et A3. On montre aussi facilement que g(x, y) =

∫
K(f, x, y, z)f(x, z)dz =

0 ce qui implique que E(R2
1)→ 0.

Enfin, comme on a un théorème central limite pour Zn avec pour variance asymptotique

C(f) =

∫∫
H(f, x, y)2f(x, y)dxdy −

(∫∫
H(f, x, y)f(x, y)dxdy

)2

,
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il reste juste à prouver que C(f) = E

(
Var(φ(Y )|X)

[
ψ̇ (E(Y |X))

]2)
+Var (ψ (E(φ(Y )|X))).

On a tout d’abord
∫∫

H(f, x, y)f(x, y)dxdy (4.24)

=

∫∫ (
[φ(y)−m(x)] ψ̇(m(x)) + ψ(m(x))

)
f(x, y)dxdy

=

∫∫
m(x)ψ̇(m(x))f(x, y)dxdy

−
∫∫

m(x)ψ̇(m(x))f(x, y)dxdy +

∫∫
ψ(m(x))f(x, y)dxdy

= E (ψ (E(φ(Y )|X))) . (4.25)

De plus

H(f, x, y)2 = [φ(y)−m(x)]2 ψ̇(m(x))2 + ψ(m(x))2 + 2 [φ(y)−m(x)] ψ̇(m(x))ψ(m(x))

= φ(y)2ψ̇(m(x))2 +m(x)2ψ̇(m(x))2 − 2φ(y)m(x)ψ̇(m(x))2 + ψ(m(x))2

+2 [φ(y)−m(x)] ψ̇(m(x))ψ(m(x)).

On peut donc écrire

∫∫
H(f, x, y)2f(x, y)dxdy sous la forme

∫∫
φ(y)2ψ̇(m(x))2f(x, y)dxdy +

∫∫
m(x)2ψ̇(m(x))2f(x, y)dxdy

−2

∫∫
φ(y)m(x)ψ̇(m(x))2f(x, y)dxdy +

∫∫
ψ(m(x))2f(x, y)dxdy

+2

∫∫
φ(y)ψ̇(m(x))ψ(m(x))f(x, y)dxdy − 2

∫∫
m(x)ψ̇(m(x))ψ(m(x))f(x, y)dxdy

=

∫∫
v(x)ψ̇(m(x))2f(x, y)dxdy −

∫∫
m(x)2ψ̇(m(x))f(x, y)dxdy

+

∫∫
ψ(m(x))2f(x, y)dxdy

=

∫∫ ([
v(x)−m(x)2

]
ψ̇(m(x))2 + ψ(m(x))2

)
f(x, y)dxdy

= E

([
v(X)−m(X)2

]
ψ̇(m(X))2

)
+ E

(
ψ(m(X))2

)

= E

([
E(φ(Y )2|X)− E(φ(Y )|X)2

] [
ψ̇(E(φ(Y )|X))

]2)
+ E

(
ψ(E(φ(Y )|X))2

)

= E

(
Var(φ(Y )|X)

[
ψ̇ (E(Y |X))

]2)
+ E

(
ψ(E(φ(Y )|X))2

)

où on a noté v(x) =

∫
φ(y)2f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

, ce qui conjointement avec (4.25) démontre le résultat

recherché pour C(f) et termine la preuve du théorème 4.25.

La démonstration de l’optimalité de la constante C(f) est exactement la même que dans le
théorème 4.24, c’est la raison pour laquelle nous ne la détaillons pas ici. La seule précaution
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à prendre concerne la majoration du second terme du développement de T (f) au point f0,
qui est assurée par l’hypothèse A1 et la régularité des fonctions ψ et φ.

Propriétés des fonctionnelles de moments conditionnels

Nous avons remarqué dans les théorèmes 4.22 et 4.25 que l’efficacité des estimateurs pro-
posés est atteinte principalement par le fait que la variance asymptotique de l’estimateur
du terme quadratique est nulle. Ce phénomène remarquable, qui ne se produit pas dans le
travail de Laurent (1996), est intrinsèquement lié aux moments conditionnels. Nous propo-
sons d’étudier cette propriété d’un point de vue fonctionnel, en considérant des opérateurs
agissant sur des fonctions de L

2(dxdy).

Plaçons nous comme dans les sections précédentes sur un compact Ω de R
2. Soit H l’opé-

rateur agissant sur les fonctions de densité f ∈ L
2(dxdy) et associant à toute densité f

l’espérance conditionnelle E(φ(Y |X)) où (X,Y ) est un vecteur aléatoire de loi jointe f .
Alors de manière usuelle H(f) vérifie la relation

∀g(x), 〈H(f), gf〉 = 〈φ(y), gf〉

pour toute fonction g fonction de la variable x uniquement. On note ici 〈·, ·〉 le produit
scalaire usuel sur L

2(dxdy).
Il est possible d’étendre la définition de H et la relation précédente à des fonctions de
L

2(dxdy) qui ne sont pas des densités, sous couvert de positivité. En effet soit t ≥ 0 un
réel positif et h ∈ L

2(dxdy), alors H est un opérateur agissant sur les fonctions positives
de L

2(dxdy) vérifiant la relation

∀g(x), 〈H(f + th), g(f + th)〉 = 〈φ(y), g(f + th)〉 (4.26)

Rappelons que l’on s’intéresse à l’opérateur T (f) défini par

T (f) =

∫∫
ψ

(∫
φ(y)f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

)
f(x, y)dxdy,

qui peut se réécrire sous la forme

T (f) = 〈ψ(H(f)), f〉

Pour exhiber l’estimateur T̂n, on a précédemment développé T (f) autour d’un estimateur
préliminaire f̂ et la nullité de la variance asymptotique provenait de la nullité de la dérivée
seconde quand f̂ tend vers f . Ici, h joue le rôle de f̂ et développer T (f) autour de h
revient à développer la fonction G(t) = T (f + th) autour de t = 0. Une fois obtenu ce
développement, on montrera que la dérivée seconde tend vers 0 quand h tend vers f .
Ecrivons donc le développement de Taylor de G autour de 0 :

G(t) = G(0) +G′(0)t+
1

2
F ′′(0)t2 + o(t2). (4.27)

On a directement que G(0) = T (f). Pour calculer les dérivées de G, il faut calculer les

dérivées
d

dt
T (f + th)|0 et

d2

dt2
T (f + th)|0. Ces dernières vont faire intervenir les dérivées
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de l’opérateur H, qui sont obtenues en dérivant (4.26) : ∀g(x),
〈H(f + th), g(f + th)〉 = 〈φ(y), g(f + th)〉 ,

d’où 〈
d

dt
H(f + th), g(f + th)

〉
+ 〈H(f + th), gh〉 = 〈φ(y), gh〉 ,

soit en t = 0 〈
d

dt
H(f + th)|0, gf

〉
= 〈φ(y), gh〉 − 〈H(f), gh〉 (4.28)

qui tend vers 0 quand h→ f d’après (4.26).
En dérivant une seconde fois, on trouve

〈
d2

dt2
H(f + th)|0, gf

〉
= −2

〈
d

dt
H(f + th)|0, gf

〉
(4.29)

qui tend vers 0 quand h→ f d’après (4.28).
Calculons maintenant les dérivées de l’opérateur T (f) :

T (f + th) = 〈ψ(H(f + th)), f + th〉

d

dt
T (f + th) = 〈ψ(H(f + th)), h〉+

〈
d

dt
ψ(H(f + th)), f + th

〉

= 〈ψ(H(f + th)), h〉+
〈
d

dt
H(f + th)ψ̇(H(f + th)), f + th

〉

d

dt
T (f + th)|0 = 〈ψ(H(f)), h〉+

〈
d

dt
H(f + th)|0, ψ̇(H(f))f

〉

par commutativité du produit scalaire. Or ψ̇(H(f)) est une fonction de x uniquement,
donc on peut traiter le second terme avec (4.28) :

d

dt
T (f + th)|0 = 〈ψ(H(f)), h〉+

〈
φ(y), ψ̇(H(f))h

〉
−
〈
ψ(H(f)), ψ̇(H(f))h

〉
.

On a donc
d

dt
T (f + th)|0 → T (f) quand h→ f.

En dérivant une seconde fois, on trouve

d2

dt2
T (f + th) = 2

〈
d

dt
H(f + th)ψ̇(H(f + th)), h

〉
+

〈
d2

dt2
H(f + th)ψ̇(H(f + th)), f + th

〉

+

〈(
d

dt
H(f + th)

)2

ψ̈(H(f + th)), f + th

〉
,

soit en t = 0 :

d2

dt2
T (f + th)|0 = 2

〈
d

dt
H(f + th)|0, ψ̇(H(f))h

〉
+

〈
d2

dt2
H(f + th)|0, ψ̇(H(f))f

〉

+

〈(
d

dt
H(f + th)|0

)2

, ψ̈(H(f))f

〉
.
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Par (4.28) et (4.29) les deux premiers termes tendent vers 0 quand h→ f . D’autre part le
dernier terme peut s’écrire

〈
d

dt
H(f + th)|0,

d

dt
H(f + th)|0ψ̈(H(f))f

〉

qui tend aussi vers 0 quand h → f d’après (4.28) en remarquant que
d

dt
H(f + th)|0 est

une fonction de x uniquement. Finalement, on a

d2

dt2
T (f + th)|0 → 0 quand h→ f.

En revenant au développement (4.27) de la fonction G, on a alors

T (f + th) = T (f) +
d

dt
T (f + th)|0t+

1

2

d2

dt2
T (f + th)|0t

2 + o(t2)

→ (1 + t)T (f) + o(t2)

quand h→ f . Le terme quadratique disparaît donc bien quand h tend vers f .

4.3.7 Quelle est la meilleure procédure pour estimer les indices de sen-
sibilité ?

Dans cette section au titre volontairement un peu provocant, nous proposons de nous
interroger sur la meilleure démarche à suivre pour estimer les indices de sensibilité. En
effet, nous venons de présenter un estimateur qui atteint asymptotiquement la vitesse de
convergence optimale pour estimer E(E(Y |X)2) à partir d’un échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n où
(X,Y ) est un couple de variables aléatoires.
Or en analyse de sensibilité, on dispose d’un échantillon (Xi)i=1,...,n des d facteursX1, . . . , Xd

et d’un échantillon (Yi)i=1,...,n de la sortie Y . Si l’on se fixe un facteur Xj , pour estimer

E(E(Y |Xj)2) notre démarche propose de considérer uniquement l’échantillon (Xj
i , Yi)i=1,...,n.

Autrement dit, toutes les réalisations des facteurs autres que le facteur j ne sont pas utili-
sées pour estimer E(E(Y |Xj)2). Remarquons que nous avons adopté la même philosophie
dans notre approche par polynômes locaux. Une question naturelle s’impose alors : est-ce
que le fait d’avoir observé d’autres variables Xk pour k = 1, . . . , d et k 6= j permet d’ob-
tenir une meilleure estimation de E(E(Y |Xj)2) ?
Avant de tenter de répondre à cette question, il est important de préciser en termes ma-
thématiques ce que nous entendrons par “meilleure estimation”. De la même manière que
précédemment, nous nous placerons dans le cadre de la théorie asymptotique de l’estima-
tion semi-paramétrique. Ainsi, nous considérerons qu’un estimateur est efficace s’il atteint
asymptotiquement la borne de Cramér-Rao semi-paramétrique. Pour calculer cette borne,
détaillons tout d’abord le modèle statistique qui nous intéresse ici.
Nous considérons donc un vecteur aléatoire (X1, . . . , Xd, Y ) = (X, Y ) de loi jointe f ∈
L

2(Rd+1), dont on possède un échantillon (X1
i , . . . , X

d
i , Yi)i=1,...,n. Soit j un entier com-

pris entre 1 et d, on veut estimer E(E(Y |Xj)2). Par souci de clarté dans la présenta-
tion, nous noterons X ≡ Xj la variable par rapport à laquelle on conditionne et Z ≡
(X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xd) le vecteur aléatoire composé de toutes les variables Xk pour
k = 1, . . . , d et k 6= j. Ainsi, avec ces notations, notre problème est le suivant :
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Estimer E(E(Y |X)2) à partir d’un échantillon (Xi,Zi, Yi)i=1,...,n

du vecteur aléatoire (X,Z, Y ) de loi jointe f(x, z, y) ∈ L
2(Rd+1).

Il est donc naturel de rechercher maintenant la borne de Cramér-Rao semi-paramétrique
associée à ce problème. Elle est donnée par le théorème suivant :

Théorème 4.26 (Borne de Cramér-Rao semi-paramétrique). Considérons le problème de
l’estimation de

T (f) =

∫∫ (∫
yf(x, z, y)dzdy∫
f(x, z, y)dzdy

)2

f(x, z, y)dxdzdy = E(E(Y |X)2)

pour (X,Z, Y ) de loi jointe f ∈ E. Soit f0 ∈ E une densité vérifiant les hypothèses du
théorème 4.22. Alors pour tout estimateur T̂n de T (f) et toute famille V(f0) de voisinages
de f0, on a

inf
{V(f0)}

lim inf
n→∞

sup
f∈V(f0)

nE(T̂n − T (f0))
2 ≥ C(f0)

Autrement dit, la variance optimale pour l’estimation de T (f) est C(f0).

Démonstration. Nous reprenons la démonstration du théorème 4.24. On peut écrire T (f)−
T (f0) sous la forme

∫∫
1

(
∫
f0(x, z, y)dzdy)2

[
2y

∫
yf0(x, z, y)dzdy

∫
f0(x, z, y)dzdy −

(∫
yf0(x, z, y)dzdy

)2
]

(f(x, z, y)− f(x, z, y))dxdzdy +O

(∫∫∫
(f(x, z, y)− f0(x, z, y))

2dxdzdy

)
,

ce qui implique que la dérivée de Fréchet T ′(f0) de l’opérateur T (f) au point f0 est donnée
par

T ′(f0) · h = 〈H(f0, ·), h〉
où

H(f0, x, z, y) =
2y
∫
yf0(x, z, y)dzdy

∫
f0(x, z, y)dzdy −

(∫
yf0(x, z, y)dzdy

)2

(
∫
f0(x, z, y)dzdy)2

.

Remarquons que la fonction H(f0, x, z, y) ne dépend pas de z. En utilisant le fait que
∫
f0(x, z, y)dzdy =

∫
f(x, y)dy,

∫
yf0(x, z, y)dzdy =

∫
yf(x, y)dy,

où f(x, y) est la densité marginale du couple (X,Y ), la fonction H se simplifie donc :

H(f0, x, z, y) =
2y
∫
yf0(x, y)dy

∫
f0(x, y)dy −

(∫
yf0(x, y)dy

)2

(
∫
f0(x, y)dy)2

.

On constate alors que H(f0, x, z, y) est égale à H(f0, x, y), la fonction intervenant dans la
dérivée de T (f) quand on ne considère qu’un couple (X,Y ) pour estimer T (f). Ainsi, la
borne de Cramér-Rao semi-paramétrique est égale à celle calculée dans le théorème 4.24,
c’est-à-dire C(f0).
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Le théorème 4.26 que nous venons de démontrer répond parfaitement à la question que
nous nous posons. En effet, la borne de Cramér-Rao en considérant un couple (X,Z, Y )
est la même que celle associée au problème avec le couple (X,Y ). Or l’estimateur T̂n

que nous avons proposé atteint asymptotiquement cette borne : c’est donc le meilleur
estimateur possible (au sens de l’efficacité) des indices de sensibilité. Autrement dit, la prise
en compte des réalisations d’un vecteur Z supplémentaire n’améliore pas l’estimation de
l’indice de sensibilité Var(E(Y |X)) (que Z soit d’ailleurs indépendant ou pas de X et Y ). Ce
résultat justifie donc en un sens l’idée de travailler seulement sur les échantillons marginaux
(Xj

i , Yi)i=1,...,n comme nous l’avons fait avec les polynômes locaux ou l’estimateur T̂n.
Enfin, précisons que l’on peut toutefois nuancer ce résultat, dans le sens où il ne se base que
sur des considérations asymptotiques. Il est possible qu’en pratique, en cas de connaissance
plus importante du modèle, l’utilisation des réalisations de Z puisse améliorer l’estimation
des indices de sensibilité, cependant nous ne sommes pour l’instant pas capables de fournir
un résultat théorique valable à taille d’échantillon n finie.

4.3.8 Tests numériques sur des modèles analytiques

Nous proposons dans cette section de valider numériquement l’estimateur T̂n que nous
venons d’étudier sur quelques modèles analytiques.
Dans tous les exemples qui suivent, nous estimerons E(E(Y |Xj)2) pour j = 1, . . . , d à partir
d’un échantillon (Xj

i , Yi)i=1,...,n de taille n = 100 ou n = 10000 pour illustrer l’influence de
la taille de l’échantillon sur l’estimation. Pour respecter les hypothèses du théorème 4.22,
nous construisons notre estimateur préliminaire à partir de n1 = [log(n)/n] observations :
si n = 100, n1 = 21 et si n = 10000, n1 = 1085. Cet estimateur est un estimateur à noyau
à support borné. Enfin, la taille du sous-ensemble Mn est choisie égale à 10 si n = 100 et
à 100 si n = 10000 (plus précisément on prend |Mn| =

√
n).

Modèle 1

Y =

d∑

j=1

Xj ,

où d = 3, lesXj suivent une loi uniforme U(x̄j−σj , x̄j+σj) et sont indépendants, x̄j = 3j−1,
et σj = 0.5x̄j . Nous renvoyons le lecteur à la section 4.2.3 pour une description plus com-
plète de ce modèle et pour une interprétation des indices de sensibilité.

Nous générons 500 échantillons (X1
i , X

2
i , Yi)i=1,...,n. Pour chacun de ces échantillons, nous

calculons les estimateurs T̂ j
n de E(E(Y |Xj)2) pour j = 1, 2. La moyenne de T̂ 1

n et T̂ 2
n sur

ces 500 échantillons est donnée dans le tableau 4.4.
Les résultats présentés dans ce tableau illustrent le bon comportement de T̂n : lorsque
n = 100, l’estimation est correcte, dans le sens où les facteurs sont classés dans le bon ordre
d’importance. Lorsque n = 10000, la précision de T̂n est excellente : l’erreur maximale est
inférieure à 0.05%.
Par ailleurs, en utilisant l’échantillon centré réduit (Xj

i , (Yi − Ȳ )/σ̂(Y ))i=1,...,n où Ȳ et

σ̂(Y ) sont la moyenne et l’écart-type de Y estimés à partir de l’échantillon, T̂ j
n estime
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Facteurs Calcul analytique T̂n T̂n

de E(E(Y |Xj)2) n = 100 n = 10000

X1 169.08 167.65 169.04
X2 169.75 171.05 169.75
X3 175.75 177.02 175.72

Tab. 4.4 – Moments conditionnels pour le modèle 1.

directement l’indice de sensibilité Sj . On peut donc comparer T̂ j
n avec les estimateurs

basés sur les polynômes locaux. Le tableau 4.5 utilise les résultats obtenus dans la section
4.2.3 pour cette comparaison avec n = 10000.

Facteurs Calcul analytique Ŝ1 T̂n

(Poly. loc.) (Est. eff)

X1 0.01 0.01 0.0098
X2 0.1 0.1027 0.1021
X3 0.89 0.8873 0.8931

Tab. 4.5 – Comparaison polynômes locaux / estimateur efficace pour le modèle 1.

La comparaison entre l’estimation par polynômes locaux et l’estimateur efficace montre
que les deux approches donnent des résultats tout à fait équivalents lorsque n = 10000.

Modèle 2

Y = X1 + (X2)4,

où trois configurations (a), (b) et (c) sont considérées :
(a) Xj ∼ U(0, 1), j = 1, 2 ;
(b) Xj ∼ U(0, 3), j = 1, 2 ;
(c) Xj ∼ U(0, 5), j = 1, 2.
Dans toutes les configurations les facteurs sont supposés indépendants.

Comme précédemment, nous générons 500 échantillons de taille n des facteurs, la moyenne
des estimateurs T̂ j

n pour j = 1, . . . , 3 est donnée dans le tableau 4.6.

De plus, si l’on compare l’estimateur par polynômes locaux à l’estimateur asymptotique-
ment efficace, on a par exemple les résultats du tableau 4.7.

Une fois de plus, l’estimateur efficace fournit une très bonne approximation de E(E(Y |Xj)2)
dans toutes les configurations, plus particulièrement lorsque n = 10000. Par ailleurs, choisir
n = 100 dans la configuration (a) permet déjà d’obtenir une bonne approximation des
indices de sensibilité comme le montre le tableau 4.7.
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Facteurs Calcul analytique T̂n T̂n

n = 100 n = 10000

Configuration (a)
X1 0.5733 0.5894 0.5729
X2 0.5611 0.5468 0.5611

Configuration (b)
X1 314.04 305.98 318.27
X2 779.85 814.04 787.82

Configuration (c)
X1 16258 18414 16897
X2 44034 47667 44473

Tab. 4.6 – Moments conditionnels pour le modèle 2.

Facteurs Calcul analytique Ŝ1 T̂n T̂n

(Poly. loc.) (Est. eff) (Est. eff)
n = 10000 n = 100 n = 10000

Configuration (a)
X1 0.54 0.5398 0.5278 0.5392
X2 0.46 0.4602 0.4232 0.4582

Tab. 4.7 – Comparaison polynômes locaux / estimateur efficace pour le modèle 2.
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Comparaison des méthodes proposées avec les méthodes existantes

Nous proposons maintenant de comparer les deux méthodes que nous avons développées
à la méthode de Oakley et O’Hagan présentée dans le chapitre 2. En effet, l’approche
bayésienne qu’ils ont mise en place est actuellement une des méthodes de référence pour
le calcul des indices de sensibilité. Nous avons décidé de confronter ces trois méthodes sur
deux exemples analytiques complémentaires.

Le premier modèle que nous étudions s’exprime sous la forme

Y = 0.2 exp(X1 − 3) + 2.2|X2|+ 1.3(X2)6 − 2(X2)2 − 0.5(X2)4 − 0.5(X1)4

+2.5(X1)2 + 0.7(X1)3 +
3

(8X1 − 2)2 + (5X2 − 3)2 + 1
+ sin(5X1) cos(3(X1)2)

où X1 et X2 sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées selon une loi uni-
forme sur [0, 1]. Ce modèle, dont l’expression est quelque peu complexe à première vue, est
régulièrement utilisé à l’IFP pour tester des surfaces de réponse. En effet, le graphe de la
fonction donnée ici est constitué de pics et de creux : une bonne surface de réponse sera
par exemple capable de détecter ces phénomènes. Le graphe est donné dans la figure 4.2.

Ce modèle nous permet ainsi de tester si la modélisation par processus gaussiens et l’ap-
proximation par polynômes locaux fournissent de bonnes approximations de la fonction
ou des espérances conditionnelles. Nous nous plaçons dans le cas où l’on dispose d’un
échantillon (X1

i , X
2
i , Y )i=1,...,n de taille n = 100 à partir duquel on construit les différents

estimateurs des indices de sensibilité. Précisons que pour l’approche par polynômes locaux,
nous utilisons un échantillon supplémentaire des facteurs X1 et X2 de taille n′ = 5000. En
ce qui concerne la méthode de Oakley et O’Hagan, les intégrales multiples sont calculées
analytiquement. Enfin, l’estimateur efficace est calculé en utilisant n1 = 21 observations
pour construire l’estimateur préliminaire f̂ et |Mn| = 10. Les résultats sont donnés dans
le tableau 4.8.

Sensibilités Calcul analytique Oakley-O’Hagan Poly. loc. Est. eff

Var(E(Y |X1)) 1.0932 1.0539 1.0643 1.1701
Var(E(Y |X2)) 0.0729 0.1121 0.0527 0.0939

Tab. 4.8 – Comparaison Oakley-O’Hagan/polynômes locaux/estimateur efficace pour le
modèle 1 du chapitre 4.

Les trois méthodes fournissent une bonne approximation des indices de sensibilité. Glo-
balement, c’est l’approche par polynôme locaux qui donne la meilleure précision. Si on
la compare à la méthode de Oakley et O’Hagan, l’explication est simple : la fonction de
régression est plus difficile à approcher dans R

2 (voir figure 4.2) que ne le sont ses margi-
nales (autrement dit les moments conditionnels). Quant à l’estimateur asymptotiquement
efficace, il se comporte mieux sur le second facteur que sur le premier, contrairement à la
méthode de Oakley et O’Hagan.



4.3 Estimation d’intégrales de fonctionnelles de densité 199

Fig. 4.2 – Graphe de la fonction du modèle 1 du chapitre 4.
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4.3.9 Perspectives

L’estimateur efficace proposé pour l’estimation des indices de sensibilité est à la fois in-
téressant d’un point de vue théorique et d’un point de vue pratique. D’un point de vue
théorique d’une part, puisqu’il atteint la borne de Cramér-Rao semi-paramétrique, ce qui
en fait le meilleur estimateur possible pour les indices de sensibilité vis-à-vis de la conver-
gence. D’un point de vue pratique d’autre part, car les résultats sur les modèles analytiques
de la section précédente montrent une bonne précision, y compris avec des échantillons de
taille n modérée (n = 100 par exemple).
Cependant, les propriétés théoriques que nous avons exhibées ne sont qu’asymptotiques.
Cette constatation amène deux questions pertinentes : est-il possible d’obtenir des bornes
pour la précision de l’estimateur valables à taille d’échantillon n finie ? De telles bornes
permettent-elles alors une estimation adaptative ? Ces deux questions sont liées, dans le
sens où le travail théorique qu’elles impliquent se base sur des inégalités de concentration
pour les U-statistiques (Houdré and Reynaud 2002). Laurent (2005) a par exemple étudié
ces questions dans le cadre de l’estimation de

∫
f2 où une procédure d’estimation adaptative

par sélection de modèle est proposée. Nous pensons qu’il est possible d’étendre ces résultats
à l’estimation adaptative des fonctionnelles de moments conditionnels E(ψ(E(φ(Y )|X))) au
prix d’un investissement conséquent dans le traitement des inégalités pour les U-statistiques
et des calculs théoriques nécessaires.
Par ailleurs, nous avons appliqué ici l’estimateur efficace de fonctionnelles générales de la
forme E(ψ(E(φ(Y )|X))) au seul problème de l’analyse de sensibilité, à savoir le cas particu-
lier ψ(x) = x2 et φ(x) = x. Or, les conditions requises sur ψ et φ sont peu contraignantes,
ce qui nous laisse penser que notre estimateur pourrait s’appliquer avec succès à d’autres
problèmes. Une des perspectives que nous envisageons est par exemple l’étude de l’utilisa-
tion de cet estimateur aux tests d’adéquation pour les moments conditionnels, déjà étudiés
dans un cadre non-paramétrique par Ferrigno (2004).



Conclusions et perspectives

Contributions

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire s’articule autour de deux thèmes fon-
damentaux dans l’étude de tout phénomène à travers un modèle qui le caractérise, l’analyse
d’incertitudes et l’analyse de sensibilité. Les méthodes classiquement mises en oeuvre pour
mener ces analyses souffrent de limitations qui nous ont interdit de les appliquer aux mo-
dèles de cinétique chimique qui ont cours à l’IFP.
En effet, dans le cadre probabiliste pour l’analyse d’incertitudes, on suppose soit que la
loi des facteurs est connue, soit qu’il est facile d’en obtenir un échantillon. Ce n’est pas
le cas des estimateurs des paramètres d’un modèle de cinétique chimique qui sont donnés
comme solutions d’un problème de minimisation. Par ailleurs, les méthodes usuelles pour
l’estimation des indices de sensibilité requièrent des facteurs indépendants. Ce n’est pas le
cas des estimateurs des paramètres cinétiques, qui sont intrinsèquement corrélés entre eux.

Notre premier objectif était de fournir une procédure permettant de générer un échantillon
de la loi d’un estimateur obtenu par maximum de vraisemblance, ceci avec un temps de
calcul aussi faible que possible.
Nous nous sommes particulièrement intéressés à la technique du bootstrap, qui permet,
sous certaines hypothèses, d’obtenir une approximation de la loi d’un estimateur du maxi-
mum de vraisemblance. Nous avons testé cette méthode sur deux modèles de cinétique
chimique et montré qu’elle fournissait une solution au problème posé. En revanche, nous
avons souligné le fait que c’est une procédure coûteuse en temps de calcul. Elle ne peut
donc être envisagée que sur des modèles avec peu de paramètres.
Pour limiter ce temps de calcul, nous avons développé deux méthodes particulièrement
originales qui permettent d’approcher la distribution bootstrap d’un estimateur, et par
conséquent la distribution de l’estimateur considéré. Elles sont basées sur l’idée naturelle

201



202 Conclusion

consistant à considérer un estimateur bootstrap comme une fonction des résidus rééchan-
tillonnés, et d’approcher ensuite cette fonction complexe par une surface de réponse. Le
développement en polynômes de chaos et la régression à vecteurs de support sont les deux
surfaces de réponse que nous avons étudiées et explicitées dans notre travail. Nous avons
ainsi réduit le temps de calcul d’un facteur de l’ordre de 10. Cette procédure d’approxi-
mation a fourni d’excellents résultats sur le modèle simplifié d’hydrodésulfuration et sur le
modèle d’isomérisation du n-butane, dans le sens où la distribution bootstrap est appro-
chée très précisément en réduisant de manière considérable le coût calculatoire.
Par suite, nous avons encore amélioré cette méthode si les dérivées du modèle que l’on
étudie sont connues ou calculables numériquement. En effet, en utilisant l’information sup-
plémentaire sur les dérivées, nous avons montré qu’il est possible de réduire de manière
drastique le temps de calcul, d’un facteur de l’ordre de 100. Nous avons testé cette idée
sur tous les modèles de cinétique chimique du chapitre 1, et les résultats se sont avérés
excellents.
Notons aussi que nous avons en premier lieu proposé une méthode basée sur l’algorithme
de Métropolis en écrivant la loi de l’estimateur à l’aide du formalisme bayésien. Nous avons
montré cependant que son inconvénient majeur est relié à la convergence des chaînes de
Markov : il n’existe pas à notre connaissance de diagnostic suffisamment fiable pour juger
d’une telle convergence quand l’espace d’état est non-dénombrable.

Notre deuxième objectif consistait à développer une méthode permettant d’estimer les in-
dices de sensibilité dans le cas où les facteurs ne sont pas indépendants.
La première méthode que nous avons proposée est basée sur l’estimation des moments
conditionnels par polynômes locaux. A partir de cette estimation, une méthode de plug-in
est ensuite utilisée pour estimer les indices de sensibilité. Nous avons montré que cette ap-
proche fournit des estimateurs consistants d’un point de vue théorique. D’un point de vue
pratique, nous avons également démontré leur précision sur des modèles analytiques et sur
le modèle d’isomérisation du n-butane. Nous l’avons aussi comparé à l’une des méthodes de
référence, celle de Oakley et O’Hagan. Cette comparaison a souligné que les deux méthodes
se basent sur les mêmes idées de surface de réponse et partagent donc l’avantage de ne
requérir qu’un faible nombre d’observations pour construire la surface. Mais notre méthode
ne souffre pas pour sa part du fléau de la dimension, ce qui rend son champ d’application
plus large que celle de Oakley et O’Hagan.
Une grande partie de notre travail a aussi été consacrée à l’étude du meilleur estima-
teur possible des indices de sensibilité, au sens de l’efficacité asymptotique. Cette étude
théorique particulièrement complète nous a amené à proposer un estimateur asymptoti-
quement efficace pour les indices de sensibilité, c’est-à-dire un estimateur qui converge
avec la meilleure vitesse possible (borne de Cramér-Rao semi-paramétrique). C’est un ré-
sultat important, puisqu’il indique que d’un point de vue théorique il n’est pas possible de
trouver un estimateur meilleur que celui que nous avons proposé. En ce qui concerne son
comportement en pratique, nous l’avons comparé à l’estimateur par polynômes locaux et
à l’estimateur de Oakley et O’Hagan. Nous avons montré qu’il atteint une précision com-
parable à ces deux méthodes. Par ailleurs, un travail théorique supplémentaire a permis
de généraliser cet estimateur à des fonctionnelles de moments conditionnels plus générales
que les indices de sensibilité.
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Perspectives

L’idée d’approcher la distribution bootstrap d’un estimateur par surfaces de réponse a été
étudiée d’un point de vue empirique dans notre travail, dans le sens où elle n’a pas été vali-
dée théoriquement. Nous pensons qu’il est possible de combiner les bornes de l’erreur d’ap-
proximation du boostrap (Mammen 1992) et les bornes de généralisation de la régression à
vecteurs de support (Vapnik 1998) dans le but de fournir des bornes de l’erreur d’approxi-
mation de notre méthodologie. Si l’on obtient de plus des bornes non-asymptotiques, un
tel résultat permettrait de contrôler cette erreur en fonction du nombre de minimisations
bootstrap à effectuer. Ainsi, un compromis entre temps de calcul et précision pourrait être
envisagé en pratique.
Par ailleurs, l’introduction des dérivées en régression à vecteurs de support est récente. Il
serait pertinent de comparer de manière exhaustive les différentes approches qui ont été
proposées. Ainsi, la méthode la plus adaptée au problème d’approximation de la distribu-
tion bootstrap d’un estimateur pourrait être exhibée et étudiée plus en détails que ce que
nous avons proposé dans notre travail.
Nous pensons de plus qu’il serait pertinent d’approfondir les méthodes numériques de réso-
lution des systèmes linéaires qui apparaissent en SVR dans le but de traiter des problèmes
de grande dimension avec les dérivées. En effet, dans de tels cas les matrices à traiter sont
de dimension élevée (plusieurs milliers) et à nos yeux l’utilisation d’approches d’algèbre
relativement fines sont à envisager.
Enfin, il nous semble intéressant de construire une méthode d’estimation adaptative pour
l’estimateur efficace des indices de sensibilité. L’investissement théorique pour y arriver est
conséquent, cependant, son intérêt est réel pour guider l’utilisation de cet estimateur. Par
ailleurs, le résultat que nous avons obtenu sur des fonctionnelles plus générales de moments
conditionnels pourrait s’avérer utile pour d’autres applications, notamment certains tests
d’hypothèses.
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